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Comentarios teóricos y ejemplos

Derivadas parte 2

Resolución de ejercicios de la Práctica 5

desde el Ejercicio 16 hasta el 30 inclusive

------------------------------------------------------------------

En esta 2 da parte sigo sugiriendo que estudien las siguientes teóricas de derivadas

propuestas por la cátedra de Mate 51 :

.- Derivada y recta tangente.pdf

.- Reglas de derivacion.pdf

.- Regla de la cadena.pdf

.- Crecimiento y decrecimiento.pdf

.- Extremos locales.pdf

.- Estudio de funciones.pdf

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+

---------------------------------------------------------------

Ej 16 Hallar Dom (f), I↑ (f) e I↓ (f) y los máximos y mínimos de f

-----------------------------

Ej 16 a)

f (x) = x e
x

2

Dom (f) = 

Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------



1 Se calcula f' (x) = x e
x

2
'
= [x ]' · e

x

2 + x · e
x

2 
'
=

= 1 · e
x

2 + x · e
x

2 ·
1

2
= e

x

2 · 1 +
1

2
x =

1

2
e

x

2[x + 2]

Entonces f' (x) =
1

2
e

x
2 [x + 2]

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹
1

2
e

x

2 · [x + 2] = 0 como la función exponencial es siempre > 0

⟹ x + 2 = 0 ⟹ x = -2

Por lo tanto C0 f' = {-2}

x = -2 es el único punto crítico de f (x)

3 dado que f' (x) =
1

2
e

x

2[x + 2] es continua en  aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f' y las discontinuidades de f si hubiera

intervalos de análisis : -∞, -2; -2, +∞

tomamos x = -3 ∈ -∞, -2 ⟹ f' -3  =
1

2
e

-3

2 [-3 + 2] ⟹

⟹ f' -3  =
1

2
e

-3

2 [-1] < 0 porque la exp es siempre > 0

tomamos x = 0 ∈ -2, +∞ ⟹ f' 0 =
1

2
e

0

2[0 + 2] ⟹

⟹ f' 0 =
1

2
e0[2] =

1

2
· 1 · [2] = 1 > 0

-----------

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = -2 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = -2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = -2 hay un Mínimo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

2     Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 16 a 30 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb



Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = -2, +∞

I↓ (f) = -∞, -2

---------------------

f (x) = x e
x

2; f' (x) =
1

2
e

x

2[x + 2]

x0 = -2 es Mínimo relativo y el valor mínimo es -
2



-----------------------

Gráfico1: color azul : f (x) = x e
x

2; color naranja : y = 0 AH

Gráfico2: color azul : f' (x) =
1

2
e

x

2[x + 2];

x0 = -2 es Mínimo relativo y el valor mínimo es -
2


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-----------------------------

Ej 16 b)

f (x) = x4 e-x

la función exponencial es siempre > 0

Dom (f) = 

Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = x4 e-x
'
= x4 

'
· e-x + x4 · [e-x ]' =

= 4 x3 · e-x + x4 · e-x · -1 = x3 e-x (4 - x)

Entonces f' (x) = x3 e-x (4 - x)

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ x3 e-x (4 - x) = 0 como la función exponencial es siempre > 0

⟹ x3 = 0 ó 4 - x = 0 ⟹ x = 0 raíz triple ó x = 4

Por lo tanto C0 f' = {0, 4}

x = 0 y x = 4 son los puntos críticos de f (x)

3 dado que f' (x) = x3 e-x (4 - x) es continua en  aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f' y las discontinuidades de f si hubiera

intervalos de análisis : -∞, 0; 0, 4; (4, +∞)

tomamos x = -1 ∈ -∞, 0 ⟹ f' -1  = -13 e-(-1) 4 - -1  ⟹

⟹ f' -1  = -1 e1 (5) = -5 e < 0 porque e > 0

tomamos x = 1 ∈ 0, 4 ⟹ f' 1  = 13 e-1 4 - 1 ⟹

⟹ f' 1  = 1 ·
1

e
3 =

3

e
> 0 porque e > 0

tomamos x = 5 ∈ (4, +∞) ⟹ f' (5) = 53 e-5 (4 - 5) ⟹

⟹ f' (5) = 125
1

e5
-1 = -125

1

e5
< 0

-----------

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 0 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 0
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por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 0 hay un Mínimo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 4 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 4

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 4 hay un Máximo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = 0, 4

I↓ (f) = -∞, 0 ⋃ (4, +∞)

---------------------

f (x) = x4 -x; f' (x) = x3 -x (4 - x)

x0 = 0 es Mínimo relativo y el valor mínimo es 0

x0 = 4 es Máximo relativo y el valor máximo es
256

4

-----------------------

Gráfico1: color azul : f (x) = x4 -x; color naranja : y = 0 AH

Gráfico2: color azul : f' (x) = x3 -x (4 - x);

x0 = 0 es Mínimo relativo y el valor mínimo es 0

x0 = 4 es Máximo relativo y el valor máximo es
256

4
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-----------------------------

Ej 16 c)

f (x) = x3 e3 x

la función exponencial es siempre > 0

Dom (f) = 

Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = x3 e3 x
'
= x3 

'
· e3 x + x3 · e3 x 

'
=

= 3 x2 · e3 x + x3 · e3 x · 3 = 3 x2 e3 x 1 + x

Entonces f' (x) = 3 x2 e3 x (1 + x)

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ 3 x2 e3 x 1 + x = 0 como la función exponencial es siempre > 0

⟹ x2 = 0 ó 1 + x = 0 ⟹ x = 0 raíz doble ó x = -1

Por lo tanto C0 f' = {-1, 0}

x = 0 y x = -1 son los puntos críticos de f (x)

3 dado que f' (x) = 3 x2 e3 x 1 + x es continua en  aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f' y las discontinuidades de f si hubiera
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intervalos de análisis : -∞, -1; -1, 0; 0, +∞

tomamos x = -2 ∈ -∞, -1 ⟹ f' -2  = 3 -22 e3 (-2 ) 1 + -2  ⟹

⟹ f' -2  = 3 · 4 e-6 · -1 = -12
1

e6
< 0 porque e > 0

tomamos x = -
1

2
∈ -1, 0 ⟹ f' -

1

2
= 3 -

1

2

2

e3 -
1

2
 1 -

1

2
⟹

⟹ f' -
1

2
= 3 ·

1

4
e-

3

2
1

2
=
3

8
·

1

e
3

2

> 0 porque e > 0

tomamos x = 1 ∈ 0, +∞ ⟹ f' 1 = 3 · 12 e3·1 1 + 1 ⟹

⟹ f' 1 = 3 · 1 · e3 2 = 6 e3 > 0

-----------

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = -1 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = -1

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = -1 hay un Mínimo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 0 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 0

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 0 No hay ni un Máximo ni un Mínimorelativo de f (x)

hay un punto de inflexión

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = -1, 0 ⋃ 0, +∞

I↓ (f) = -∞, -1

---------------------
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f (x) = x3 e3 x; f' (x) = 3 x2 e3 x 1 + x

x0 = -1 es Mínimo relativo y el valor mínimo es -
1

3

x0 = 0 es un punto de inflexión y el valor es 0

-----------------------

Gráfico1: color azul : f (x) = x3 e3 x; color naranja : y = 0 AH

Gráfico2: color azul : f' (x) = 3 x2 e3 x 1 + x;

x0 = -1 es Mínimo relativo y el valor mínimo es -
1

3

x0 = 0 es un punto de inflexión y el valor es 0
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-----------------------------

Ej 16 d)

f (x) = x ln2 (x)

teniendo en cuenta que la función logaritmo está definida sólo para argumentos positivos

deberá ser x > 0 ⟹

Dom (f) = >0 = 0, +∞

Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = x ln2 (x)' = [x ]' · ln2 (x) + x · ln2 (x) ' =
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= 1 · ln2 (x) + x · 2 ln (x) ·
1

x
= ln2 (x) + 2 ln (x) = ln (x) · ln (x) + 2

Entonces f' (x) = ln (x) (ln (x) + 2)

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ ln (x) · ln (x) + 2 = 0

este producto será 0 cuando alguno de los factores sea 0

⟹ ln (x) = 0 ó ln (x) + 2 = 0 ⟹ x = 1 ó ln (x) = -2

resolvamos la 1 era condición : ln (x) = 0

ln (x) = 0 aplicando la exponencial en ambos miembros :

ln (x) = 0

⟹ por la propiedad de una función y su inversa ln (x) = x

⟹ x = 1 dado que 0 = 1

resolvamos la 2 da condición : ln (x) = -2

ln (x) = -2 aplicando la exponencial en ambos miembros :

ln (x) = -2

⟹ por la propiedad de una función y su inversa ln (x) = x

⟹ x = -2 =
1

2

Por lo tanto C0 f' = 
1

2
, 1

x =
1

2
y x = 1 son los puntos críticos de f (x)

3 dado que f' (x) = ln (x) ln (x) + 2 es continua en >0 aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f' y las discontinuidades de f si hubiera

intervalos de análisis : 0,
1

2
;

1

2
, 1 ; 1, +∞

Recordar que el Dom (f) = Dom f' = 0, +∞ debido al logaritmo

En 0,
1

2
:

tomamos x =
1

2 2
∈ 0,

1

2
⟹ f'

1

2 2
= ln

1

2 2
ln

1

2 2
+ 2 ⟹ (*)

----------------------------------------------
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tenemos que calcular ln
1

2 2
aplicando propiedades del logaritmo :

ln
1

2 2
= ln 1 - ln 2 2 pero ln 1 = 0 ⟹ ln

1

2 2
= -ln 2 2 =

= -ln 2 - ln 2 = -ln 2 - 2 ln () ya que ln () = 1 ⟹

ln
1

2 2
=. ... = -ln 2 - 2 · 1 = -ln 2 - 2 y como ln 2 > 0

-ln 2 - 2 < 0

recordar que si 0 < x < 1 ⟹ ln (x) < 0 y si x > 1 ⟹ ln (x) > 0

-----------------------------------------

⟹ seguimos (*)

⟹ f'
1

2 2
= -ln 2 - 2 · -ln 2 - 2 + 2 = -ln 2 - 2 · -ln 2 > 0

porque es el producto de dos factores negativos

----------------------------------------------------------------

En
1

2
, 1 : elegimos

2

2
que es el doble que

1

2
y es < 1

tomamos x =
2

2
∈

1

2
, 1 ⟹ f'

2

2
= ln

2

2
· ln

2

2
+ 2 ⟹

⟹ f'
2

2
= ln 2 - ln 2 · ln 2 - ln 2 + 2

ln 2 - 2 ln () · ln 2 - 2 ln () + 2 ⟹ como ln () = 1

= ln 2 - 2 · ln 2 - 2 + 2 = ln 2 - 2 · ln 2

y como ln 2 < 2 el 1 er factor es < 0 y como ln 2 > 0 pues 2 > 1

este producto es < 0

⟹ f'
2

2
=. .. = ln 2 - 2 · ln 2 =  < 0  ·  > 0 < 0

-------------------------------------------------------------------

En (1, +∞) : con f (x) = ln (x) · ln (x) + 2

tomamos x = e2 ∈ 1, +∞ ⟹ f' e2 = ln e2 · ln e2 + 2 ⟹

⟹ f' e2 = 2 ln (e) · 2 ln (e) + 2 = 2 · 1 · 2 · 1 + 2 = 2 · 4 = 8 > 0

-----------

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 =
1

2
y f' (x) < 0 a la derecha de x0 =

1

2
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por el criterio de la 1 er derivada en x0 =
1

2
hay un Máximo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 1 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 1

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 1 hay un Mínimo relativo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = 0,
1

2
⋃ 1, +∞

I↓ (f) =
1

2
, 1

---------------------

f (x) = x ln2 (x); f' (x) = ln (x) · ln (x) + 2

x0 =
1

2
es Máximo relativo y el valor máximo es

4

2

x0 = 1 es Mínimo relativo y el valor mínimo es 0

-----------------------

Gráfico1: color azul : f (x) = x ln2 (x);

Gráfico2: color azul : f' (x) = ln (x) ln (x) + 2;

x0 =
1

2
es Máximo relativo y el valor máximo es

4

2

x0 = 1 es Mínimo relativo y el valor mínimo es 0
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-----------------------------

Ej 16 e)

f (x) = ln 2 - x

teniendo en cuenta que la función logaritmo está definida sólo para argumentos positivos

deberá ser 2 - x > 0 ⟹ x < 2

Dom (f) = < 2 = (-∞, 2)

Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = ln 2 - x
'
=

1

2 - x
-1 =

1

x - 2

Entonces f' (x) =
1

x - 2

Recordemos que como Dom (f) = -∞, 2 ⟹ debemos restringir el

Dom f' a -∞, 2

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹
1

x - 2
= 0 no existe x tal que

1

x - 2
sea 0

Entonces f (x) NO tiene puntos críticos

Por lo tanto C0 f' = ϕ

3 dado que f' (x) =
1

x - 2
es continua en su dominio -∞, 2

restringido porque proviene de f (x)

12     Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 16 a 30 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb



vemos que f' (x) es siempre < 0

y por lo tanto f (x) es decreciente en -∞, 2

----------------------------------------------

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = ϕ

I↓ (f) = -∞, 2

---------------------

f (x) = ln 2 - x; f' (x) =
1

x - 2
Dom (f) = Dom f' = -∞, 2

-----------------------

Gráfico1: color azul : f (x) = ln 2 - x; Dom (f) = -∞, 2

Gráfico2: color azul : f' (x) =
1

x - 2
; Dom f' = -∞, 2
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-----------------------------

Ej 16 f)

f (x) =
ln (x)

x

teniendo en cuenta que la función logaritmo está definida sólo para argumentos positivos

deberá ser x > 0 lo cual garantiza además que el denominador no sea 0

Dom (f) = > 0 = (0, +∞)
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Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 
ln (x)

x

'
=
[ln (x)]' · x - ln (x) · [x]'

x2
=

=

1
x
· x - ln (x) · 1

x2
=
1 - ln (x)

x2

Entonces f' (x) =
1 - ln (x)

x2

Dom f' = 0, +∞ debido a la restricción del logaritmo

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹
1 - ln (x)

x2
= 0 ⟹ 1 - ln (x) = 0 ⟹ ln (x) = 1

aplicando la exponecial ex en ambos miembros y como eln (x) = x :

eln (x) = e1 ⟹ x = e

x = e es el único punto crítico de f (x)

Por lo tanto C0 f' = {e}

3 dado que f' (x) =
1 - ln (x)

x2
es continua en su dominio 0, +∞

aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los

intervalos determinados entre los ceros de f' y

las discontinuidades de f si las hubiera

intervalos de análisis : 0, e; (e, +∞)

En 0, e :

tomamos x = 1 ∈ 0, e ⟹ f' 1 =
1 - ln 1

12
⟹ y como ln 1 = 0

⟹ f' 1 =
1 - 0

1
= 1 > 0

En (e, +∞) :

tomamos x = e2 ∈ (e, +∞) ⟹ f' e2 =
1 - ln e2

e22

y como ln e2 = 2 · ln (e) = 2 · 1 = 2 recordar ln (e) = 1

⟹ f' e2 =
1 - 2

e4
=
-1

e4
< 0

-----------
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Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = e y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = e

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = e hay un Máximo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

----------------------------------------------

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = 0, e

I↓ (f) = (e, +∞)

---------------------

f (x) =
ln (x)

x
; f' (x) =

1 - ln (x)

x2
Dom (f) = Dom f' = -∞, 2

x0 = e es Máximo relativo y el valor máximo es
1

e

-----------------------

Gráfico1: color azul : f (x) =
ln (x)

x
; Dom (f) = 0, +∞

Gráfico2: color azul : f' (x) =
1 - ln (x)

x2
; Dom f' = 0, +∞
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Ej 16 g)

f (x) = e-x
3+12 x

teniendo en cuenta que la función está definida para cualquier x ∈ 

Dom (f) = 

Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = e-x
3+12 x

'
= e-x

3+12 x -3 x2 + 12 =

= -3 e-x
3+12 x x2 - 4

Entonces f' (x) = -3 e-x
3+12 x x2 - 4

Dom f' = 

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ -3 e-x
3+12 x x2 - 4 = 0 como la función exponencial es > 0

⟹ x2 - 4 = 0 ⟹ x = 2 ó x = -2

x = -2 y x = 2 son los puntos críticos de f (x)

Por lo tanto C0 f' = {-2, 2}

3 dado que f' (x) = -3 e-x
3+12 x x2 - 4 es continua en su dominio 

aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los

intervalos determinados entre los ceros de f' y
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las discontinuidades de f si las hubiera

intervalos de análisis : -∞, -2; -2, 2; 2, +∞

En -∞, -2 :

tomamos x = -3 ∈ -∞, -2 ⟹ f' -3 = -3 e-(-3)
3+12 (-3) -32 - 4

⟹ f' -3 = -3 e27-36 9 - 4 = -3 e-9 (5) = -15 ·
1

e9
< 0

En -2, 2 :

tomamos x = 0 ∈ -2, 2 ⟹ f' 0 = -3 e-03 +12·0 02 - 4 =

⟹ f' 0 = -3 e0 (-4) = 12 > 0

En 2, +∞ :

tomamos x = 3 ∈ 2, +∞ ⟹ f' 3 = -3 e-33 +12·3 32 - 4 =

⟹ f' 3 = -3 e9 9 - 4 = -3 e9 (5) = -15 e9 < 0

-----------

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = -2 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = -2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = -2 hay un Mínimo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 2 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 2 hay un Máximo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

----------------------------------------------

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = -2, 2

I↓ (f) = -∞, -2 ⋃ 2, +∞
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---------------------

f (x) = -x
3+12 x; f' (x) = -3 e-x

3+12 x (x2 - 4) Dom (f) = Dom f' = 

x0 = -2 es Mínimo relativo y el valor mínimo es
1

16

x0 = 2 es Máximo relativo y el valor máximo es 16

-----------------------

Gráfico1: color azul : f (x) = -x
3+12 x; Dom (f) = 

Gráfico2: color azul : f' (x) = -3 -x
3+12 x (x2 - 4); Dom f' = 

x0 = -2 es Mínimo relativo y el valor mínimo es
1

16

x0 = 2 es Máximo relativo y el valor máximo es 16

-6 -4 -2 0 2 4 6

2×106

4×106

6×106

8×106

-6 -4 -2 0 2 4 6

5.0×106

1.0×107

1.5×107

-----------------------------

Ej 16 g) Auxiliar

f (x) = e-x
3+12 x

teniendo en cuenta que la función está definida para cualquier x ∈ 

Dom (f) = 

Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

Vamos a probar algo loco, pero útil :

en vez de calcular la derivada de f (x) vamos a hacer el análisis
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pero del exponente g (x) = -x3 + 12 x

 

--------------------------

1 Se calcula g' (x) = -x3 + 12 x' = -3 x2 + 12 = -3 x2 - 4 = -3 x + 2 x - 2

Entonces g' (x) = -3 x2 + 12

Dom g' = 

2 planteamos g' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de g

g' (x) = 0 ⟹ -3 x2 + 12 = 0 ⟹ -3 x2 - 4 = 0 ⟹ x2 = 4 ⟹

⟹ x = 2 ó x = -2

x = -2 y x = 2 son los puntos críticos de f (x)

Por lo tanto C0 f' = {-2, 2}

3 dado que g' (x) = -3 x2 + 12 es continua en su dominio 

aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los

intervalos determinados entre los ceros de f' y

las discontinuidades de f si las hubiera

intervalos de análisis : -∞, -2; -2, 2; 2, +∞

En -∞, -2 :

tomamos x = -3 ∈ -∞, -2 ⟹ g' -3 = -3 -3 + 2 -3 - 2

⟹ g' -3 = -3 -1 (-5) == -15 < 0

En -2, 2 :

tomamos x = 0 ∈ -2, 2 ⟹ g' 0 = -3 0 + 2 0 - 2

⟹ g' 0 = -3 2 -2 = 12 > 0

En 2, +∞ :

tomamos x = 3 ∈ 2, +∞ ⟹ g' 3 = -3 3 + 2 3 - 2

⟹ g' 3 = -3 (5) 1 = -15 < 0

-----------

Vemos que g' (x) < 0 a la izquierda de x0 = -2 y g' (x) > 0 a la derecha de x0 = -2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = -2 hay un Mínimo relativo de g (x)

Vemos que g' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 2 y g' (x) < 0 a la derecha de x0 = 2
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por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 2 hay un Máximo relativo de g (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a g' (x) nos permite construir la tabla :

----------------------------------------------

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (g) e I↓ (g) :

---------------------

I↑ (g) = -2, 2

I↓ (g) = -∞, -2 ⋃ 2, +∞

---------------------

g (x) = -x3 + 12 x; f' (x) = -3 (x2 - 4) = -3 x + 2 x - 2 Dom (g) = Dom g' = 

x0 = -2 es Mínimo relativo y el valor mínimo es - 16

x0 = 2 es Máximo relativo y el valor máximo es 16

-----------------------

Gráfico1: color azul : f (x) = -x3 + 12 x; Dom (g) = 

Gráfico2: color azul : f' (x) = -3 (x2 - 4); Dom g' = 

x0 = -2 es Mínimo relativo y el valor mínimo es - 16

x0 = 2 es Máximo relativo y el valor máximo es 16

20     Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 16 a 30 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb



-6 -4 -2 2 4 6

-100

-50

50

100

-6 -4 -2 2 4 6

-100

-50

50

100

Los gráficos siguientes corresponden a f (x) = -x
3+12 x y f' (x) = -3 -x

3+12 x (x2 - 4)

-6 -4 -2 0 2 4 6

2×106

4×106

6×106

8×106

-6 -4 -2 0 2 4 6

5.0×106

1.0×107

1.5×107

Conclusión : el comportamiento de f (x) y f' (x) es similar al de g (x) y g' (x)

ya que tienen los mismos Dominios, extremos relativos e iguales I↑ () e I↓ ()

g (x) = -x3 +12 x y g' (x) = -3 (x2 - 4)

f (x) = -x
3+12 x y f' (x) = -3 -x

3+12 x (x2 - 4)

Lo que le hizo la exponencial a g (x) es "Amplificarla" exponencialmente

para convertirla en f (x) = g (x)

LA EXPONENCIAL x AMPLIFICA

Aplicación: si algo es muy chico podemos verlo mejor si le aplicamos x

-----

Como la función inversa de x es el ln (x)
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que efecto tendrá sobre los números grandes?

Si tenemos algo muy, muy grande, le aplicamos el logaritmo para disminuirlo

--------------------------------------------

Ejemplo 1

Supongamos que tenemos g (x) = x10

g 0 = 0;

g 1 = 110 = 1;

g (e) = e10 = 22 026.465;

g 2 = 210 = 20 = 4.85165 × 108;

g 3 = 310 = 30 = 1.06865 × 1013;

g 4 = 410 = 40 = 2.35385 × 1017;

tablaexponencial = {0, 0}, {1, 1}, , 10, 2, 20, 3, 30, 4, 40;

con g (x) tenemos una escala astronómica!!!

-----------------------------

apliquemos la función logaritmo : ln (g (x)) = ln x10 = 10 ln (x)

ln g 0 = ∄;

ln g 1 = ln 110 = 0;

ln (g ()) = ln ()10 = ln 10 = 10 ln () = 10;

ln g 2 = ln 210 = ln 20 = 20 ln () = 20;

ln g 3 = ln 310 = ln 30 = 30 ln () = 30;

ln g 4 = ln 410 = ln 40 = 40 ln () = 40;

tablalogaritmo = {1, 0}, {, 10}, 2, 20, 3, 30, 4, 40;

---------------------------------------------------------

En cambio con ln (g (x)) la escala se reduce muchísimo !!!

De este resultado del ln (x) se entiende el uso de los gráficos que se llaman "log-log"

para que los números de x y g (x) muy, muy grandes se vuelvan manejables con el uso del logaritmo

Gráficos de g (x) = x10 y de ln (g (x)) = 10 ln (x)
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La 1 era observación es : miren el cambio de escala en las ordenadas!

La 2 da observación
es : lamentablemente la forma original x10 se deforma por el logaritmo !
Teniendo cuidado con esto, el logaritmo es muy útil para linealizar funciones

-----------------------------------------

Ejemplo 2 : sea f (x) = 2 0.25 x

tablaejemplo = 1,
valor numérico

N2 0.25 x /. x  1,

2,
valor numérico

N2 0.25 x /. x  2, 10,
valor numérico

N2 0.25 x /. x  10, 50,
valor numérico

N2 0.25 x /. x  50

{{1, 2.56805}, {2, 3.29744}, {10, 24.365}, {50, 536675.}}
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Si aplicamos logaritmo a f (x) :

ln (f (x)) = ln 2 0.25 x = ln 2 + ln 0.25 x = ln 2 + 0.25 x = g (x)

vemos que el logaritmo transformó a f (x) en una g (x) que es una función lineal

y = 0.25 x + ln 2 con pendiente m = 0.25 =
1

4
y ordenada al origen b = ln 2

---------------------------

{{1, 0.943147}, {2, 1.19315}, {10, 3.19315}, {50, 13.1931}}

Gráficos de g (x) = 2 0.25 x y de ln (g (x)) = 0.25 x + ln 2
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+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-

-----------------------------
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Ej 16 h)

f (x) = x ln (x)

tenemos la restricción dada por el logaritmo que está definido para argumentos > 0 entonces

Dom (f) = >0 = (0, +∞)

Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = [x ln (x)]' = [x ]' · ln (x) + x · [ln (x)]' =

= 1 · ln (x) + x ·
1

x
= ln (x) + 1

Entonces f' (x) = ln (x) + 1

Dom f' = >0

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ ln (x) + 1 = 0 ⟹ ln (x) = -1 aplicando ex en ambos miembros

⟹ eln (x) = e-1 ⟹ x = e-1 =
1

e

x =
1

e
es el único punto crítico de f (x)

Por lo tanto C0 f' = 
1

e


3 dado que f' (x) = ln (x) + 1 es continua en su dominio >0

aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los

intervalos determinados entre los ceros de f' y

las discontinuidades de f si las hubiera

intervalos de análisis : 0,
1

e
;

1

e
, +∞

En 0,
1

e
: elijo

1

e2
> 0 y

1

e2
<
1

e

tomamos x =
1

e2
∈ 0,

1

e
⟹ f'

1

e2
= ln

1

e2
+ 1

utilizando propiedades del logaritmo:

ln
1

e2
= ln 1 - ln e2 = 0 - 2 ln (e) = -2 · 1 = -2

⟹ f'
1

2 e
= ln

1

2 e
+ 1 = -2 + 1 = -1 < 0
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En
1

e
, +∞ :

tomamos x = e2 ∈
1

e
, +∞ ⟹ f' e2 = ln e2 + 1

⟹ f' e2 = 2 ln (e) + 1 = 2 · 1 + 1 = 3 > 0

-----------

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 =
1

e
y f' (x) > 0 a la derecha de x0 =

1

e

por el criterio de la 1 er derivada en x0 =
1

e
hay un Mínimo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

----------------------------------------------

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) =
1

e
, +∞

I↓ (f) = 0,
1

e

---------------------

f (x) = x ln (x); f' (x) = ln (x) + 1 Dom (f) = Dom f' = >0

x0 =
1

e
es Mínimo relativo y el valor mínimo es -

1



-----------------------

Gráfico1: color azul : f (x) = x ln (x); Dom (f) = >0

Gráfico2: color azul : f' (x) = ln (x) + 1; Dom f' = >0

x0 =
1

e
es Mínimo relativo y el valor mínimo es -

1


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-------------------------------------------

Ej 17 Hallar I↑ (f) e I↓ (f) y máximos y mínimos relativos

en el intervalo indicado y graficar

Ej 17 a)

f (x) = 2 + sen2 (x) en [0, 2 π]

Dominio restringido (f) = [0, 2 π]

Análisis de f (x) a partir de su f' (x) :

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 2 + sen2 (x)
'
= [2]' + sen2 (x)

'
= 0 + sen2 (x)

'

aplicando regla de la cadena

f' (x) = 2 sen (x) cos (x)
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Entonces f' (x) = 2 sen (x) cos (x)

Dom f' = 0, 2 π

observen que la derivada no tiene los extremos del [0, 2 π]

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ 2 sen (x) cos (x) = 0 ⟹

el producto será 0 si alguno de los dos factores es 0

sen (x) = 0 ó cos (x) = 0

Tendremos dos conjuntos de soluciones : S 1 y S2

S 1 : sen (x) = 0 ⟹ x = k · π , k ∈ 

veamos para cuáles k están en el 0, 2 π

si k = 0 ⟹ x = 0 · π = 0 no pertenece al 0, 2 π

si k = 1 ⟹ x = 1 · π = π sí pertenece al 0, 2 π

si k = 2 ⟹ x = 2 · π = 2 π no pertenece al 0, 2 π

Si k < 0 es claro que no pertenecen porque dan < 0

Entonces :

S 1 = {π}

-----------------

Veamos para S2

S2 : cos (x) = 0 ⟹ x =
π

2
+ z · π , z ∈ 

veamos para cuáles z están en el 0, 2 π

si z = 0 ⟹ x =
π

2
+ 0 · π =

π

2
sí pertenece al 0, 2 π

si z = 1 ⟹ x =
π

2
+ 1 · π =

3

2
π sí pertenece al 0, 2 π

si z = 2 ⟹ x =
π

2
+ 2 · π =

5

2
π no pertenece al 0, 2 π

Si z < 0 es claro que no pertenecen porque dan < 0

Entonces :

S 2 = 
π

2
,
3

2
π

Los puntos críticos de f (x) son S 1 ⋃ S 2
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Por lo tanto C0 f' = S 1 ⋃ S 2 = {π} ⋃ 
π

2
,
3

2
π = 

π

2
, π,

3

2
π

-------------------------------------

3 dado que f' (x) = 2 sen (x) cos (x) es continua en su dominio

restringido 0, 2 π

aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los

intervalos determinados entre los ceros de f' y

las discontinuidades de f si las hubiera

-----------------------

candidatos a extremos relativos : 
π

2
, π,

3

2
π

intervalos de análisis : 0,
π

2
;

π

2
, π ; π,

3

2
π ;

3

2
π, 2 π

---------------------------------------

En 0,
π

2
:

tomamos x =
π

4
∈ 0,

π

2
⟹ f'

π

4
= 2 sen

π

4
cos

π

4
= 2 ·

2

2
·

2

2
> 0

---------------------

En
π

2
, π :

tomamos x =
3

4
π ∈

π

2
, π ⟹ f'

3

4
π = 2 sen

3

4
π cos

3

4
π (*)

------------------------

recordemos que :

en el 1 er cuadrante : sen (x) > 0 y cos (x) > 0

en el 2 do cuadrante : sen (x) > 0 y cos (x) < 0

en el 3 er cuadrante : sen (x) < 0 y cos (x) < 0

en el 4 to cuadrante : sen (x) < 0 y cos (x) > 0

------------------------

(*) ⟹ como 3
4
π ∈ 2do cuadrante

f'
3

4
π = 2 sen

3

4
π cos

3

4
π = 2 ·

2

2
· -

2

2
< 0

---------------------

En π,
3

2
π :
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tomamos x =
5

4
π ∈ π,

3

2
π ⟹ f'

5

4
π = 2 sen

5

4
π cos

5

4
π

⟹ como
5

4
π ∈ 3 er cuadrante

f'
5

4
π = 2 sen

5

4
π cos

5

4
π = 2 · -

2

2
· -

2

2
> 0

---------------------

En
3

2
π, 2 π :

tomamos x =
7

4
π ∈

3

2
π, 2 π ⟹ f'

7

4
π = 2 sen

7

4
π cos

7

4
π

⟹ como
7

4
π ∈ 4 to cuadrante

f'
7

4
π = 2 sen

7

4
π cos

7

4
π = 2 · -

2

2
·

2

2
< 0

-------------------------------

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 =
π

2
y f' (x) < 0 a la derecha de x0 =

π

2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 =
π

2
hay un Máximo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = π y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = π

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = π hay un Mínimo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 =
3

2
π y f' (x) < 0 a la derecha de x0 =

3

2
π

por el criterio de la 1 er derivada en x0 =
3

2
π hay un Máximo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

----------------------------------------------


π

2
, π,

3

2
π

0,
π

2
;

π

2
, π ; π,

3

2
π ;

3

2
π, 2 π
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Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = 0,
π

2
 ⋃ π,

3

2
π

I↓ (f) = 
π

2
, π ⋃

3

2
π, 2 π

---------------------

f (x) = 2 + sen2 (x); f' (x) = 2 sen (x) cos (x)

x0 =
π

2
es Máximo relativo y el valor máximo es 3

x0 = π es Mínimo relativo y el valor mínimo es 2

x0 =
3

2
π es Máximo relativo y el valor máximo es 3

-----------------------

Análisis en los extremos del intervalo [0, 2 π] :

Comentario teórico.-

Además de extremos locales, en un intervalo cerrado [a, b] una función puede

tener máximos y mínimos absolutos

Estudien esto que les va a ser muy útil

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+
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+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+

Sigamos con la resolución del Ej 17 a)

Estábamos en anlaizar extremos globales o absolutos de f (x) en [0, 2 π]

Ya vimos que f (x) = 2 + sen2 (x) tiene en :

x0 =
π

2
es Máximo relativo y el valor máximo es 3

x0 = π es Mínimo relativo y el valor mínimo es 2

x0 =
3

2
π es Máximo relativo y el valor máximo es 3

Sólo nos falta ver qué valores alcanza f (x) en los extremos del [0, 2 π]

Para ello calculemos f 0 y f 2 π :

f 0 = 2 + sen2 0 = 2 + 02 = 2

f 2 π = 2 + sen2 2 π = 2 + 02 = 2

Tenemos esta situación de valores máximos y mínimos :

{0, 2}, 
π

2
, 3, {π, 2}, 

3 π

2
, 3, {2 π, 2}
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0 2 4 6 8

1

2

3

4

Entonces f (x) no tiene ni máximos ni mínimos absolutos

El máximo absoluto debería darse para un único x0 cuyo valor de f (x0) sea

el más grande que todos en el intervalo [0, 2 π], cosa que no se da porque los dos máximos dan 3

Idem con el mínimo absoluto : no existe un único x0 cuyo valor de f (x0)

sea el más chico que todos en el intervalo [0, 2 π]. Los 3 mínimos dan 2

La pregunta es ahora la siguiente :

Es x0 = 0 un mínimo local? Sí, x0 = 0 es un Mínimo local de f (x)

Es x0 = 2 π un mínimo local? Sí, x0 = 2 π es un Mínimo local de f (x)

Por lo tanto :

Máximos de f (x) = 
π

2
,
3 π

2


Mínimos de f (x) = {0, π, 2 π}

-----------------------

Gráfico1: color azul : f (x) = 2 + sen2 (x);

color naranja : 2 + sen (x) Dom (f) = [0, 2 π]

Gráfico2: color azul : f' (x) = 2 sen (x) cos (x); Dom f' = 0, 2 π

x0 = 0 es Mínimo relativo y el valor mínimo es 2

x0 =
π

2
es Máximo relativo y el valor máximo es 3

x0 = π es Mínimo relativo y el valor mínimo es 2

x0 =
3

2
π es Máximo relativo y el valor máximo es 3

x0 = 2 π es Mínimo relativo y el valor mínimo es 2

Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 16 a 30 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb     37



2 4 6 8

-1

0

1

2

3

4

2 4 6 8

-1

0

1

2

3

4

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+

Ej 17 b)

f (x) = sen (x) + cos2 (x) en [-π, π]

Dominio restringido (f) = [-π, π]

Análisis de f (x) a partir de su f' (x) :

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = sen (x) + cos2 (x)
'
= [sen (x)]' + cos2 (x)

'
=

= cos (x) + 2 cos (x) · (-sen (x)) = cos (x) · [1 - 2 sen (x)]

f' (x) = cos (x) · [1 - 2 sen (x)]

Entonces f' (x) = cos (x)[1 - 2 sen (x)]

Dom f' = (-π, π)

(observen que la derivada no tiene los extremos del [-π, π])

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ cos (x) · [1 - 2 sen (x)] = 0 ⟹

el producto será 0 si alguno de los dos factores es 0

cos (x) = 0 ó 1 - 2 sen (x) = 0

Tendremos dos conjuntos de soluciones : S 1 y S2

-----------------

Veamos para S1

S1 : cos (x) = 0 ⟹ x =
π

2
+ z · π , z ∈ 

veamos para cuáles z están en el (-π, π)
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si z = 0 ⟹ x =
π

2
+ 0 · π =

π

2
sí pertenece al (-π, π)

si z = 1 ⟹ x =
π

2
+ 1 · π =

3

2
π no pertenece al (-π, π)

si z = -1 ⟹ x =
π

2
+ -1 · π = -

π

2
sí pertenece al (-π, π)

si z = -2 ⟹ x =
π

2
+ -2 · π = -

3

2
π no pertenece al (-π, π)

Entonces :

S 1 = -
π

2
,
π

2


--------------------------------------

Veamos para S2

S 2 : 1 - 2 sen (x) = 0 ⟹ sen (x) =
1

2

Mirando la tabla de valores de seno y coseno en el 1 er cuadrante vemos que :

sen (x) =
1

2
para x =

π

6
30o

Pero el seno es positivo también para arcos en el 2 do cuadrante :

entonces el arco : π -
π

6
=
5

6
π también tiene valor de seno igual a

1

2

Para S 2 tenemos dos conjuntos de soluciones que llamamos S 2,1 y S 2,2

Las S 2,1 son : x =
π

6
+ k · 2 π , k ∈ 

Las S 2,2 son : x =
5

6
π + p · 2 π , p ∈ 

Veamos cuáles de ellas pertenecen al intervalo (-π, π)

Para las S 2,1 : x =
π

6
+ k · 2 π , k ∈ 

veamos para cuáles k están en el (-π, π)

si k = 0 ⟹ x =
π

6
+ 0 · 2 π =

π

6
sí pertenece al (-π, π)

si k = 1 ⟹ x =
π

6
+ 1 · 2 π =

13

6
π no pertenece al (-π, π)

si k = -1 ⟹ x =
π

6
+ -1 · 2 π = -

11

6
π no pertenece al (-π, π)

Entonces :
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S 2,1 = 
π

6


---------------

Para las S 2,2 : x =
5

6
π + p · 2 π , p ∈ 

veamos para cuáles p están en el (-π, π)

si k = 0 ⟹ x =
5

6
π + 0 · 2 π =

5

6
π sí pertenece al (-π, π)

si k = 1 ⟹ x =
5

6
π + 1 · 2 π =

17

6
π no pertenece al (-π, π)

si k = -1 ⟹ x =
5

6
π + -1 · 2 π = -

7

6
π no pertenece al (-π, π)

Entonces :

S 2,2 = 
5

6
π

---------------

Los puntos críticos de f (x) son S 1 ⋃ S 2,1 ⋃ S 2,2

-
π

2
,
π

2
 

π

6
 

5

6
π

Por lo tanto

C0 f' = S 1 ⋃ S 2,1 ⋃ S 2,2 = -
π

2
,
π

2
 ⋃ 

π

6
 ⋃ 

5

6
π ⟹

C0 f' = -
π

2
,
π

6
,
π

2
,
5

6
π son los puntos críticos de f (x)

-------------------------------------

3 dado que f' (x) = cos (x) 1 - 2 sen (x) es continua en su dominio

restringido (-π, π)

aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los

intervalos determinados entre los ceros de f' y

las discontinuidades de f si las hubiera

-----------------------

candidatos a extremos relativos : -
π

2
,
π

6
,
π

2
,
5

6
π

intervalos de análisis : -π, -
π

2
; -

π

2
,
π

6
;

π

6
,
π

2
;

π

2
,
5

6
π ;

5

6
π, π

---------------------------------------

En -π, -
π

2
:
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tomamos x = -
3

4
π ∈ -π, -

π

2
⟹ f' -

3

4
π = cos -

3

4
π 1 - 2 sen -

3

4
π ⟹ (*)

------------------------

recordemos que :

en el 1 er cuadrante : sen (x) > 0 y cos (x) > 0

en el 2 do cuadrante : sen (x) > 0 y cos (x) < 0

en el 3 er cuadrante : sen (x) < 0 y cos (x) < 0

en el 4 to cuadrante : sen (x) < 0 y cos (x) > 0

mirando la tabla de valores de seno y coseno en el 1 er cuadrante :

cos
π

4
=

2

2
; sen

π

4
=

2

2
⟹ y como -

3

4
π ∈ 3 er cuadrante

porque recorremos la circunferencia de radio en sentido horario :

⟹ cos -
3

4
π = -cos

π

4
= -

2

2
y sen -

3

4
π = -sen

π

4
= -

2

2

------------------------

⟹ reemplazando en (*)

⟹ f' -
3

4
π = cos -

3

4
π 1 - 2 sen -

3

4
π = -

2

2
· 1 - 2 -

2

2

⟹ f' -
3

4
π = -

2

2
· 1 +

2

2
< 0 en -π, -

π

2

---------------------

En -
π

2
,
π

6
:

tomamos x = 0 ∈ -
π

2
,
π

6
⟹ f' 0 = cos 0 1 - 2 sen 0

f' 0 = 1 · 1 - 2 · 0 = 1 · 1 - 0 = 1 > 0 en -
π

2
,
π

6

---------------------

En
π

6
,
π

2
:

tomamos x =
π

4
∈

π

6
,
π

2
⟹ f'

π

4
= cos

π

4
1 - 2 sen

π

4
⟹

⟹ f'
π

4
= cos

π

4
1 - 2 sen

π

4
=

2

2
· 1 - 2 ·

2

2
⟹

⟹ f'
π

4
=

2

2
1 - 2  < 0 en

π

6
,
π

2

---------------------
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En
π

2
,
5

6
π :

tomamos x =
3

4
π ∈

π

2
,
5

6
π ⟹ f'

3

4
π = cos

3

4
π 1 - 2 sen

3

4
π ⟹

⟹ como
3

4
π ∈ 2 do cuadrante

cos
3

4
π = -cos

π

4
= -

2

2
y sen

3

4
π = sen

π

4
=

2

2
reemplazando

⟹ f'
3

4
π = cos

3

4
π 1 - 2 sen

3

4
π = -

2

2
· 1 - 2 ·

2

2
⟹

⟹ f'
3

4
π = -

2

2
· 1 - 2  > 0 en

π

2
,
5

6
π

---------------------

En
5

6
π, π : el promedio es

5

6
π + π  2 =

11

12
π

tomamos x =
11

12
π ∈

5

6
π, π ⟹ f'

11

12
π = cos

11

12
π 1 - 2 sen

11

12
π ⟹

⟹ como
11

12
π ∈ 2 do cuadrante

cos
11

12
π = cos

π

12
< 0 y sen

11

12
π = sen

π

12
> 0 reemplazando

⟹ f'
11

12
π = cos

11

12
π · 1 - 2 sen

11

12
π ⟹

usamos la calculadora para obtener cos
11

12
π ≃ -0.96592 y sen

11

12
π ≃ 0.258819

⟹ f'
11

12
π ≃ -0.96 · 1 - 2 · 0.25 = -0.96 · 0.48 < 0 en

5

6
π, π

-------------------------------

-
π

2
,
π

6
,
π

2
,
5

6
π

.- Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = -
π

2
y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = -

π

2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = -
π

2
hay un Mínimo relativo de f (x)

.- Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 =
π

6
y f' (x) < 0 a la derecha de x0 =

π

6

por el criterio de la 1 er derivada en x0 =
π

6
hay un Máximo relativo de f (x)

.- Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 =
π

2
y f' (x) > 0 a la derecha de x0 =

π

2
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por el criterio de la 1 er derivada en x0 =
π

2
hay un Mínimo relativo de f (x)

.- Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 =
5

6
π y f' (x) < 0 a la derecha de x0 =

5

6
π

por el criterio de la 1 er derivada en x0 =
5

6
π hay un Máximo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

----------------------------------------------

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = -
π

2
,
π

6
 ⋃

π

2
,
5

6
π

I↓ (f) = -π, -
π

2
 ⋃ 

π

6
,
π

2
 ⋃

5

6
π, π

---------------------

f (x) = sen (x) + cos2 (x); f' (x) = cos (x) 1 - 2 sen (x)

x0 = -
π

2
es Mínimo relativo y el valor mínimo es - 1

x0 =
π

6
es Máximo relativo y el valor máximo es

5

4

x0 =
π

2
es Mínimo relativo y el valor mínimo es 1

x0 =
5

6
π es Máximo relativo y el valor máximo es

5

4

-----------------------

Análisis en los extremos del intervalo [-π, π] :

Ya vimos que f (x) = sen (x) + cos2 (x) tiene en :
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x0 = -
π

2
es Mínimo relativo y el valor mínimo es - 1

x0 =
π

6
es Máximo relativo y el valor máximo es

5

4

x0 =
π

2
es Mínimo relativo y el valor mínimo es 1

x0 =
5

6
π es Máximo relativo y el valor máximo es

5

4

Sólo nos falta ver qué valores alcanza f (x) en los extremos del [-π, π]

Para ello calculemos f (-π) y f (π) :

f (-π) = sen (-π) + cos2 (-π) = 0 + (cos (-π))2 = 0 + -12 = 1

f (π) = sen (π) + cos2 (π) = 0 + (cos (π))2 = 0 + -12 = 1

ver gráfico debajo, en donde aparecen estos puntos en los extremos

Tenemos esta situación de valores máximos y mínimos :

{-π, 1}, -
π

2
, -1, 

π

6
,

5

4
, 

π

2
, 1, 

5

6
π,

5

4
, {π, 1}

-3 -2 -1 1 2 3

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Entonces :

como f' (x) < 0 en -π, -
π

2
y f (-π) = 1 ⟹ -π es un máximo local de f (x) y

el gráfico de f (x) debe ir para abajo y hacia la derecha del punto -π, 1

para que f' < 0

como f' (x) < 0 en
5

6
π, π y f (π) = 1 ⟹ π es un mínimo local de f (x)

el gráfico de f (x) debe venir por arriba del punto π, 1 para que f' < 0

-----------------------------------------------

Viendo el gráfico anterior de los puntos extremos

f (x) no tiene máximo absoluto

44     Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 16 a 30 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb



El máximo absoluto debería darse para un único x0 cuyo valor de f (x0) sea

el más grande que todos en el intervalo [-π, π], cosa que no se da porque los dos máximos dan
5

4

En cambio en -
π

2
tenemos un mínimo absoluto

porque el valor de f -
π

2
= -1 y da el valor más chico de los mínimos en el [-π, π]

Por lo tanto :

Máximos locales de f (x) = -π,
π

6
,
5

6
π

Mínimos locales de f (x) = -
π

2
,
π

2
, π

Además de ser mínimo local en x = -
π

2
tenemos un mínimo absoluto de f (x)

Mínimo absoluto de f (x) = -
π

2


-----------------------

Gráfico1: color azul : f (x) = sen (x) + cos2 (x); Dom (f) = [-π, π]

Gráfico2: color azul : f' (x) = cos (x) 1 - 2 sen (x); Dom f' = (-π, π)

x0 = - π es Máximo local ó relativo y el valor máximo es 1

x0 = -
π

2
es Mínimo absoluto y el valor mínimo es - 1

x0 =
π

6
es Máximo local ó relativo y el valor máximo es

5

4

x0 =
π

2
es Mínimo local ó relativo y el valor mínimo es 1

x0 =
5

6
π es Máximo local ó relativo y el valor máximo es

5

4
x0 = π es Mínimo local ó relativo y el valor mínimo es 1

{-π, 1}, -
π

2
, -1, 

π

6
,

5

4
, 

π

2
, 1, 

5

6
π,

5

4
, {π, 1}
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-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-

Ej 17 c)

f (x) =
sen (x)

cos (x)
= tg (x) en -

π

2
,
π

2

Veamos para cuáles valores de x, cos (x) = 0 en -
π

2
,
π

2

cos (x) = 0 para x =
π

2
+ k · π , k ∈ 

si k = 0 ⟹ x =
π

2
+ 0 · π =

π

2
no pertenece a -

π

2
,
π

2

si k = -1 ⟹ x =
π

2
+ -1 · π = -

π

2
no pertenece a -

π

2
,
π

2

Dominio restringido (f) = -
π

2
,
π

2
está OK porque el cos (x) nunca es cero en

ese intervalo

-------------------

Análisis de f (x) a partir de su derivada f' (x) :

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 
sen (x)

cos (x)

'
=
[sen (x)]' · cos (x) - sen (x) · [cos (x)]'

(cos (x))2
=

=
cos (x) · cos (x) - sen (x) · (-sen (x))

cos2 (x)
=
cos2 (x) + sen2 (x)

cos2 (x)
=
cos2 (x)

cos2 (x)
+
sen2 (x)

cos2 (x)
=

= 1 +
sen2 (x)

cos2 (x)
= 1 + tg2 (x) ó tambíen se puede escribir f' (x) como :
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f' (x) =
1

cos2 (x)

Entonces f' (x) =
1

cos2 (x)

Dom f' = -
π

2
,
π

2
 está por la misma razón que para f (x)

cos (x) nunca es 0 en el intervalo abierto -
π

2
,
π

2

-----------------------

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹
1

cos2 (x)
= 0 ⟹ no existe x tal que f' (x) = 0

Por lo tanto

C0 f' = ϕ ⟹

f (x) no tiene puntos críticos

-------------------------------------

3 dado que f' (x) =
1

cos2 (x)
es continua en su dominio

restringido -
π

2
,
π

2
y (cos (x))2 es mayor que 0

f' (x) > 0 ∀ x ∈ -
π

2
,
π

2
⟹ f (x) es creciente en todo el intervalo -

π

2
,
π

2

----------------------------------------------

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = -
π

2
,
π

2


I↓ (f) = ϕ

---------------------

f (x) =
sen (x)

cos (x)
; f' (x) =

1

cos2 (x)

no tiene extremos locales o relativos como tampoco tiene extremos absolutos

porque el intervalo de definición de su dominio es intervalo abierto -
π

2
,
π

2

-----------------------

Análisis en los extremos del intervalo -
π

2
,
π

2
 :
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No se realiza porque el intervalo es abierto

-----------------------

Gráfico1: color azul : f (x) =
sen (x)

cos (x)
; Dom (f) = -

π

2
,
π

2

Gráfico2: color azul : f' (x) =
1

cos2 (x)
; Dom f' = -

π

2
,
π

2

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-10

-5

5

10

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-10

-5

5

10

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-

Ej 17 d)

f (x) =
1

sen (x)
= cosec (x) en 0, π ⋃ π, 2 π

cosec (x) se llama cosecante

para que f (x) esté definida deberá ser sen (x) ≠ 0

veamos cuando es 0

sen (x) = 0 si x = k · π , k ∈ 

si k = 0 ⟹ x = 0 · π = 0 no pertenece a 0, π ⋃ π, 2 π

si k = 1 ⟹ x = 1 · π = π no pertenece a 0, π ⋃ π, 2 π

si k = 2 ⟹ x = 2 · π = 1 π no pertenece a 0, π ⋃ π, 2 π

si k = -1 ⟹ x = -1 · π = -π no pertenece a 0, π ⋃ π, 2 π

No tenemos problemas en el dominio restringido que nos dieron

Dom (f) = (0, π) ⋃ (π, 2 π)
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-----------------------------------

Análisis de f (x) a partir de su f' (x) :

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 
1

sen (x)

'
= (sen (x))-1

'
= -1 (sen (x))-2 · cos (x) =

= -
cos (x)

(sen (x))2

Entonces f' (x) = -
cos (x)

sen2 (x)

Dom f' = Dom (f) = (0, π) ⋃ (π, 2 π)

---------------------------------

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ -
cos (x)

(sen (x))2
= 0 ⟹ cos (x) = 0

Veamos cuándo el cos (x) = 0 en 0, π ⋃ π, 2 π :

cos (x) = 0 ⟹ x =
π

2
+ p · π , p ∈ 

si p = 0 ⟹ x =
π

2
+ 0 · π =

π

2
sí pertenece a 0, π ⋃ π, 2 π

si p = 1 ⟹ x =
π

2
+ 1 · π =

3

2
π sí pertenece a 0, π ⋃ π, 2 π

si p = 2 ⟹ x =
π

2
+ 2 · π =

5

2
π no pertenece a 0, π ⋃ π, 2 π

si p = -1 ⟹ x =
π

2
+ -1 · π = -

π

2
no pertenece a 0, π ⋃ π, 2 π

puntos críticos de f (x) : x =
π

2
ó x =

3

2
π

C0 f' = 
π

2
,
3

2
π son los puntos críticos de f (x)

-------------------------------------

3 dado que f' (x) = -
cos (x)

(sen (x))2
es continua en su dominio

restringido (-π, π)

aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los

intervalos determinados entre los ceros de f' y

las discontinuidades de f si las hubiera

0, π ⋃ π, 2 π
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-----------------------

candidatos a extremos locales o relativos : 
π

2
,
3

2
π

intervalos de análisis : 0,
π

2
;

π

2
, π ; π,

3

2
π ;

3

2
π, 2 π

---------------------------------------

En 0,
π

2
:

tomamos x =
π

4
∈ 0,

π

2
⟹ f'

π

4
= -

cos  π
4


sen  π
4
2

⟹ (*)

------------------------

recordemos que :

en el 1 er cuadrante : sen (x) > 0 y cos (x) > 0

en el 2 do cuadrante : sen (x) > 0 y cos (x) < 0

en el 3 er cuadrante : sen (x) < 0 y cos (x) < 0

en el 4 to cuadrante : sen (x) < 0 y cos (x) > 0

mirando la tabla de valores de seno y coseno en el 1 er cuadrante :

cos
π

4
=

2

2
; sen

π

4
=

2

2
⟹

------------------------

⟹ reemplazando en (*)

⟹ f'
π

4
= -

2
2

2
2

2
= -

2
2

1
2

= - 2 < 0 en 0,
π

2

---------------------

En
π

2
, π :

tomamos x =
3

4
π ∈

π

2
, π ⟹ f'

3

4
π = -

cos  3
4
π

sen  3
4
π

2
(**)

como
3

4
π ∈ 2 do cuadrante ⟹

cos
3

4
π = -cos

π

4
= -

2

2
y sen

3

4
π = sen

π

4
=

2

2

reemplazando en (**)
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f'
3

4
π = -

cos  3
4
π

sen  3
4
π

2
= -

- 2
2

2
2

2
= 2 > 0 en

π

2
, π

---------------------

En π,
3

2
π :

tomamos x =
5

4
π ∈

π

2
, π ⟹ f'

5

4
π = -

cos  5
4
π

sen  5
4
π

2
(***)

como
5

4
π ∈ 3 er cuadrante ⟹

cos
5

4
π = -cos

π

4
= -

2

2
y sen

5

4
π = -sen

π

4
= -

2

2

reemplazando en (***)

f'
5

4
π = -

cos  5
4
π

sen  5
4
π

2
= -

- 2
2

- 2
2

2
=

2
2

1
2

= 2 > 0 en π,
3

2
π

---------------------

En
3

2
π, 2 π :

tomamos x =
7

4
π ∈

3

2
π, 2 π ⟹ f'

7

4
π = -

cos  7
4
π

sen  7
4
π

2
(****)

como
7

4
π ∈ 4 to cuadrante ⟹

cos
7

4
π = cos

π

4
=

2

2
y sen

7

4
π = -sen

π

4
= -

2

2

reemplazando en (****)

f'
7

4
π = -

cos  7
4
π

sen  7
4
π

2
= -

2
2

- 2
2

2
= -

2
2

1
2

= - 2 < 0 en
3

2
π, 2 π

-------------------------------

.- Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 =
π

2
y f' (x) > 0 a la derecha de x0 =

π

2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 =
π

2
hay un Mínimo relativo de f (x)

.- Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 =
3

2
π y f' (x) < 0 a la derecha de x0 =

3

2
π
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por el criterio de la 1 er derivada en x0 =
3

2
π hay un Máximo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

----------------------------------------------

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = 
π

2
, π ⋃ π,

3

2
π

I↓ (f) = 0,
π

2
 ⋃

3

2
π, 2 π

---------------------

f (x) =
1

sen (x)
; f' (x) = -

cos (x)

(sen (x))2

x0 =
π

2
es Mínimo local o relativo y el valor mínimo es 1

x0 =
3

2
π es Máximo local o relativo y el valor máximo es - 1

-----------------------

Análisis en los extremos del intervalo (0, π) ⋃ (π, 2 π) :

No se realiza porque el intervalo es abierto

f (x) no tiene extremos absolutos

-----------------------

Gráfico1: color azul : f (x) =
1

sen (x)
; Dom (f) = 0, π ⋃ π, 2 π

Gráfico2: color azul : f' (x) = -
cos (x)

(sen (x))2
; Dom f' = 0, π ⋃ π, 2 π

x0 =
π

2
es Mínimo local o relativo y el valor mínimo es 1

x0 =
3

2
π es Máximo local o relativo y el valor máximo es - 1
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1 2 3 4 5 6

-5

0

5

1 2 3 4 5 6

-5

0

5

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-

--------------------------------------------

Ej 18 a)

f (x) =
(5 x - k)2

x
, k ∈ 

Si f tiene un punto crítico en x = 1 ⟹ f' 1 = 0

Calculemos f' (x)

f' (x) = 
(5 x - k)2

x

'
=
(5 x - k)2

'
· x - (5 x - k)2 · [x]'

x2
=

=
2 (5 x - k) · 5 · x - (5 x - k)2 · 1

x2
=
(5 x - k) 10 x - (5 x - k)

x2
=

=
(5 x - k) 10 x - 5 x + k

x2
=
(5 x - k) (5 x + k)

x2
⟹

f' (x) =
(5 x - k) (5 x + k)

x2

Evaluamos en x = 1 e igualamos a 0 :

f' 1 =
5 · 1 - k 5 · 1 + k

12
= (5 - k) (5 + k) = 0 ⟹
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⟹ 5 - k = 0 ó 5 + k = 0 ⟹ k = 5 ó k = -5

Por lo tanto :

tanto con k = 5 ó k = -5

f (x) tiene un punto crítico en x = 1

Sk = {-5, 5}

----------------------------

Ej 18 b)

hallar los extremos locales de f con cada k hallado

Con k1 = 5

f1 (x) =
(5 x - k1)2

x
=
(5 x - 5)2

x
=
5 · x - 12

x
=
52 · x - 12

x
⟹

f1 (x) =
25 · (x - 1)2

x

Como f' (x) =
(5 x - k) (5 x + k)

x2
⟹ con k = 5

f1' (x) =
(5 x - 5) (5 x + 5)

x2
=
5 x - 1 5 x + 1

x2
⟹

f1' (x) =
25 (x - 1) (x + 1)

x2

Los puntos críticos de f (x) son aquellos para los que f1' (x) = 0

25 x - 1 x + 1

x2
= 0 ⟹ 25 x - 1 x + 1 = 0 ⟹ x - 1 x + 1 = 0

⟹ x - 1 = 0 ó x + 1 = 0 ⟹ x = 1 ó x = -1

C0 f1' = {-1, 1} son los puntos críticos de f1 (x)

-------------------------------------

Dado que f1' (x) =
25 x - 1 x + 1

x2
es continua en su dominio  - {0}

aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los

intervalos determinados entre los ceros de f1' y

las discontinuidades de f1 si las hubiera en x = 0 hay una discontinuidad
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-----------------------

candidatos a extremos locales o relativos : {-1, 1}

intervalos de análisis : -∞, -1; -1, 0; 0, 1; 1, +∞

---------------------------------------

En -∞, -1 :

tomamos x = -2 ∈ -∞, -1 ⟹ f1' -2 =
25 -2 - 1 -2 + 1

-22
⟹

⟹ f1' -2 =
25 -3 -1

4
=
125

4
> 0 en -∞, -1

---------------------

En -1, 0 :

tomamos x = -
1

2
∈ -1, 0 ⟹ f1' -

1

2
=
25 - 1

2
- 1 - 1

2
+ 1

- 1
2

2

⟹

⟹ f1' -
1

2
=
25 - 3

2
  1

2


1
4

= -125 < 0 en -1, 0

---------------------

En 0, 1 :

tomamos x =
1

2
∈ 0, 1 ⟹ f1'

1

2
=
25  1

2
- 1  1

2
+ 1

 1
2

2

⟹

⟹ f1'
1

2
=
25 - 1

2
  3

2


1
4

= -125 < 0 en 0, 1

---------------------------------------

En 1, +∞ :

tomamos x = 2 ∈ 1, +∞ ⟹ f1' 2 =
25 2 - 1 2 + 1

22
⟹

⟹ f1' 2 =
25 1 3

4
=
125

4
> 0 en 1, +∞

---------------------

.- Vemos que f1' (x) > 0 a la izquierda de x0 = -1 y f1' (x) < 0 a la derecha de x0 = -1

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = -1 hay un Máximo relativo de f1 (x)

.- Vemos que f1' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 0 y f1' (x) < 0 a la derecha de x0 = 0

pero en x = 0 hay una discontinuidad de f1 (x) y f1' (x)

.- Vemos que f1' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 1 y f1' (x) > 0 a la derecha de x0 = 1
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por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 1 hay un Mínimo relativo de f1 (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f1' (x) nos permite construir la tabla :

----------------------------------------------

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f1

I↑ (f1) e I↓ (f1) :

---------------------

I↑ (f1) = (-∞, -1) ⋃ (1, +∞)

I↓ (f1) = (-1, 0) ⋃ (0, 1)

---------------------

f1 (x) =
25 x - 12

x
; f1' (x) =

25 x - 1 x + 1

x2

x0 = -1 es Máximo local o relativo y el valor máximo es f1 -1 = -100

x0 = 0 es un punto de discontinuidad de f1 (x)

x0 = 1 es Mínimo local o relativo y el valor mínimo es f1 1 = 0

-----------------------

Análisis de extremos globales o absolutos de f1 (x) :

Tenemos los siguientes extremos locales de f1 (x) :

{{ -1, -100}, {1, 0}}

Veamos como se comporta f1 (x) alrededor de la discontinuidad x = 0

y en los infinitos ± ∞

para x  0+

lim
x0+

f1 (x) = lim
x0+

25 x - 12

x
= (*)

cálculo auxiliar :

el numerador, cuando x  0+ tiende a 25 0+ - 12 = 25 · -12 = 25

el denominador, cuando x  0+ tiende a 0+

el cociente tiende a
25

0+
es decir a + ∞

ponemos este resultado en (*):
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lim
x0+

25 x - 12

x
= +∞

------------------------------

Veamos ahora para x  0-

lim
x0-

f1 (x) = lim
x0-

25 x - 12

x
= (**)

cálculo auxiliar :

el numerador, cuando x  0- tiende a 25 0- - 12 = 25 · -12 = 25

el denominador, cuando x  0- tiende a 0-

el cociente tiende a
25

0-
es decir a - ∞

ponemos este resultado en (**) :

lim
x0-

25 x - 12

x
= -∞

Por lo tanto en x = 0 hay una AV de f1 (x)

cuando x  0+ f1 (x)  +∞

cuando x  0- f1 (x)  -∞

-----------------------

Ahora analicemos en los infinitos :

para x  +∞

lim
x+∞

f1 (x) = lim
x+∞

25 x - 12

x
= lim
x+∞

25 x 1 - 1
x


2

x
= lim
x+∞

25 x2 1 - 1
x

2

x
=

= lim
x+∞

25 x 1 -
1

x

2

= +∞

y para x  -∞

lim
x-∞

f1 (x) = lim
x-∞

25 x - 12

x
=. ... = lim

x-∞
25 x 1 -

1

x

2

= -∞

Por lo tanto, f1 (x) no tiene AH en ±∞

Pero estos resultados nos permiten concluir que

f1 (x) no tiene extremos globales o absolutos

no hay un único x que sea el más grande de los máximos ni existe un x

que sea el más chico de los mínimos en el Dominio 

Ya que estamos, veamos si f1 (x) tiene asíntota oblicua AO
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AO : y = mx + b

m = lim
x ∞

f1 (x)

x
= lim
x ∞

25 (x-1)2

x

x
= lim
x ∞

25 x - 12

x2
= lim
x ∞

25 x2 1 - 1
x

2

x2
= 25

b = lim
x ∞

[f1 (x) - m · x] = lim
x ∞

[f1 (x) - 25 x] = lim
x ∞


25 x - 12

x
- 25 x =

= lim
x ∞


25 x - 12 - 25 x2

x
 = lim

x ∞

25 x2 - 2 x + 1 - 25 x2

x
 =

= lim
x ∞


25 x2 - 50 x + 25 - 25 x2

x
 = lim

x ∞

-50 x + 25

x
= lim
x ∞

x -50 + 25
x


x
=

= lim
x ∞

-50 +
25

x
= -50

f1 (x) tiene una AO de ecuación y = 25 x - 50

-----------------------

Gráfico1: color azul : f1 (x) =
25 x - 12

x
; color naranja : y = 25 x - 50

Gráfico2: color azul : f1' (x) =
25 x - 1 x + 1

x2
;

Dom (f1) =  - {0}; Dom f1' =  - {0}

x0 = -1 es Máximo local o relativo y el valor máximo es f1 -1 = -100

x0 = 0 es un punto de discontinuidad de f1 (x)

x0 = 1 es Mínimo local o relativo y el valor mínimo es f1 1 = 0

f1 (x) tiene AV en x = 0 y por la derecha 0+ el límite da + ∞

f1 (x) tiene AV en x = 0 y por la izquierda 0- el límite da - ∞

f1 (x) no tiene AH

f1 (x) tiene AO de ecuación y = 25 x - 50

el lim
x+∞

f1 (x) = +∞

el lim
x-∞

f1 (x) = -∞
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-----------------------------------------------------------

Analicemos ahora con k = -5

k2 = -5

f2 (x) =
(5 x - k2)2

x
=
(5 x - (-5))2

x
=
(5 x + 5)2

x
=
5 · x + 12

x
=
52 · x + 12

x
⟹

f2 (x) =
25 · (x + 1)2

x

Como f' (x) =
(5 x - k) (5 x + k)

x2
⟹ con k2 = -5

f2' (x) =
(5 x - (-5)) (5 x + (-5))

x2
=
(5 x + 5) (5 x - 5)

x2
=
5 x + 1 5 x - 1

x2
⟹

f2' (x) =
25 (x + 1) (x - 1)

x2

Pero f2' (x) = f1' (x)

Los puntos críticos de f2 (x) son aquellos para los que f2' (x) = 0

y serán los mismos que lo analizado para f1 (x)

C0 f2' = {-1, 1} son los puntos críticos de f2 (x)

y en
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x0 = -1 es Máximo local o relativo y el valor máximo es f2 -1 = 0

x0 = 0 es un punto de discontinuidad de f2 (x)

x0 = 1 es Mínimo local o relativo y el valor mínimo es f2 1 = 100

----------------------------------------------

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f2

I↑ (f2) e I↓ (f2) :

---------------------

I↑ (f2) = (-∞, -1) ⋃ (1, +∞)

I↓ (f2) = (-1, 0) ⋃ (0, 1)

---------------------

f2 (x) =
25 x + 12

x
; f2' (x) =

25 x + 1 x - 1

x2

x0 = -1 es Máximo local o relativo y el valor máximo es f2 -1 = 0

x0 = 0 es un punto de discontinuidad de f2 (x)

x0 = 1 es Mínimo local o relativo y el valor mínimo es f2 1 = 100

-----------------------

Análisis de extremos globales o absolutos de f1 (x) :

Tenemos los siguientes extremos locales de f2 (x) :

{{ -1, 0}, {1, 100}}

Veamos como se comporta f2 (x) alrededor de la discontinuidad x = 0

y en los infinitos ± ∞

para x  0+

lim
x0+

f2 (x) = lim
x0+

25 x + 12

x
= (*)

cálculo auxiliar :

el numerador, cuando x  0+ tiende a 25 0+ + 12 = 25 · 12 = 25

el denominador, cuando x  0+ tiende a 0+

el cociente tiende a
25

0+
es decir a + ∞

ponemos este resultado en (*):

lim
x0+

25 x + 12

x
= +∞

------------------------------

Veamos ahora para x  0-
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lim
x0-

f2 (x) = lim
x0-

25 x + 12

x
= (**)

cálculo auxiliar :

el numerador, cuando x  0- tiende a 25 0- + 12 = 25 · 12 = 25

el denominador, cuando x  0- tiende a 0-

el cociente tiende a
25

0-
es decir a - ∞

ponemos este resultado en (**) :

lim
x0-

25 x + 12

x
= -∞

Por lo tanto en x = 0 hay una AV de f1 (x)

cuando x  0+ f2 (x)  +∞

cuando x  0- f2 (x)  -∞

-----------------------

Ahora analicemos en los infinitos :

para x  +∞

lim
x+∞

f2 (x) = lim
x+∞

25 x + 12

x
= lim
x+∞

25 x 1 + 1
x


2

x
= lim
x+∞

25 x2 1 + 1
x

2

x
=

= lim
x+∞

25 x 1 +
1

x

2

= +∞

y para x  -∞

lim
x-∞

f2 (x) = lim
x-∞

25 x + 12

x
=. ... = lim

x-∞
25 x 1 +

1

x

2

= -∞

Por lo tanto, f2 (x) no tiene AH en ±∞

Pero estos resultados nos permiten concluir que

f2 (x) no tiene extremos globales o absolutos

no hay un único x que sea el más grande de los máximos ni existe un x

que sea el más chico de los mínimos en el Dominio 

Ya que estamos, veamos si f2 (x) tiene asíntota oblicua AO

AO : y = mx + b

m = lim
x ∞

f2 (x)

x
= lim
x ∞

25 (x+1)2

x

x
= lim
x ∞

25 x + 12

x2
= lim
x ∞

25 x2 1 + 1
x

2

x2
= 25
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b = lim
x ∞

[f2 (x) - m · x] = lim
x ∞

[f2 (x) - 25 x] = lim
x ∞


25 x + 12

x
- 25 x =

= lim
x ∞


25 x + 12 - 25 x2

x
 = lim

x ∞

25 x2 + 2 x + 1 - 25 x2

x
 =

= lim
x ∞


25 x2 + 50 x + 25 - 25 x2

x
 = lim

x ∞

50 x + 25

x
= lim
x ∞

x 50 + 25
x


x
=

= lim
x ∞

50 +
25

x
= 50

f2 (x) tiene una AO de ecuación y = 25 x + 50

-----------------------

Gráfico1: color azul : f2 (x) =
25 x + 12

x
; color naranja : y = 25 x + 50

Gráfico2: color azul : f2' (x) =
25 x + 1 x - 1

x2
;

Dom (f2) =  - {0}; Dom f2' =  - {0}

x0 = -1 es Máximo local o relativo y el valor máximo es f2 -1 = 0

x0 = 0 es un punto de discontinuidad de f2 (x)

x0 = 1 es Mínimo local o relativo y el valor mínimo es f2 1 = 100

f2 (x) tiene AV en x = 0 y por la derecha 0+ el límite da + ∞

f2 (x) tiene AV en x = 0 y por la izquierda 0- el límite da - ∞

f2 (x) no tiene AH

f2 (x) tiene AO de ecuación y = 25 x + 50

el lim
x+∞

f2 (x) = +∞

el lim
x-∞

f2 (x) = -∞
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--------------------------------------------

Ej 19

f (x) = ex3-kx

Hallar k ∈  para que f tenga un extremo relativo en x = 2 y luego analizar la función

Dom (f) = 

Para que x = 2 sea extremo relativo deberá ser f' 2 = 0

Calculemos f' (x) :

f' (x) = ex3-kx
'
= ex3-kx · x3 - kx' = ex3-kx · 3 x2 - k

f' (x) = ex
3-kx ·3 x2 - k

Planteamos la condición f' 2 = 0

f' 2 = e23-k·2 · 3 · 22 - k = 0 ⟹

⟹ e8-2 k · 12 - k = 0 como la exponencial es siempre > 0

deberá ser :

12 - k = 0 ⟹ k = 12

Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 16 a 30 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb     63



Luego reemplazando en f (x) :

f (x) = ex
3-12 x para k = 12

Los extremos relativos de f (x) con k = 12 serán :

f' (x) = ex3-12 x · 3 x2 - 12 = 0 ⟹ 3 x2 - 12 = 0 ⟹

⟹ 3 x2 - 4 = 0 ⟹ x2 = 4 ⟹ x2 = 4 ⟹ x = 2 ⟹

⟹ x = 2 ó x = -2 son puntos críticos de f (x)

C0 f' = {-2, 2}

-------------------------------------

Dado que f' (x) = 3 ex3-12 x · x2 - 4 = 3 ex3-12 x · x - 2 x + 2

es continua en su dominio  aplicamos el corolario del

Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f' y las discontinuidades de f si las hubiera

-----------------------

candidatos a extremos locales o relativos : {-2, 2}

intervalos de análisis : -∞, -2; -2, 2; 2, +∞

---------------------------------------

En -∞, -2 :

tomamos x = -3 ∈ -∞, -2 ⟹ f' -3 = 3 e(-3)
3-12 (-3) · -3 - 2 -3 + 2 ⟹

⟹ f' -3 = 3 e9 · (-5) -1 = 15 e9 > 0 en -∞, -2

---------------------

En -2, 2 :

tomamos x = 0 ∈ -2, 2 ⟹ f' 0 = 3 e(0)
3-12 (0) · 0 - 2 0 + 2 ⟹

⟹ f' 0 = 3 e0 · -2 2 = -12.1 = -12 < 0 en -2, 2

---------------------

En 2, +∞ :

tomamos x = 3 ∈ 2, +∞ ⟹ f' 3 = 3 e(3)
3-12 (3) · 3 - 2 3 + 2 ⟹

⟹ f' 3 = 3 e-9 · 1 (5) = 15 e-9 > 0 en 2, +∞

---------------------

.- Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = -2 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = -2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = -2 hay un Máximo relativo de f (x)
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.- Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 2 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 2 hay un Mínimo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f1' (x) nos permite construir la tabla :

----------------------------------------------

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = (-∞, -2) ⋃ (2, +∞)

I↓ (f) = (-2, 2)

---------------------

Calculemos f (x0) :

f -2 = e(-2)
3-12 (-2) = e-8+24 = e16

f 2 = e(2)
3-12 (2) = e8-24 = e-16

-----------------------

Entonces :

f (x) = ex3-12 x; f' (x) = 3 ex3-12 x · x - 2 x + 2

x0 = -2 es Máximo local o relativo y el valor máximo es f -2 = e16

x0 = 2 es Mínimo local o relativo y el valor mínimo es f 2 = e-16 =
1

e16

-----------------------

Análisis de extremos globales o absolutos de f (x) :

Tenemos los siguientes extremos locales de f (x) :

 -2, e16, 2, e-16

f (x) no tiene discontinuidades en su Dom (f) =  por lo tanto no tiene AV

Veamos como se comporta f (x) en los infinitos ± ∞

para x  +∞
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lim
x+∞

f (x) = lim
x+∞

ex3-12 x = elimx+∞ x3-12 x = elimx+∞ x3 1- 12

x2
 = e+∞ = +∞

y para x  -∞

lim
x-∞

f (x) = lim
x-∞

ex3-12 x = elimx-∞ x3-12 x = elimx-∞ x3 1- 12

x2
 = e-∞ = 0

Por lo tanto, la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  -∞

Pero estos resultados nos permiten concluir que

f (x) no tiene extremos globales o absolutos

no hay un único x que sea el más grande de los máximos ni existe un x

que sea el más chico de los mínimos en el Dominio 

Ya que estamos, veamos si f (x) tiene asíntota oblicua AO

AO : y = mx + b

vimos que lim
x+∞

ex3-12 x = elimx+∞ x3-12 x = e+∞ = +∞

y que para x  -∞ tiene AH la recta y = 0 .

Entonces para x  -∞ seguro no tiene AO

Bastará ver si tiene AO para x  +∞

m = lim
x +∞

f (x)

x
= lim
x +∞

ex3-12 x

x

cálculo auxiliar :

como lim
x+∞

ex3-12 x = elimx+∞ x3-12 x = e+∞ = +∞ existe

y lim
x+∞

x = +∞ también existe

tenemos una indeterminación en el lim
x +∞

ex3-12 x

x
del tipo

+∞

+∞

Lo que podemos decir con las herramientas disponibles es que en + ∞

el numerador ex3-12 x será mucho más grande que el denominador x

y por lo tanto lim
x +∞

ex3-12 x

x
= +∞

Es decir que f (x) no tiene AO para x  +∞

------------------------------------
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Gráfico1: color azul : f (x) = ex3-12 x;

Gráfico2: color azul : f' (x) = 3 ex3-12 x · x - 2 x + 2 ;

Dom (f) = ; Dom f' = 

x0 = -2 es Máximo local o relativo y el valor máximo es f -2 = e16

x0 = 2 es Mínimo local o relativo y el valor mínimo es f 2 = e-16 =
1

e16

f (x) no tiene AV

f (x) no tiene AH para x  +∞

f (x) tiene AH para x  -∞ es la recta horizontal y = 0

f (x) no tiene AO

el lim
x+∞

f (x) = +∞

el lim
x-∞

f (x) = 0
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--------------------------------------------

Ej 20

C1 (t) = t e-t es la concentración en sangre de droga1 luego de t horas

C2 (t) = t2 e-t es la concentración en sangre de droga2 luego de t horas
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Ej 20 a)

Cuál de las 2 dos drogas alcanza mayor concentración ?

Calculemos los extremos locales de C1 (t) y C2 (t) y veamos cuáles valores alcanzan

en esos extremos es de esperar que tengan máximos

-----------------------------

Para C1 (t) = t e-t

C'1 (t) = t e-t
'
= [t]' · e-t + t · e-t

'
= 1 · e-t + t · e-t -1 = e-t 1 - t

C'1 (t) = e-t (1 - t)

puntos críticos de C1 (t) cuando C'1 (t) = 0 :

⟹ e-t 1 - t = 0 como la exponencial es siempre > 0

1 - t = 0 ⟹ t = 1 es punto crítico de C1 (t)

C0 C'1 = {1}

-------------------------------------

Dado que C'1 (t) = e-t 1 - t

es continua en su dominio >0 aplicamos el corolario del

Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de C'1 y las discontinuidades de C1 si las hubiera

-----------------------

candidatos a extremos locales o relativos : {1}

intervalos de análisis : 0, 1; 1, +∞

---------------------------------------

En 0, 1 :

tomamos t =
1

2
∈ 0, 1 ⟹ C'1

1

2
= e-

1

2 1 -
1

2
=
1

2
e-

1

2 > 0 en 0, 1

---------------------

En 1, +∞ :

tomamos x = 2 ∈ 1, +∞ ⟹ C'1 2 = e-2 1 - 2 = - e-
1

2 < 0 en 1, +∞

---------------------

.- Vemos que C'1 (t) > 0 a la izquierda de t0 = 1 y C'1 (t) < 0 a la derecha de t0 = 1

por el criterio de la 1 er derivada en t0 = 1 hay un Máximo relativo de C1 (t)

---------------------

Calculemos C1 (t0) con C1 (t) = t e-t
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C1 1 = 1 · e-1 =
1

e
éste es el valor máximo que alcanza C1 (t)

C1 (1) =
1

e
es el valor máximo que alcanza C1 (t)

----------------------------------------------

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de C1 (t)

I↑ (C1) e I↓ (C1) :

---------------------------

I↑ (C1) = (0, 1)

I↓ (C1) = (1, +∞)

-----------------------------

Ahora para C2 (t) = t2 e-t

C'2 (t) = t2 e-t
'
= t2

'
· e-t + t2 · e-t

'
= 2 t · e-t + t2 · e-t -1 = t e-t 2 - t

C'2 (t) = t e-t (2 - t)

puntos críticos de C2 (t) cuando C'2 (t) = 0 :

⟹ t e-t 2 - t = 0 como la exponencial es siempre > 0

t = 0 ó 2 - t = 0 ⟹ t = 0 ó t = 2 son puntos críticos de C2 (t)

C0 C'2 = {0, 2}

El punto crítico t = 0 no nos va a interesar

-------------------------------------

Dado que C'2 (t) = t e-t 2 - t

es continua en su dominio >0 aplicamos el corolario del

Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de C'2 y las discontinuidades de C2 si las hubiera

-----------------------

candidatos a extremos locales o relativos : {0, 2}

intervalos de análisis : 0, 2; 2, +∞ no nos interesa que pasa en t = 0

---------------------------------------

En 0, 2 : con C'2 (t) = t e-t 2 - t

tomamos t = 1 ∈ 0, 2 ⟹ C'2 1 = 1 e-1 2 - 1 = 1 e-1 1 =
1

e
> 0 en 0, 2

---------------------

En 2, +∞ :

tomamos t = 3 ∈ 2, +∞
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⟹ C'2 3 = 3 e-3 2 - 3 = 3 e-3 -1 = -3 ·
1

e3
< 0 en 1, +∞

---------------------

.- Vemos que C'2 (t) > 0 a la izquierda de t0 = 2 y C'2 (t) < 0 a la derecha de t0 = 2

por el criterio de la 1 er derivada en t0 = 2 hay un Máximo relativo de C2 (t)

---------------------

Calculemos C2 (t0) con C2 (t) = t2 e-t :

C2 2 = 22 e-2 = 4 ·
1

e2
éste es el valor máximo que alcanza C2 (t)

C2 (2) =
4

e2
es el valor máximo que alcanza C2 (t)

----------------------------------------------

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de C2 (t)

I↑ (C2) e I↓ (C2) :

---------------------------

I↑ (C2) = (0, 2)

I↓ (C2) = (2, +∞)

------------------------------

Nos pedían encontrar cuál de las 2 dos drogas alcanza mayor concentración ?

Comparando los valores máximos que alcanzan C1 (t) = t e-t y C2 (t) = t2 e-t

C1 1 =
1

e
y C2 2 =

4

e2
vemos que

4

2
>
1

e

Por lo tanto la droga2 alcanza mayor concentración

1


≃ 0.36787 ;

4

2
≃ 0.54134

------------------------------------

Ej 20 b)

La droga1 alcanza la concentración máxima en t = 1 hora

La droga2 alcanza la concentración máxima en t = 2 horas

Cuál de las 2 dos drogas alcanza la concentración máxima en el menor tiempo?

La droga1

------------------------------------

Gráficos

Gráfico 1 : color azul : C1 (t) = t e-t color naranja : C2 (t) = t2 e-t

Gráfico 2 : color azul : C'1 (t) = e-t 1 - t color naranja : C'2 (t) = t e-t 2 - t
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--------------------------------------------

Ej 21

Rectángulo de lados a , b y de área A = a · b = 64

Ej 20 a)

Hallar a y b para que su perímetro P sea mínimo

P = 2 a + 2 b y como su área A = 64 = ab despejando a =
64

b
(*)

reeemplazando en P :

P = 2 ·
64

b
+ 2 b ⟹ P (b) =

128 + 2 b2

b

buscamos puntos críticos de P (b) :

P' (b) = 
128 + 2 b2

b

'
=
128 + 2 b2

'
· b - 128 + 2 b2 · [b]'

b2
=

=
4 b · b - 128 + 2 b2 · 1

b2
=
4 b2 - 128 - 2 b2

b2
=
2 b2 - 128

b2

Entonces puntos críticos en aquellos b tal que P' (b) = 0
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P' (b) = 0 ⟹
2 b2 - 128

b2
= 0 ⟹ 2 b2 - 128 = 0 ⟹ b2 - 64 = 0

⟹ b2 = 64 ⟹ b = -8 ó b = 8

Sólo nos interesa b = 8 ya que las dimensiones del rectángulo deben ser > 0

Como P' (b) es continua aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano a la

izquierda y a la redercha del punto crítico b = 8

En 0, 8 tomamos b = 7 a la izquierda de 8 y

calculamos P' (7) =
2 · 72 - 128

72
⟹

⟹ P' (7) =
98 - 128

72
< 0

a la derecha de 7 tomamos b = 9

⟹ P' 9 =
2 · 92 - 128

92
=
162 - 128

92
> 0

Como P' (b) < 0 a la izquierda de b = 8 y P' (x) > 0 a la derecha de b = 8

en b = 8 hay un Mínimo local o relativo de P (b)

Para b = 8 el perímetro P será mínimo

Reemplazando en (*)

a =
64

b
obtenemos el valor de a

a =
64

8
= 8 !!!

Por lo tanto las dimensiones del rectángulo de área 64
para que el perímetro sea mínimo son :

a = 8 y b = 8 es decir que el rectángulo
en realidad es un cuadrado de lado 8

-----------------------------------------------

Ej 20 b)

Hallar a y b para que la diagonal sea la menor posible

rectángulo de lados a y b y de área A = 64

la diagonal Diag aplicando Pitágoras es igual a :

Diag = a2 + b2

Como la superfice o área A = 64 = a · b despejamos a =
64

b
(**)

y reemplazamos en Diag :
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Diag =
64

b

2

+ b2 =
642

b2
+ b2 =

642 + b4

b2

Encontrar los puntos críticos de Diag (b) es similar a encontrar

los puntos críticos de Diag2 (b) =
642 + b4

b2
pero la cuenta es más fácil

(resultado que pueden verificar Uds.)

Calculamos la derivada de Diag2 (b) :

Diag2 (b)
'
= 

642 + b4

b2

'
=
642 + b4' · b2 - 642 + b4 · b2'

b22
=

=
4 b3 · b2 - 642 + b4 · 2 b

b4
=
4 b5 - 642 2 b - 2 b5

b4
=
2 b5 - 642 2 b

b4
=

=
2 b b4 - 642

b4
=
2 b4 - 642

b3
=
2 b2 - 64 b2 + 64

b3

Entonces :

Diag2 (b)
'
=
2 b2 - 64 b2 + 64

b3

planteamos Diag2 (b)
'
= 0 para obtener los puntos críticos

Diag2 (b)
'
= 0 ⟹

2 b2 - 64 b2 + 64

b3
= 0 ⟹

⟹ 2 b2 - 64 b2 + 64 = 0 ⟹ b2 - 64 b2 + 64 = 0

como b2 + 64 > 0 siempre deberá ser b2 - 64 = 0 ⟹

⟹ b2 - 64 = 0 ⟹ b2 = 64 ⟹ b2 = 64 ⟹ b = 8

Como nos interesan dimensiones del rectángulo la solución b = -8

no nos interesa ⟹ b = 8 es el punto crítico

Veamos si es un máximo o mínimo :

Como Diag2 (b)' es continua usamos el corolario del teorema de Bolzano

para ver el comportamiento de Diag2 (b)
'
alrededor de b = 8

tomo b = 7 a la izquierda de b = 8 ⟹

Diag2 (7)
'
=
2 72 - 64 72 + 64

73
=
2 49 - 64 72 + 64

73
< 0

tomo b = 9 a la derecha de b = 8 ⟹

Diag2 9
'
=
2 92 - 64 92 + 64

73
=
2 81 - 64 92 + 64

73
> 0
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vemos que Diag2 (b)' < 0 a la izquierda de b = 8 y que Diag2 (b)' > 0

a la derecha de b = 8 ⟹ en b = 8 hay un Mínimo de Diag2 (b)

Reemplazando este valor de b = 8 en (**)

a =
64

b
⟹ a =

64

8
= 8

Los valores de a y b dimensiones del rectángulo de área 64 para que

la Diag = a2 + b2 sea la menor posible son :

a = 8 y b = 8

es decir el rectángulo resultó un cuadrado de lado 8

Conclusión :

De todos los rectángulos de área A los que tienen menor perímetro y

menor diagonal son los cuadrados de lados A

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-

--------------------------------------------

Ej 22

Hallar a , b > 0 dos números positivos tales que

a + b = 16 (*) y su producto p=a·b sea máximo

Como a = 16 - b reemplazamos en p :

p = 16 - b · b ⟹ p (b) = 16 - b b = 16 b - b2

p (b) es un parábola "triste" que tiene un máximo en el xv =
-16

2 -1
= 8

Pero resolvamos el ejercicio usando la derivada

puntos críticos de p (b) cuando p' (b) = 0

Calculemos p' (b) :

p' (b) = 16 b - b2
'
= 16 - 2 b

planteamos p' (b) = 0 ⟹ 16 - 2 b = 0 ⟹ b = 8

Veamos si es un máximo o un mínimoaplicando el criterio de la 2 da derivada :
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criterio de la 2 da derivada para determinar

si x0 punto crítico de f (x) es un

máximo local o un mínimo local de f (x) :

si x0 es un punto crítico de f (x) es decir f' (x0) = 0 tenemos que :

1 si f'' (x0) > 0 entonces x0 es un m mínimo local de f (x)

2 si f'' (x0) < 0 entonces x0 es un M máximo local de f (x)

3 si f'' (x0) = 0 el criterio falla y no se puede decidir si es M o m

Apliquemos este criterio a b = 8 punto crítico de p (b) = 16 b - b2

calculemos p'' (b) = p' (b)
'
= [16 - 2 b]' :

p'' (b) = -2 < 0 para todo b ∈ 

entonces como b = 8 es punto crítico y p'' 8 = -2 < 0

por 2 del criterio de la 2 da derivada b = 8 es un máximo local de p (b)

Por lo tanto como b = 8 es un máximo de p (b) el producto p = a · b también

será máximo

reemplacemos b = 8 en (*) para obtener a:

a + b = 16 ⟹ a + 8 = 16 ⟹ a = 16 - 8 = 8

Los dos sumandos positivos que hacen que el producto
de ellos sea máximo son :

a = 8 y b = 8

a + b = 16 y a·b = 8.8 = 64

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-

--------------------------------------------

Ej 23

En el enunciado vamos a agregar que el número a encontrar debe ser positivo

llamemos S a la suma y x ∈ >0 al número a encontrar

El inverso del número x se refiere al inverso multiplicativo
1

x
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S = x +
25

x

Queremos que S sea mínimo y x > 0

--------------------------------------

Vemos que Dom (S) =  - {0}

---------------

Buscamos puntos críticos de S (x) = x +
25

x

S' (x) = x +
25

x

'
= x + 25 x-1' = [x]' + 25 x-1' = 1 + 25x-1' =

= 1 + 25 -1 x-2 = 1 -
25

x2
⟹

S' (x) = 1 -
25

x2

puntos críticos de S (x) cuando S' (x) = 0 :

S' (x) = 0 ⟹ 1 -
25

x2
= 0 ⟹ 1 =

25

x2
⟹ x2 = 25

⟹ x2 = 25 ⟹ x = 5 ⟹ x = 5 ó x = -5

C0 S' = {-5, 5} son los puntos críticos de S (x)

Usemos el criterio de la 1 er derivada para saber si son máx o mín

Como S' (x) es continua en  - {0} apliquemos el corolario del

Teorema de Bolzano en los intervalos entre puntos críticos y

discontinuidades de S' (x)  x = 0

Intervalos de análisis : (-∞, -5); -5, 0; 0, 5; (5, +∞)

En (-∞, -5) con S' (x) = 1 -
25

x2
:

tomamos x = -6 ⟹ S' -6 = 1 -
25

-62
= 1 -

25

36
> 0

----------------

En -5, 0

tomamos x = -1 ⟹ S' -1 = 1 -
25

-12
= 1 -

25

1
= -24 < 0

----------------
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En 0, 5

tomamos x = 1 ⟹ S' 1 = 1 -
25

12
= 1 -

25

1
= -24 < 0

----------------

En (5, +∞)

tomamos x = 6 ⟹ S' 1 = 1 -
25

62
= 1 -

25

36
= -24 > 0

----------------

Vemos que S' (x) > 0 a la izquierda de x0 = -5 y S' (x) < 0 a la derecha de x0 = -5

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = -5 hay un Máximo local o relativo de S (x)

Vemos que S' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 0 y S' (x) < 0 a la derecha de x0 = 0

pero en x = 0 S (x) no está definida. Hay una discontinuidad de S (x)

Vemos que S' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 5 y S' (x) > 0 a la derecha de x0 = 5

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 5 hay un Mínimo local o relativo de S (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a S' (x) nos permite construir la tabla :

Como nos pedían que la suma S (x) sea mínima y x > 0, nos quedamos con x = 5

La suma S (x) es mínima con x = 5 y da S (5) = 5 +
25

5
= 5 + 5 = 10

Gráfico 1 : color azul : S (x) = x +
25

x

Gráfico 2 : color azul : S' (x) = 1 -
25

x2
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--------------------------------------------

Ej 24

Un punto Q pertenece al gráfico de f (x) si Q = x, 3 x + 5

Como la distancia "d" entre 2 puntos cualesquiera T = (x1, y1) y R = (x2, y2)

del plano es :

d = (x1 - x2)2 + (y1 - y2)2

calcularemos la distancia entre un punto Q = x, 3 x + 5 del gráfico de f y P = (4, 7)

y buscaremos los x para los que la distancia es mínima

Gráficamente podemos ver que el punto Q sobre y = 3 x + 5 que está a menor distancia de P

es el que pertenece a la recta perpendicular y = -
1

3
x +

25

3
que pasa por P :

Nota : si m ≠ 0, dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes es igual a - 1

m · mperpendicular = -1 como m = 3 ⟹ mperpendicular = -
1

3
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P

d-1

d0

d2

d3

d5
d4

dmin

8

1
-6 -4 -2 2 4 6

5

10

15

20

----------------------------------------

Obtengamos el punto Q sobre y = 3 x + 5 que está a menor distancia de P = (4, 7)

con Q = x, 3 x + 5 = (x1, y1) y P = (4, 7) = (x2, y2)

d = (x1 - x2)2 + (y1 - y2)2 reemplazando :

d = (x - 4)2 + 3 x + 5 - 72 = (x - 4)2 + 3 x - 22 =

= x2 - 8 x + 16 + 9 x2 - 12 x + 4 = 10 x2 - 20 x + 20

Entonces d = 10 x2 - 20 x + 20

Buscar los puntos críticos de d es similar a buscar los puntos críticos de d2

d2 = 10 x2 - 20 x + 20 pero la cuenta al derivar es mucho más sencilla

Uds. pueden probar esta afirmación

puntos críticos de d2 cuando d2 (x)
'
= 0

d2 (x)
'
= 10 x2 - 20 x + 20

'
= 20 x - 20 ⟹

⟹ d2 (x)
'
= 20 x - 20
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planteamos d2 (x)
'
= 0

20 x - 20 = 0 ⟹ 20 x - 1 = 0 ⟹ x = 1 es punto crítico de d2 (x)

Aplicando criterio de la derivada 2 da :

d2 (x)
''
= 20

Como x = 1 es punto crítico y d2 1
''
= 20 > 0 ⟹ x = 1 es un Mínimo local de d2 (x)

La ordenada del punto Qmín la obtenemos evaluando en y = 3 x + 5

y = 3 · 1 + 5 = 8

Por lo tanto,

el punto Q ∈ gráf (f) y que está a menor distancia de P = (4, 7) es :

Qmín = 1, 8

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-

--------------------------------------------

Ej 25

Hallar a y b ∈ 

tales que a + b = 12 y que a2 + b2 sea mínima

De a + b = 12 (*) despejamos a = 12-b

reemplazando en a2 + b2 :

Scuadrados (b) = 12 - b
2 + b2

Scuadrados (b) = 144 - 24 b + b2 + b2 = 144 - 24 b + 2 b2

Como es una parábola en b con término cuadrático positivo tiene un mínimo

Pero resolvamos aplicando la derivada :

De Scuadrados (b) = 144 - 24 b + 2 b2

Calculemos S'cuadrados (b), igualemos a 0 y obtengamos los puntos críticos

S'cuadrados (b) = 144 - 24 b + 2 b2
'
= -24 + 4 b
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puntos críticos en S'cuadrados (b) = 0 ⟹

-24 + 4 b = 0 ⟹ 4 b = 24 ⟹ b = 6

b = 6 es punto crítico de Scuadrados (b)

Aplicando criterio de la derivada 2 da :

S''cuadrados (b) = 4

como b = 6 es punto crítico y S''cuadrados 6 = 4 > 0 entonces

b = 6 es un Mínimo local de Scuadrados (b)

Reemplazando en (*) para obtener a:

a + b = 12 ⟹ a + 6 = 12 ⟹ a = 12 - 6 ⟹ a = 6

Por lo tanto para a = b = 6 la suma de los cuadrados

Scuadrados = a2 + b2 es mínima y da Scuadrados = 62 + 62 = 72

----------------------------------------------------

Gráfico 1 : color azul : Scuadrados (b) = 144 - 24 b + 2 b2

Gráfico 2 : color azul : S'cuadrados (b) = -24 + 4 b

b = 6 es Mínimo local de Scuadrados (b) y el valor mínimo es 72
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--------------------------------------------

Ej 26

Conc (t) =
3 t + 2

4 t2 + 1
da la concentración un fármaco en sangre luego de t horas de inyectado

Hallar Intervalos de crecimiento y decrecimiento de Conc (t)

I↑ (Conc) e I↓ (Conc) :

Hallar el máximo de Conc (t)

--------------------------------

Conc (t) esta definida para todo t ∈  pero nos quedaremos con los t positivos

Dom (Conc) = >0

Estudiamos la función Conc (t) a partir de su derivada :

Conc' (t) = 
3 t + 2

4 t2 + 1

'
=
[3 t + 2]' · 4 t2 + 1 - 3 t + 2 · 4 t2 + 1

'

4 t2 + 12
=

=
3 · 4 t2 + 1 - 3 t + 2 · 8 t

4 t2 + 12
=
12 t2 + 3 - 24 t2 - 16 t

4 t2 + 12
=
-12 t2 - 16 t + 3

4 t2 + 12
⟹

Conc' (t) =
-12 t2 - 16 t + 3

4 t2 + 12

Conc' (t) =
-12 t2 - 16 t + 3

4 t2 + 12

Buscamos los puntos críticos planteando Conc' (t) = 0

-12 t2 - 16 t + 3

4 t2 + 12
= 0 ⟹ -12 t2 - 16 t + 3 = 0 ⟹ 12 t2 + 16 t - 3 = 0

resolvemos la ecuación cuadrática en t :

t1,2 =
-b ± b2 - 4 · a · c

2 · a

t1,2 =
-16 ± 162 - 4 · 12 · -3

2 · 12
=
-16 ± 256 + 144

24
=
-16 ± 400

24

t1,2 =
-16 ± 20

24
⟹ t1 =

-16 + 20

24
=

4

24
=
1

6
ó t2 =

-16 - 20

24
= -

36

24
= -

6

4
= -

3

2
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t1 =
1

6
ó t2 = -

3

2

t =
1

6
y t = -

3

2
son los puntos críticos de Conc (t)

C0 (Conc) = -
3

2
,
1

6


Nos interesa sólo t =
1

6
que es postivo

Cuando el cálculo de la derivada segunda resulta complicado nos conviene

usar el criterio de la derivada primera para determinar máximos y mínimos

Analicemos el comportamiento de Conc' (t) =
-12 t2 - 16 t + 3

4 t2 + 12

pero factorizada como :

Conc' (t) =
-12 t2 - 16 t + 3

4 t2 + 12
=
-t + 3

2
 t - 1

6


4 t2 + 12

alrededor de t =
1

6

Como Conc' (t) es continua podemos utilizar el corolario del Teorema de Bolzano

a la izquierda de t =
1

6
:

tomamos t =
1

8
⟹ Conc'

1

8
=
- 1

8
+ 3

2
  1

8
- 1

6


4  1
8

2
+ 1

2
=
- 13

8
 - 1

24


4 · 1
64
+ 1

2
> 0

a la derecha de t =
1

6
:

tomamos t = 1 ⟹ Conc' 1 =
- 5

2
  5

6


4 · 12 + 12
< 0

Vemos que Conc' (t) > 0 a la izquierda de t =
1

6
y que Conc' (t) < 0 a la derecha de t =

1

6

entonces en t =
1

6
hay un Máximo local de Conc (t)

---------------------------------------------------------

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de Conc (t)

I↑ (Conc) e I↓ (Conc) :

I↑ (Conc) = 0,
1

6

I↓ (Conc) =
1

6
, +∞
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---------------------------------------------------------

t =
1

6
es un Máximo local de Conc (t) y su valor máximo es

9

4

Conc
1

6
=

3 · 1
6
+ 2

4  1
6

2
+ 1

=

1
2
+ 2

4 · 1
36
+ 1

=

5
2

1
9
+ 1

=

5
2

10
9

=
5 · 9

2.10
=

9

2.2
=
9

4

----------------------------------------------------

Gráfico 1 : color azul : Conc (t) =
3 t + 2

4 t2 + 1

Gráfico 2 : color azul : Conc' (t) =
-12 t2 - 16 t + 3

4 t2 + 12

t =
1

6
es un Máximo local de Conc (t) y su valor máximo es

9

4

1 2 3 4 5 6

-3

-2

-1

0

1

2

3

1 2 3 4 5 6
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-2

-1

0

1

2
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--------------------------------------------

Ej 27

f (x) = 8 x Dom (f) = ≥0 = [0, +∞

Un punto Q ∈ gráfico de f ⟺ Q = x, 8 x  y estará a la menor distancia de P = 6, 0

para el mínimo x de d (x) distancia entre un punto Q de f a P
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Como la distancia "d" entre 2 puntos cualesquiera T = (x1, y1) y R = (x2, y2)

del plano es :

d = (x1 - x2)2 + (y1 - y2)2

la distancia entre Q = x, 8 x  y P = 6, 0 será :

d (x) = x - 62 +  8 x - 0
2
= x - 62 +  8 x 

2
=

d (x) = x - 62 + 8 x = x2 - 12 x + 36 + 8 x = x2 - 4 x + 36

d (x) = x2 - 4 x + 36

Encontrar los puntos críticos de d (x) da el mismo resultado que

encontrar los puntos críticos de d2 (x) = x2 - 4 x + 36 pero la cuenta es

mucho más sencilla :

d2 (x)
'
= x2 - 4 x + 36

'
= 2 x - 4

Igualando a cero para obtener los puntos críticos de d2 (x) :

d2 (x)' = 0 ⟹ 2 x - 4 = 0

⟹ x = 2 es punto crítico de d2 (x)

C0 d2
'
 = {2}

Para determinar si es máximo o mínimo aplicamos criterio de la

2 da derivada :

d2 (x)
''
= 2 ∀ x ∈ 

como x = 2 es punto crítico de d2 (x) y d2 2
''
= 2 > 0 ⟹

x = 2 es un Mínimo de d2 (x)

El punto Q : Qmin = 2, 8· 2  = (2, 4)
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es el punto de f (x) = 8 x que está a menor distancia
de P = (6, 0)

-----------------------

Calculemos la distancia de Qmin = (2, 4) a P = (6, 0)

d = 2 - 62 + 4 - 02 = (-4)2 + (4)2 = 16 + 16 = 2 · 16

d = 2 · 16 = 2 · 4 = 4 2 ⟹ d = 4 2

Entonces la distacia entre Qmin y P es :

d = 4 2

------------------------------------

Gráficamente podemos ver que el punto Q sobre f (x) = 8 x que está a menor distancia de P

es el que pertenece a la recta perpendicular a f (x) que pasa por P :

d1

d0

dmín

d3

d4

d5

d6

Qmín = (2, 4)

P

8 x

1 2 3 4 5 6 7
0

2

4

6

8
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--------------------------------------------

Ej 28

longitud de alambre total = 8000 m

terreno rectangular de área A = a.b

Longitud de alambre en función de los lados del terreno :

2 a + 2 b + 2 a = 8000 ⟹ 4 a + 2 b = 8000

Despejando b en 4 a + 2 b = 8000 tenemos :

2 a + b = 4000 ⟹

b = 4000 - 2 a (*)

Para que el área A = a.b sea máxima reemplazamos b :

A = a.b = a 4000 - 2 a = 4000 a - 2 a2

A (a) = 4000 a - 2 a2

Calculamos A' (a) e igualamos a 0 para obtener los puntos críticos

A' (a) = 4000 a - 2 a2
'
= 4000 - 4 a

A' (a) = 4000 - 4 a
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Entonces A' (a) = 0 ⟹ 4000 - 4 a = 0 ⟹ 4 1000 - a = 0 ⟹

a = 1000 es punto crítico de A (a)

Usamos criterio de la derivada 2 da para determinar si a es mínimo o máximo

A'' (a) = -4 ∀ a ∈ >0 (nos interesan valores de a > 0)

como a = 1000 es punto crítico de A (a) y A'' 1000 = -4 < 0 entonces

a = 1000 es un Máximo local de A (a)

Reemplazando en (*) obtenemos b:

b = 4000 - 2 a = 4000 - 2 · 1000 = 2000

b = 2000

Por lo tanto el terreno a cercar con las condiciones dadas de 2 cercas

para dividir el terreno en tres parcelas iguales y de disponer de una

longitud total de alambre para cercar de 8000 metros

tendrá área máxima si elegimos a = 1000 m y b = 2000 m

El área máxima es AMáx = 1000 m · 2000 m = 2000000 m2

----------------------------------------------------

Gráfico 1 : color azul : A (a) = 4000 a - 2 a2

Gráfico 2 : color azul : A' (a) = 4000 - 4 a

a = 1000 es un Máximo local de A (a) y su valor máximo es 2000 000
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--------------------------------------------

Ej 29

ventana rectangular de lados a y b

para el perímetro de la ventana dispone de 6.4 m de varilla metálica

P = 2 a + 2 b = 6.4 (*)

Área de la ventana : A = a.b

Hallemos a y b para que A sea máxima

------

De (* dividiendo por 2 en ambos miembros y despejando b obtenemos:

b = 3.2 - a (**)

Reemplazando en A = a.b = a.3.2 - a = 3.2 a - a2

⟹ A (a) = 3.2 a - a2

Buscamos los puntos críticos a tal que A' (a) = 0

A' (a) = 3.2 - 2 a

planteamos A' (a) = 0 ⟹ 3.2 - 2 a = 0

⟹ a = 1.6 es punto crítico

Como A' (a) es continua en >0 (dimensiones de ventana positivas)

aplicando el corolario del Teorema de Bolzano a la izquierda y derecha del punto

crítico analizamos el signo de la 1 er derivada a fin de determinar crecimiento y

decrecimiento de A (a)

A la izquierda de a = 1.6 :

tomamos a = 1 ⟹ A' 1 = 3.2 - 2 · 1 = 3.2 - 2 = 1.2 > 0
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A la derecha de a = 1.6 :

tomamos a = 2 ⟹ A' 2 = 3.2 - 2 · 2 = 3.2 - 4 = -0.8 < 0

Vemos que a la izquierda de a = 1.6 A' (a) > 0 y a la derecha de a = 1.6 A' (a) > 0

entonces en a = 1.6 hay un Máximo local o relativo de A (a)

y cuyo valor máximo es :

A 1.6 = 3.2 · 1.6 - 1.62 = 1.6 3.2 - 1.6 = 1.6 · 1.6 = 1.62 = 2.56

Reemplazando a = 1.6 en (**) obtenemos b :

b = 3.2 - 1.6 = 1.6

Por lo tanto para que el área de la ventana rectangular sea máxima

con un marco metálico de longitud 6.4 m deberá ser a = b = 1.6 m

La ventana de área máxima en realidad es un cuadrado de lado 1.6 m

----------------------------------------------------

Gráfico 1 : color azul : A (a) = 3.2 a - a2

Gráfico 2 : color azul : A' (a) = 3.2 - 2 a

a = 1.6 m es un Máximo local de A (a) y su valor máximo es 1.62 = 2.56 m2
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--------------------------------------------

Ej 30

Luego de t horas de sumunistrarles una droga a pacientes con cierta enfermedad

la temperatura en oCelsius sigue la función :

T (t) = 37 +
1

4
e-

t-32

2

Buscamos el máximo tM y el valor máximo que alcanza : T (tM)

A partir de la derivada de T, T' (t) obtenemos los puntos críticos de T (t)

Entonces :

T' (t) = 37 +
1

4
e-

t-32

2 
'
= [37]' + 

1

4
e-

t-32

2 
'
= 0 +

1

4
e-

t-32

2 
'
=

=
1

4
e-

t-32

2 
'
=
1

4
e-

t-32

2 -
t - 32

2

'
=
1

4
e-

t-32

2 -
1

2
· 2 t - 3 · 1 ⟹

T' (t) = = -
1

4
t - 3 · e-

t-32

2

Planteamos T' (t) = 0 para hallar los puntos críticos de T (t)

T' (t) = 0 ⟹ -
1

4
t - 3 · e-

t-32

2 = 0 como la exponencial es siempre > 0

deberá ser : t - 3 = 0 ⟹ t = 3 es punto crítico de T (t)

C0 T' = {3}

Dado que T' (t) es continua en , analicemos el signo de T' (t) alrededor de t = 3

para aplicar el corolario del Teorema de Bolzano

a la izquierda de t = 3

tomamos t = 2 ⟹ T' 2 = -
1

4
2 - 3 · e-

2-32

2 = -
1

4
-1 · e-

2-32

2 > 0

pues la exponencial es siempre > 0

a la derecha de t = 3
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tomamos t = 4 ⟹ T' (4) = -
1

4
4 - 3 · e-

4-32

2 = -
1

4
1 · e-

2-32

2 < 0

Vemos que T' (t) > 0 a la izquierda de t = 3 y que T' (t) < 0 a la derecha de t = 3

entonces en t = 3 hay un Máximo local o relativo de T (t)

Se alcanza la temperatura máxima para t = 3 horas

El valor máximo de temperatura T (t) es :

T 3 = 37 +
1

4
e-

3-32

2 = 37 +
1

4
e0 = 37 +

1

4
· 1 = 37.25

T (3) = 37.25 oCelsius

-------------------------------------------------

Gráfico 1 : color azul : T (t) = 37 +
1

4
-

t-32

2

Gráfico 2 : color azul : T' (t) = = -
1

4
t - 3 -

t-32

2

t = 3 horas es un Máximo local de T (t) y su valor máximo es 37.25 oCelsius
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