En esta 2 da parte sigo sugiriendo que estudien las siguientes tedéricas de derivadas

propuestas por la catedra de Mate 51 :

Derivada y recta tangente.pdf

Reglas de derivacion.pdf
.- Regla de la cadena.pdf

.- Crecimiento y decrecimiento.pdf

Extremos locales.pdf
.- Estudio de funciones.pdf
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Ejercicio 16.- Hallar el dominio, los intervalos de crecimiento v de decrecimiento, los

maximos v los minimos de f.

a. f(x)= .\.‘e% b, flH)=='e™
e fli=xe" d. f(x)=xIn’(x)
e. f¥=h2-x L f(=2)
g flx)= g X2 h. f(x)=xIn(x)

Ej 16 a)
£ (x) =xe’2L
Dom (f) = R

Para calcular IT (£), I’l' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)
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1) secalcula £ (x) = [xe’zi]' = [x] -er +x- [e:_]‘ =
x x = 1 1 =
=l.e2 +x-e€2-—=ez2 - [1+—x]=—ez[x+2]
2 2
. x
Entonces £ (x) = Eez [x+ 2]

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

x
e:2

£f'(x)=0 = - [®¥+2] =0 comola funcién exponencial es siempre > 0

N |-

= xX+2=0 = x=-2

Por lo tanto C° (£') = {-2}
X = -2 es el Gnicopuntocriticode f (x)

x
2

, 1
3) dadoque £ (x) = —ez2[x+2] escontinuaen R aplicamosel
2

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £ y las discontinuidades de f si hubiera

intervalos de analisis : (—oo, —2); (—2, +oo)

tomamosx = -3 € (—oo, —2) = £ (—3) = —e;_z[—3+2] =
2

= £ (—3) = ie%[—l] <0 (porquelaexpes siempre > 0)
2

[
2

. 1
tomamos x = 0 E(—2,+oo) = f (0): ;e [0+2] =
— £(0)= Te2=2-1-[2]=150
2 2

Vemos que £’ (x) <0 alaizquierdadexo=-2y £ (x) >0 aladerechadexg=-2

porel criteriode lal erderivadaenxo = -2 hayunMinimo relativode £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a £ (x) nos permite construir la tabla:
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X (-0, =2) . (—2, +0)
f'(x) <0 0 >0
f(x) es decreciente [ MIN es creciente

Ademas se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1 (£) :

H
-
—~
H
N
I
—
1
N
+
8
=

H
@
—~
Hh
N
I
—_
1
8
1
N
—

N

Graficol: colorazul: f (x) =xez; colornaranja: y=0 AH

Lo ) 1 =
Grafico2 : colorazul: f (x) = —ez[x+2];
2

X0 = -2 esMinimo relativoyel valorminimoes - E
e
°r
|
. ‘ % ) ) : 2 10 = = —— : 2
ol L
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Ej 16 b)
f(x) =x'e™

la funcién exponencial es siempre > 0
Dom (f) = R

Para calcular IT (£), Il' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)

1) Se calcula f' (x) = [x‘1 e"‘]‘ = [x‘l]‘ e * 4+ xt. [e*] =
=4x3.e* +x?.e*. (—1) =x3e™ (4-x)

Entonces £ (x) =x3e™* (4 - x)

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

£ (x) =0 = x3e*(4-%x) =0 comola funcién exponencial es siempre > 0

= x3=0 6 4-x=0 = x=0(raiztriple) 6 x=4

Por lo tanto C° (f ) = {0, 4}
x =0 y x =4 sonlospuntos criticosde f (x)
3) dadoque £' (x) = x’e™ (4-x) escontinuaen R aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £ y las discontinuidades de £ si hubiera
intervalos de andlisis : (—oo, O) ; (0, 4); (4, +x)

tomamosx = -1 € (-®, 0) = £ (-1) = (—1)3e‘(‘1) (4-(-1)) =

= £ (-1)= (-1)e' (5) =-5e<0 (porquee >0)

tomamosx=16(0,4) = f (1):13e'1 (4—1) =
. 1 3
= £ (1):1-—(3)=—>0 (porquee >0)
e e

tomamos x =5 € (4, +®) = f (5) = 53e3 (4-5) =

. 1 1
= £ (5) =125 — (-1) =-125—<0
e’ e’

Vemos que £’ (x) <0 alaizquierdadexo=0y f (x) >0 aladerechadexo=0
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por el criteriode lal er derivadaen xo = 0 hay un Minimo relativo de £ (x)

Vemos que £' (x) >0 alaizquierdadexo=4y £ (x) <0 aladerechadexo =4

por el criteriode lal er derivada en xo = 4 hay un Maximo relativo de £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa £  (x) nos permite construir la tabla:

X (-, 0) 0 (0.4) 4 (4, +0)
f{x) <0 0 >0 0 20
f(x) es decreciente | MIN es creciente MAX | es decreciente

Ademas se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1 (£) :

X0 = 0 esMinimo relativoyel valorminimoes 0

256
X0 = 4 esMaximo relativoyel valor maximoes ——

e4

Graficol : colorazul: f (x) = x* e*; colornaranja: y=0 AH
Grafico2 : colorazul: £ (x) =x%e™ (4-x);

X0 = 0 esMinimo relativoyel valorminimoes 0

256
X0 = 4 esMaximo relativoyel valormaximoes ——

e?
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8r 8-
6 6l
4t 4
2r 2L
5 10 15 w 15
2L 2L
Ej 16 c)

£ (x) =x3e3%

la funcién exponencial es siempre > 0

Dom (f) = R

Para calcular IT (£), Il' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)

1

1) Secalcula £' (x) = [ e3x]' =[=3] -e** + %% [e3x]' =

=3x%.e’* + x*.e’*.3=3x"e>" (1+x)

Entonces f (x) =3x%e3* (1 +x)

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

£ (x) =0 = 3x%2e3% (1 + x) =0 como la funcién exponencial es siempre > 0

= x2=0 6 1+x=0 = x=0(raizdob1e) 6 x=-1

Por lo tanto C° (£') = {-1, 0}

x=0y x=-1sonlospuntoscriticosde f (x)

3) dadoque £' (x) = 3x’e>* (1+x) escontinuaen R aplicamos el
corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £ y las discontinuidades de £ si hubiera



intervalos de andlisis :
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(- -1)7 (-1, 0)7 (0, +)

tomamos x = -2 € (—oo, —1) = £ (—2) =3 (—2)2e3('2) (1+ (—2)) =

= £ (-2)=3-4e"°.(-1)

1
-12 — <0
6

tomamosx =1 € (0, +oo) = f (1)

e

= £ (1)=3-1-e*(2)=6€*>0

Vemos que £’ (x) < 0 alaizquierdade xg

porel criteriode lal erderivadaenxo = -1 hayunMinimo relativode £ (x)

Vemos que £' (x) >0 alaizquierdadexo=0y £ (x) >0 aladerechadexo=20

por el criteriode lal er derivadaen xo = 0 No hay ni un Maximo ni un Minimorelativode £ (x)

hay un puntode inflexién

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a £ (x) nos permite construir la tabla:

(porque e > 0)

-1y £ (x) >0 aladerechadexo=-1

X (-o0, —1) -1 (-1,0) 0 (0, +)
f'(x) <0 0 >0 0 >0
. ; ) pto. de )
f(x) es decreciente| MIN es creciente | . es creciente
inflexion

Ademés se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £
1T (£) e1? (£) :

H
-
—~
H
~
1
—_
|
[
~
o
~
c
—_
o
~
+
8
~
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£ (x) =x3e3%; £ (x) = 3x%e3% (1+x)

1
X0 = -1 esMinimo relativoyel valorminimoes - —
3

e
X0 = 0 esunpuntodeinflexiényelvalor es 0

Graficol : colorazul: £ (x) = x*e3*; colornaranja: y=0 AH
Grafico2 : colorazul: £ (x) = 3x?e3% (1 +x) ;

X0 = -1 esMinimo relativoyel valorminimoes - —
e3

X0 = 0 esunpuntodeinflexiényelvalor es 0
1.0 10
0.8} 0.8}
06 06}
04} 04}
0.2}

-4 -3 = -1 -4 -3 ~1

Ej 16 d)

f (x) = x1n? (x)

teniendo en cuenta que la funcién logaritmo esti definida sélo para argumentos positivos
deberdserx>0 =

Dom (f£) = Ryo = (0, +oo)

Para calcular IT (£), I’l' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)

1) Ssecalcula £' (x) = [x1n? (x)] = [x]1 -1n? (x) + x- [In? (x) | =
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=1.1n% (x) + x-21n (x) -

X R

= 1n® (x) +21n (x) = 1n (x) - (1n (x) +2)

Entonces f (x) =1n (x) (1ln (x) +2)
2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

£ (x) =0 = 1ln(x) - (ln (x)+2) =0

este producto sera 0 cuando alguno de los factores sea 0
= 1ln(x) =0 6 In(x)+2=0 = x=1 6 1n (x) =-2
resolvamos la l eracondicién: 1n (x) =0

ln (x) =0 aplicando la exponencial en ambos miembros :

eln (x) _ g0
= por la propiedad de una funciény su inversa e!™ *® =x
= x=1 (dadoquee° = 1)

resolvamos la 2 da condicién: 1n (x) = -2

1n (x) = -2 aplicando la exponencial en ambos miembros :

eln (x) = e-2

= por la propiedad de una funciény su inversa e!™ *® =x

Por lo tanto C° (f) = {Lz’ 1}
e

1

X = y x=1 sonlospuntoscriticosde f (x)

e2

3) dadoque £' (x) = 1n (x) (1n (x) +2) es continuaen R,o aplicamos el
corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £ y las discontinuidades de £ si hubiera

1
intervalos de andlisis : (0, —2] ; (
e

12 , 1); (1, +oo)

e
Recordar que el Dom (f) = Dom (f) = (0, +oo) debido al logaritmo

1
En (0, —] :
@2

1 1 , 1 1 1
tomamos x = € [0, —) = f ( ) = ln[ J (1n( J+2) = (%)
2 e? e? 2 e? 2 @2 2 e?
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1
tenemos que calcular 1ln (—2) aplicando propiedades del logaritmo :
2e

ln( ! ]=1n(1)—1n (2e2) peroln(l):O = ln(

1
= -1n (2 &?) =
v | =-1n (2¢7)

2 e?

=-1n (2)—ln (ez) = -1n (2)—21n (e) vaque 1ln (e) =1 =

ln( 12)=. ...=-1n(2)-2.1=-1n(2)-2 ycomoln (2) >0
2e

-1n (2)-2 <0
recordarquesiO<x<1l = 1ln(x)<0 y six>1 = 1n(x) >0

= seguimos (*)

= £ (212 ) = (-1n (2) -2) - (-1n (2) -2+2) = [-1n (2) - 2] - (~1n (2)) 50

porque es el producto de dos factores negativos

1 2 1
En (—2, 1] : elegimos - que es el doble que - yes <1

tomamos x = iz € (%, 1) = £ (%) = 1ln (%) . [ln (%) +2] =
- £ (ez—z) - [tn (2) - 1n (e2)] - [1n (2) - 1n () + 2]

[ln (2) -21n (e)] . [ln (2) -21n (e) +2] = como ln (e) =1
=[1n (2) -2] - [1n (2) -2+2] = [1n (2) -2] - [1n (2)]

ycomo 1n (2) <2 el ler factores <0 ycomoln (2) >0 pues2>1

este productoes <0

tomamos x = e? e(l,+oo) = f' (e2)= in (ez)-(ln (e2)+2) —
= £ (e?)=21n(e)-(21n(e)+2) =2 -1-(2-1+2) =2-4=8>0

1

. 1 .
Vemos que £ (x) > 0 alaizquierdade x¢ = - y £ (x) <0 aladerechadexg = ;

(<] e
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1
porel criteriode lal er derivadaenxo = - hay un Maximo relativode £ (x)
e

Vemos que £’ (x) <0 alaizquierdadexo=1y £ (x) >0 aladerechadexo=1

porel criteriode lal erderivadaenxo =1 hay unMinimo relativo relativode £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a £ (x) nos permite construir la tabla:

1 1
X (0, ) z | (D 1 (1, +2)
f'(x) >0 0 <0 0 >0
f(x) es creciente MAX | es decreciente| MIN es creciente

Ademas se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1 (£) :

H
-
—~
H
-~

I
—_——
o
QNI,_.
N —
(e
—_——
[

+

8
—

H
b
—
H
N
n
—_———
|l—‘
-
'—l
N —

£(x) =x1n® (x); £ (x) = 1ln (x) - (1n (x) +2)

1 4
Xo = — esMaximorelativoy el valor maximoes —

e? e?
X0 = 1 esMinimorelativoyelvalorminimoes 0

Graficol : colorazul: f (x) = x1n? (x);
Grafico2: colorazul: £ (x) = ln (x) (ln (%) +2);

Xo = — esMaximorelativoy el valor maximoes —
2
e

(0]
N

X0 = 1 esMinimorelativoyelvalorminimoes 0
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201 20

15 15

1.0 1.0+

0.5 0.5

05 0 15 20 25 [ 05 0 15 20 25

-0.5 » -05 »
-10l ~10l
Ejl1l6 e)

£ (x) =1n (2-x)
teniendo en cuenta que la funcién logaritmo esti definida sélo para argumentos positivos

deberdser 2-x>0 = x<2
Dom (f) =R¢2 = (-, 2)

Para calcular IT (£), I’l' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)

Entonces f (x) =
Xx-2

Recordemos que como Dom (£) = (-o, 2) = debemos restringirel
Dom (f) a (—oo, 2)
2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

' 1
f (x) =0 = —— =0 noexistextal que
x-2 x-2

sea 0

Entonces f (x) NO tiene puntos criticos

Por lo tanto C° (f ) =¢

3) dado que f' (x) = es continua en sudominio (—oo, 2)

x-2

restringido porque proviene de £ (x)
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vemos que £ (x) es siempre < 0
y por lo tanto £ (x) es decrecienteen (— ©, 2)

Intervalos de crecimiento y decrecimientode £

T gy e1t () :

H
-
o
1
S

£(x) =1ln (2-%); £ (x) = x Dom (£) =Dom (£') = (-, 2)

0
—
1
8
N
—

Graficol : colorazul: £ (x) = 1n (2 —x) ; Dom (£)
1

Grafico2 : colorazul: f (x) = —2; Dom (f) = (—oo, 2)
x -

-10 -8 -6 -4 -2 I 2 -10 8 =3 =z
_2}
_4}
_6;
_g;
ol

Ejl6 £)

£ (x) = )

x

teniendo en cuenta que la funcién logaritmo esta definida sélo para argumentos positivos

debera ser x > 0 lo cual garantiza ademas que el denominador no sea 0

Dom (f) =R,0 = (0, +)

-8

| 13
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Para calcular IT (£), Il' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)

1ln (x)]'= [In (x)]' - x - 1n (x) - [x]’ )
2

X X

1) Se calcula f' (x) = [

i-x—ln(x)-l 1-1n (x)
, 1-1n (x)
Entonces f (x) = ———
x2

Dom (f' ) = (0 , +oo) debido a 1a restricciéndel logaritmo

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

, 1-1n (%)
f (x) =0 = —2=0 = 1-1In(x) =0 = 1ln(x) =1
X

aplicando la exponecial e* en ambos miembros y como el® () = x:
eln™® el = x=ze

X =e eseludnicopuntocriticode f (x)

Por lo tanto C° (f) = {e}

1-1n (%)

3) dado que f' (x) = es continua en sudominio (0, +oo)

X

aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los
intervalos determinados entre los cerosde £ y

las discontinuidadesde f si las hubiera

intervalos de analisis : (0, e); (e, +o)

En (0, e) :
‘ 1-1n (1)
tomamosx =1 € (0, e) = £ (1):1—2 = ycomoln (1) =0
= £ (1)=ﬁ=1>0
En (e, +o) :
) 1-1n (e?)

tomamos x = e? € (e, +®) = £ (ez) =

(¢?)*
y como 1ln (ez) =2-1ln(e) =2-1=2 (recordar 1n (e) = 1)
1-2 -1

= f'(e2)= . =—4<0
e
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Vemos que £’ (x) >0 alaizquierdadexo=e y £ (x) <0 aladerechadexo=e

por el criteriode lal er derivada en xo

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a £ (x) nos permite construir la tabla:

X (0, &) e (e, +=)
f'(x) >0 0 <0
f(x) es creciente MAX | es decreciente

Intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1 (£) :

H
-
—~
Hh
~
0]
—
o
(1]
~—

1n (x , 1-1n (x ,
£ (x) = #; £ (x) = oo i) Dom (£) =Dom (£') = (-, 2)
X x?
1
X0 = @€ esMaximo relativoyel valor mdximoes —
e
s o 1n (x
Graficol : colorazul: £ (x) = #; Dom (£) = (0, +oo)
x
Lo , 1-1n (x ,
Grafico2: colorazul: f' (x) = %; Dom (£') = (0, +w)

X

e hay un Maximo relativo de £ (x)

| 15
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04r 0.4+
0.2 02|
R—— ‘
02} -0.2+
-0.4 , -0.4r
s

teniendo en cuenta que la funcién esta definida para cualquier x € R
Dom (f) = R
Para calcular IT (£), I’l' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)
. 3 ' 3
1) Secalcula £' (x) = [@ X +12X] _ @ X +12x (_3,2,12) -
- _3e-X3+12x (x? - 4)
' _w3
Entonces f (x) =-3e ¥ *12x (%% - 4)
Dom (£') =R
2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

. —x3 . .
£ (x) =0 = -3e ¥ *+12X (42_4) .0 comolafunciénexponenciales >0
= x?-4=0 = x=2 6 x=-2

Xx=-2 yx=2 sonlospuntoscriticosde f (x)

Por lo tanto C° (f) = {-2, 2}

, _x3
3) dadoque £ (x) =-3e x°+12 x (x2 - 4) es continua en sudominio R
aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los

intervalos determinados entre los cerosde f' y
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las discontinuidades de f si las hubiera

intervalos de analisis : (—oo, —2); (—2, 2); (2, +oo)
En (—oo, —2) :

tomamos x = -3 € (—oo, —2) = f (—3) = -3e'('3)3+12 (-3) ((—3)2—4)

, _ _ 1
= £ (-3)=-3e?736(9g_4)--3e9(5)=-15 ) <0
En (—2,2):
tomamos x = 0 € (—2, 2) = f (0) = -3e"0+12:0 (02—4) =

= £ (0)=-3e0(-4)=1250

En (2, +oo):
tomamosx =3 € (2, +®o) = £ (3) = -3e~¥+12:3 (32-4) =

= £ (3)=-3e°(9-4)=-3e%(5)=-15e°<0

Vemos que £' (x) < 0 alaizquierdadexo=-2y £ (x) >0 aladerechadexg = -2
por el criteriode lal erderivadaenxo = -2 hayunMinimo relativode £ (x)

Vemos que £' (x) >0 alaizquierdadexo=2y £ (x) <0 aladerechadexp =2

por el criteriode lal er derivada en xo = 2 hay un Maximo relativo de £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa £  (x) nos permite construir la tabla:

Ld
X (-0, =2) -2 (—2,2) 2 (2, +=)
f'(x) <0 0 >0 0 <0
f(x) es decreciente | MIN es creciente MAX | es decreciente

Intervalos de crecimiento y decrecimientode £

T gy e1t () :
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£(x) =e ¥ *12X; £ (x) = -3e7*°*12X (32_4) Dpom (f) =Dom (f') = R

1
-2 esMinimorelativoyel valorminimoes —

e16

X0

2 esMaximo relativoy el valor maximo es e'®

X0 =
P - —_w3
Graficol : colorazul: f (x) = e ¥ *12X, Dom (f) =R
L e . —_x3 .
Grafico2: colorazul: f (x) =-3e X *12X (x2_4); pom(£f') =R
- . s 1
X0 = -2 esMinimo relativoyel valorminimoes "
e
X0 = 2 esMaximo relativoy el valormaximoes e!®
1.5%107
8x10° -
6x10° -
1.0x 107
4x108 -
5.0x 108
2x10% -
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2

Ej1l6 g) Auxiliar

£ (x) = e X*12x

teniendo en cuenta que la funcién esta definida para cualquierx € R
Dom (f) =R

Para calcular IT (£), Il' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)

Vamos a probar algo loco, peroutil

envez de calcular laderivadade £ (x) vamos a hacer el andlisis
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pero del exponente g (x) = -x>+12 x

1) Se calcula g' (x) = [—x3 +12 x]' =-3x%x%+12=-3 (x2—4) =-3 (x+2) (x—2)
Entonces g' (x) = -3x% +12

Dom (g') =R

2) planteamos g (x) = 0 para obtener los puntos criticosdeg
g (x) =0 = -3x%x+12=0 = -3(x°-4)=0 = x*=4 =
= x=2 6 x=-2

X=-2 yx=2 sonlospuntoscriticosde f (x)

Por lo tanto C° (f') = {-2, 2}

3) dadoque g' (x) = -3x?+12 escontinuaensudominio R
aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los
intervalos determinados entre los cerosde f' y

las discontinuidades de f si las hubiera

intervalos de analisis : (—oo, —2); (—2, 2); (2, +oo)
En (—oo, —2) :
tomamosx = -3 € (—oo, —2) = g (—3) =-3 (—3+2) (—3—2)

= g (-3)=-3(-1) (-5) ==-15 <0

En (—2,2):
tomamosx =0 € (-2, 2) = g (0) =-3(0+2) (0-2)

= g (0)=-3(2) (-2)=12>0

En (2, +oo):
tomamosx =3 € (2, +o) = g (3) =-3(3+2) (3-2)
= g (3)=-3(5) (1) =-15<0

Vemos que g  (x) <0 alaizquierdadexo=-2y g (x) >0 aladerechadexg = -2

porel criteriode lal erderivadaenxo = -2 hay unMinimo relativode g (x)

Vemos que g (x) >0 alaizquierdadexo=2y g (x) <0 aladerechadexo =2
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por el criteriode lal er derivada en xo = 2 hay un Maximo relativo de g (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoag (x) nos permite construir la tabla:

4
X (o2, =2) -2 (-2,2) 2 (2,+)
f'(x) <0 0 >0 0 <0
f(x) es decreciente | MIN es creciente MAX | es decreciente

Intervalos de crecimiento y decrecimientode £

{

T (g e1t (g):

g(x) =-x>+12x; £ (x) = -3 (x?-4) =-3 (x+2) (x-2) Dom(g) =Dom (g') =R

X0 = -2 esMinimorelativoyel valorminimoes -16

X0 = 2 esMaximorelativoyel valormaximoes 16
Graficol : colorazul: f (x) = -x3+12x; Dom (g) =R
Grafico2 : colorazul: £ (x) = -3 (x2-4); Dom (g) =R

X0 = -2 esMinimorelativoyel valorminimoes -16

X0 = 2 esMaximorelativoyel valorméaximoes 16
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100 - 100 -

-50 50 |

-100 - ~100L
£ s . . -x3+12 x ' -x3+12x ,_2
Los graficos siguientes correspondena f (x) = e y £ (x) =-3e (x% -4)
| 15x107
8x 108 |
6% 108 -
b 1.0x107 |-
4%108 -
| 5.0x10° -
2% 108 -
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

Conclusién : el comportamientode f (x) y f' (x) essimilaral deg (x) y g' (x)

ya que tienen los mismos Dominios, extremos relativos e iguales 1’ () e Tt 0

g(x) =-x3+12xy g (x) = -3 (x2-4)

£ (x) = e—x3+12x v £ (x) = _3e—x3+12x (x2 - 4)

Lo que le hizo la exponencial ag (x) es "Amplificarla" exponencialmente
para convertirlaen f (x) = eJ (¥)
LA EXPONENCIAL e* AMPLIFICA

Aplicacién : si algo es muy chico podemos verlomejor si le aplicamos ¥

Como la funcién inversa de e* es el 1n (x)

| 21
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que efecto tendra sobre los numeros grandes?

Si tenemos algo muy, muy grande, le aplicamos el logaritmo para disminuirlo

Ejemplo 1l

Supongamos que tenemos g (x) = x°

g(O) =0;
g(1)=1"=1;
g (e) =e'® =22026.465;

g (€?) = (e?)*" = e*® = 4.85165 x 10°;
g (e3) = (®)* = e®® = 1.06865 x 10'3;
g (e*) = (e*)'® = e = 2.35385x10'7;

tablaexponencial = {{0, 0}, {1, 13}, {e, elo}, {ez, ezo}, {e3, e3°}, {e", e‘m}};

con g (x) tenemos una escala astrondémica!! !

apliquemos la funcién logaritmo : 1ln (g (x)) = 1n (x'°) = 10 1n (x)

1n (g (0)) = 3/

1n (g (1)) = 1ln (110) =0;

1In (g (e)) =1n ((e)lo) =1ln (elo) =101n (e) = 10;
1n (g (ez)) =1ln ((ez)lo) = 1n (ez ) =201n (e) = 20;
1n (g (e3)) = 1ln ((e3)10) =1ln (e3°) =301n (e) = 30;
1n (g (e4)) =1ln ((e4)10) = 1n (e‘m) =40 1n (e) = 40;

En cambio con 1n (g (x)) la escala se reduce muchisimo !!!
De este resultadodel 1n (x) se entiende el uso de los graficos que se 11laman "log-log"

para que los numeros de xy g (x) muy, muy grandes se vuelvan manejables con el uso del logaritmo

Graficosdeg (x) =x° y de 1n (g (x)) = 10 1n (x)



3.0x10"

2.5x 10"

2.0x 10"

1.5x10"

1.0x 10"

5.0x10'°

La l era observacidénes :

La 2 da observacién
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50
40:
30:
20:

10

10 20 30

40 50 60

miren el cambio de escala en las ordenadas!

es : lamentablemente la forma original x'° se deforma por el logaritmo !
Teniendo cuidado con esto, el logaritmo es muy itil para linealizar funciones

Ejemplo2: seaf (x) = 2e°25%

tablaejemplo = {{1, N[2 ¥/ x5 1]},

{2, N[2 e®25% /. x->2]}, {10, N[2 e25% /. x->10]}, {50, N[2 e®25% /. x->50]}}

{{1, 2.56805}, {2, 3.29744}, {10, 24.365}, {50, 536675.}}

| 23
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600000

T T T

T

500000

T T T

400000

T

T T T

300000

T

T T T

200000

100000 -

[0 7 S S —— — T S S S NS ST ST |

0 10 20 30 40 50 60

Si aplicamos logaritmoa £ (x) :
1n (£ (x)) =1n (2e°?*) =1n (2) +1n (e°?°*) =1n (2) +0.25x = g (x)
vemos que el logaritmo transformé a £ (x) enuna g (x) que es una funcién lineal

1
y=0.25x+1n (2) conpendiente m=0.25= — yordenadaal origenb = 1n (2)
4

({1, 0.943147}, {2, 1.19315}, {10, 3.19315}, {50, 13.1931}}

Graficosdeg (x) =2e%25* y de 1n (g (x)) = 0.25x+1n (2)

600000 - 20 -
500000 |
151
400000 -
300000 | 101
200000 |
5+
100000 -
0 ) P L U SR S SRR R SR S S S | 0 YR T S SN T T ST SN SN S ST ST S IS ST ST S S T ST SN ST SN ST SO SO ST S |
0 10 20 30 40 50 60 O 10 20 30 40 50 60

t—t -ttt -ttt -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—F— - — 4 —
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Ej 16 h)

f (x) = x1n (x)

tenemos la restriccién dada por el logaritmo que esta definido para argumentos > 0 entonces
Dom (f) =R,0 = (0, +m)

Para calcular IT (£), I’l' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)

1) Secalcula £ (x) = [x1ln (x)] =[x] -1n (x)+ x- [1In(x)] =

1
=1-1ln(x)+x-—=1n (x) +1
x

Entonces f (x) =1n (x) +1
Dom (£') = Rso
2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

f'(x) =0 = 1ln(x)+1=0 = 1n (x) = -1 aplicando e* en ambos miembros

1
= e"® -e! — x=el=>-
e

es el Gnico puntocriticode £ (x)

%
n
o |~

Por lo tanto C° (£f') = {i}

3) dado que £' (x) = 1n (x) + 1 es continua en sudominio R,
aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los
intervalos determinados entre los cerosde £ y

las discontinuidadesde f si las hubiera

1 1
intervalos de andlisis : (0, —); (—, +°°]
e

e
1 1 1 1
En(O,—J:elijo—>0y—<—
e e? e?2 e
1 1 (1 1
tomamos x = — € (0, —] = f (—) = 1ln (—) +1
e? e e? e?

utilizando propiedades del logaritmo :

ln(%) =1n (1) -1n (e®) =0-21n(e) =-2-1=-2
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1
En (—, +co) :
e
tomamos x = e? € (i, +oo) = £ (ez) = 1ln (ez) +1
e

= f (e?)=21ln(e)+1=2-1+1=35>0

. 1 .
Vemosque f (x) <0 alaizquierdadexo=—y £ (x) >0 aladerechadexp =
e

o |~

1
por el criteriode lal er derivadaen xo = — hayunMinimo relativo de £ (x)
e

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a £ (x) nos permite construir la tabla:

: | 1 1
X (0, =) - (= ,+2)
e e e
f'(x) <0 0 >0
f(x) es decreciente | MIN es creciente

Intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1? (£) :

H

-
—~
H
~

]
—_—

| =
+

8
~—

f(x) =x1n (x); £ (x)=1n (x) +1 Dom (£) = Dom (£') = R»o

1 1
X0 = — esMinimorelativoyel valorminimoes - —

e e
Graficol : colorazul: f (x) =x1n (x); Dom (f) = Rso
Grafico2: colorazul: £ (x) =1n (x) +1; Dom (£') = Rso

1
X0 = — esMinimorelativoyel valorminimoes - —
e e
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Lt b
t—t—d—t—t—F—F—F—F -t —F -t —F—F—F—F -t —F—F—F—F -t —F—F—F—F —F—F—F —F = —F = - — =
Ejercicio 17.- Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y 10s maximos y
los minimos relativos de f en el intervalo indicado. Hacer un gréfico aproximado.
A f(x)=2+sen’(x) en [0.27]

b. f(x)=sen(x)+cos’(x) en [—7.7]

) . sen(x) el o

& JOV= i ew (-74.7%5)

d. f('.\-'_):# en (O,7)u(r,27)
sen(x)

Ej 17 Hallar 1’ (f) e ¥ (f) ymaximos y minimos relativos

en el intervalo indicadoy graficar

Ej17 a)

f (x) = 2 + sen? (x) en [0, 2 7]

Dominio restringido (£f) = [0, 2 7]

Analisisde f (x) apartirdesuf (x) :

1) Se calcula f' (x) = [2 + sen? (x)]' =[2] + [sen2 (x)]‘ =0+ [sen2 (x)]'
aplicando regla de la cadena

f' (x) = 2 sen (x) cos (x)
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Entonces £ (x) =2 sen (x) cos (x)

Dom (f') = (o, 271')

(observen que la derivada no tiene los extremos del [0, 2 ] )
2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f
£f'(x) =0 = 2sen (x)cos (x)=0 =

el producto serd 0 si alguno de los dos factoreses 0

sen (x) =0 6 cos (x) =0

Tendremos dos conjuntos de soluciones: S1 y S2

Si1:sen(x) =0 = x=k -w , keZ

veamos para cudles k estanenel (0 , 2 7r)

sik=0 = x=0-7x=0 noperteneceal (0, 2n)

sik=1 = x=1-.7m=n siperteneceal (0, 2n)

sik=2 = X

2 .7=2n noperteneceal (0, 2n)

Sik < 0 es claro que no pertenecen porque dan < 0

Entonces :

S1={n}

Veamos para S»

S2: cos(x) =0 = x=—+z-71 , Z€Z

veamos para cudles z estanenel (0 , 2 7r)

b b
siz=0 = x=—+0.-m=— siperteneceal(0,27r)
2 2
i 3
siz=1 = x=—+1-7w=—m siperteneceal(0,27r)
2 2
i 5
siz=z2 = x=z—4+2.7w=—nx noperteneceal(0,27r)
2 2

Si z < 0 es claro que no pertenecen porque dan < 0

Entonces :

nt 3
S2=494—, —
2={2. J7

Los puntos criticosde f (x) sonSi1JS2
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3) dado que f' (x) = 2 sen (x) cos (x) es continua en sudominio

restringido (0, 2 7r)
aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los
intervalos determinados entre los cerosde f' y

las discontinuidades de f si las hubiera

i i 3 3
intervalos de andlisis : (0, —); (—, n) ; (7!', — n] ; (— wt, 2 n]
2

(3 3 3
tomamosx:—ne(—,n) = f [—n):Zsen (—n) cos [—n) (*)

4 4 4

recordemos que :

enellercuadrante: sen (x) >0 y cos (x) >0
enel 2do cuadrante: sen (x) >0 y cos (x) <0
enel 3 er cuadrante: sen (x) <0 y cos (x) <0
enel 4 tocuadrante: sen (x) <0 y cos (x) >0

(¥*) = como %n € 2do cuadrante

£ (27) <200n 2] cos (2] 2@ [g] <o

4 4 4

| 29
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5 3 . (5 5 5
tomamos x = — 7 € (7r, —7r] = £ (—71') = 2 sen (—n] cos (—71')
4 2 4 4 4

5
= como — 7 € 3 er cuadrante
4

£ (27) - 25en (2 2] cos (2] - 2. (ﬁ] . [_2] s 0

4 4

7 3 (7 7 7
tomamos x = — 7 € (—71',271') = £ (—n):Zsen (—71') cos (—n)
4 2 4 4 4

7
= como — i € 4 to cuadrante

4 4 2 2

£ (Zn) = 25en (1) cos (L n) =2 (E] . [E] <o

! T !
Vemosque f (x) >0 alaizquierdadexo=—y £ (x) <0 aladerechadexg =
2

N Y

7
por el criteriode lal er derivada en xo = — hay un Maximo relativo de £ (x)
2

Vemos que £’ (x) <0 alaizquierdadexo=mny £ (x) >0 aladerechadexo=r

por el criteriode lal er derivada en xo = 7w hay un Minimo relativode £ (x)

. 3 . 3
Vemos que £ (x) >0 alaizquierdadexo=—nmy f£f (x) <0 aladerechadexo=—or
2 2

por el criteriode lal er derivada en xo = — 7 hay un Maximo relativode £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a £  (x) nos permite construir la tabla:

0,5) i . wom | cx | Cmozn

X = = ST T, =T 4 =, :

P 2 (3-m % 2 2 i
f'(x) >0 0 <0 0 >0 0 <0

f(x) es creciente MAX | esdecreciente | MIN es creciente MAX | es decreciente
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Intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1 (£) :

f (x) =2+sen? (x); £ (x) =2sen (x) cos (x)

bis

X0 = — esMaximo relativoyel valormaximoes 3
2

X0 = T es Minimo relativoy el valorminimoes 2
3 z - - z =

X0 = — 7 esMaximo relativoy el valor maximo es 3
2

Andlisis en los extremos del intervalo [0, 2 7] :

Comentario tedérico. -

Ademés de extremos locales, enun intervalo cerrado [a, b] una funcidén puede

tener maximos y minimos absolutos

Estudien esto que les va a sermuy atil

t—t -+ttt -ttt —t—Ft—F—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+—+

| 31
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1. Maximos y minimos de funciones

1.1. Extremos locales

Vamos a ver ahora cémo, conociendo la derivada de una funcién, podemos obtener informa-
cién sobre las posibles ubicaciones de los maximos y minimos de la funcién. Comencemos

observando el siguiente grafico:

Cada uno de los puntos marcados en naranja corresponde a un valor xg tal que f(xp) es el

mayor de los valores que f toma “cerca” de xp; es decir, si calculamos f(x) para los x "cer-
canos” a xg, el méximo valor que obtenemos es f(xp). Analogamente, cada punto marcado
en verde corresponde a un valor xj tal que f(xo) es el menor de los valores que f toma entre
Xgy sus “vecinos cercanos”. Esto da lugar a las nociones de maximao local y minimo local de
una funcién.

Area de Matemitica - Ciclo Bésico Comiin - Universidad de Buenos Aires 1

E Teorema de Fermat. Sea f una funcién definida en (a;b) y tal que f alcanza un

extremo local en xq € (a;b). Si f es derivable en x;, entonces f'(xq) = 0.
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A La condicion f’(xp) = 0 no alcanza para asegurar que f tenga un extremo local en
Xo.

Por ejemplo, si f(x) = x3, tenemos que f/(x) = 3x%, que se anula en xg = 0. Sin embargo,
como podemos ver en el grafico de f, la funcién no tiene un maximo ni un minimo local en
xp=0

Por otro lado, el teorema de Fermat sélo habla de extremos locales en puntos donde la fun-

cidn es derivable.

A Una funcién f puede tener extremos locales en puntos en los cuales no es derivable.

Esto ocurre, por ejemplo, para la funcién f : (—1;1) = R, f(x) = |x|:

1 Ig%ﬂ

Esta funcién alcanza un minimo local en xy = 0; sin embargo, no es derivable en xg = 0.

P 4 S aeRCE i i,

Nuevamente, debemos observar que la condicién de que f no sea derivable en x; no alcanza

para asegurar que f tenga un extremo local en Xy, como puede verse en el siguiente grafico:

No existe f'(xq) y
f no tiene un extremo local en xg

5

Xo

| 33
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1.2. Extremos globales

Como vimos en la seccién sobre extremos locales, una funcién puede tener varios méaximos
o minimos locales, es decir, puntos donde el valor que toma la funcién es mayor o igual (o
bien, menor o igual) que en todos los puntos “cercanos”.

Nos preguntamos ahora por maximos o minimos g/ obales para una funcién, es decir, puntos
donde el valor que toma la funcién es mayor o igual (o bien, menor o igual) que en todos los

de su dominio. Por ejemplo, la funcion f : [a;b] — R del grafico

flxmh

f(xm )‘

alcanza un maximo global en 1) y un minimo global en x,,,.

E Sea f : A — R una funcién. Se dice que f alcanza un mdxinto global (o absolito)
en xp € A sivale f(xy) > f(x) para todo x € A, y que f alcanza un mfnimo global (o
absolitto) en x,, € A sivale f(x,,) < f(x) paratodo x € A.

En ambos casos, se dice que f tiene un extrento global (o absoluto).

No toda funcién tiene extremos absolutos. Por ejem plo:

La funcion f : [-2,2] — R definida por

.
. 2 six £0
0

six =0

ra—

no tiene méximo ni minimo absolutos, ya

que “cerca” de 0 toma valores arbitrariamen-

te grandes en valor absoluto.

En este caso, el problema radica en que la funcién f tiene una discontinuidad en x = 0 y

"cerca” de 0 no esta acotada.

Las funciones continuas en intervalos cerrados poseen una propiedad que, como veremos, ase-

gura que alcanzan su valor maximo v su valor minimo en el intervalo.
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E Teorema (Existencia de extremos absolutos para funciones continuas en interva-
los cerrados). Sea f : [2;b] — R una funcién continua. Entonces f alcanza su valor
madxime y su valor minimo absolutos en [a; b]; es decir, existen Xp v X, en [a; D] tales

que f(x,) < f(x) < f(xpm) para todo x € [a;b].

Los maximos y minimos absolutos de una funcién continua en un intervalo cerrado [a;b]
se encuentran entre sus méximos y minimos relativos, ya sea en el intervalo abierto (4;b) o

bien en los extremos, 4 o b, del intervalo cerrado, como se muestra en los siguientes graficos:

flxpmh

S (X))

flxm) F(xak

_f(x,,,} f(-xm }'

|
T
X nr

Entonces, para determinar los valores xp; y X, donde se alcanzan los extremos absolutos,

podemos valernos de lo visto en la seccién anterior.

@ Ejemplo. Sea f : [1;3] —+ R, f(x) = x* —12x + 15. Hallar el valor maximo M y el

valor minimo m que toma f y puntos xp1 y X € [1;3] en los que se alcanzan.

Como f es una funcién continua definida en un intervalo cerrado, el teorema anterior nos
asegura que f alcanza un valor maximo M y un valor minimo # en ciertos puntos del inter-

valo [1;3]. Por otro lado, como f es derivable en todo x £ (1;3), el teorema de Fermat nos
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dice que si alguno de estos valores maximo o minimo se alcanza en un punto del intervalo
abierto (1;3), entonces la derivada de f se anulara en dicho punto.

Asi, los "candidatos” a puntos donde f alcanza sus valores méximo y minimo absolutos son:
= losx € (1;3) tales que f'(x) = 0;
m ]os extremos del intervalo donde esté definida f, que son 1y 3.
Dado que f'(x) = 3x2— 12y que
302 —12=0 «— x =20 x= -2,

el tnicox € (1;3) tal que f'(x) =0esx =2

Resumiendo, tenemos tres posibles valores,
1,295

entre los cuales f, seguro, alcanza su valor méximo y su valor minimo. Para determinar
doénde ocurre esto efectivamente, basta ver en cudl de los tres f toma el mayor valor y en

cudl toma el menor valor. Evaluamos la funcién y obtenemos:

) =4 F2)=-1 f(3)=6

Comparando estos valores, concluimos que:

El maximo absoluto de f se alcanza en 1)y = 3 (el extremo derecho del intervalo [1;3]) y
vale M = 6, y el minimo absoluto de f se alcanza en x,, = 2 (que esta en el interior del
intervalo [1;3]) y vale m = —1.

+t=t -ttt -t -ttt —Ft—F—Ft—F -t -t -t -t -t -t -t —Ft—F—F—F—F—F—F—F -t -+ -+ -+
Sigamos con la resoluciéndel Ej 17 a)

Estdbamos en anlaizar extremos globales o absolutos de £ (x) en [0, 2 7]

Yavimosque £ (x) =2+ sen? (x) tieneen:

bis

X0 = — es Maximo relativoy el valor maximoes 3
2

X0 = T es Minimo relativoy el valorminimoes 2
3 z - - z =

X0 = — 71 esMaximo relativoy el valor maximo es 3
2

Sélo nos falta ver qué valores alcanza £ (x) en los extremos del [0, 2 ]
Paraello calculemos £ (0) y £ (2x) :

£(0) =2+sen® (0) =2+02=2

£(2n) =2+sen® (27) =2+02=2
Tenemos esta situacién de valores maximos y minimos :

3
{10, 23, {2, 3}, (x, 23, {7"’ 3}, (27, 23}
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w
— T
[ J

Entonces £ (x) no tiene ni madximos ni minimos absolutos

El maximo absoluto deberia darse para un Gnico xo cuyo valor de £ (x¢) sea

el mas grande que todos en el intervalo [0, 2 7], cosa que no se da porque los dos maximos dan 3

Idemcon el minimo absoluto : no existe un tnico xo cuyo valor de £ (xo)

sea el mas chico que todos en el intervalo [0, 2 r] . Los 3minimos dan 2

La pregunta es ahora la siguiente :
Esxo=0 wunminimolocal? Si, x0=0 esunMinimo localde £ (x)
Es %o = 27 unminimo local? Si, X0 =27 esunMinimo localde f (x)

Por lo tanto :

Maximos de £ (x)

]
—
N Y

w
N

e

——

Minimosde £ (x) = {0, 7, 2 7}

Graficol : colorazul: f (x) = 2 +sen? (x);

color naranja: 2 +sen (x) Dom (f) = [0, 2 7]

Grafico2 : colorazul: £ (x) =2 sen (x) cos (X); Dom (f) = (0, 2 7r)
x0= 0 es Minimo relativoy el valorminimoes 2

X0 = % es Maximo relativoy el valor maximoes 3

X0 = T es Minimo relativoy el valorminimoes 2

X0 = % . es Maximo relativoy el valor maximoes 3

X0 = 27 esMinimorelativoyelvalorminimoes 2
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Ll L
t—dt—dt—dt—t—Ft—F—F—F—d -t —t—Ft—F—F—F—F—F—d—t—F—F—F—F—F—F—F =t = = —+
Ej 17 b)

f (x) = sen (x) +cos? (x) en [-7, 7]

Dominio restringido (£f) = [-7, 7]

Analisisde f (x) apartirdesuf (x) :

1) Secalcula £ (x) = [sen (x) +cos? (x)]' = [sen (x)]' + [cos? (x) ] =

=cos (x) +2cos (x) - (-sen (x)) =cos (x) - [1-2sen (x)]

f' (x) =cos (x) - [1-2sen (x)]

Entonces £ (x) =cos (x) [l -2 sen (x)]

Dom (f) = (-, )

(observen que la derivada no tiene los extremos del [-, 7])

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticos de f

£ '(x) =0 = cos(x)- -[l-2sen(x)] =0 =

el producto sera 0 si alguno de los dos factoreses 0

cos (x) =0 6 1-2sen (x) =0

Tendremos dos conjuntos de soluciones: S1 y S2

Veamos para S:

Si;:cos(x) =0 = x=—+z-7m , Z2€Z

veamos para cudles z estanenel (-, 7)
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7 7

siz=0 = x=—+0-mw=— si perteneceal (-, )
2 2
b 3

siz=1 = x=—+1.7w=—mx no pertenece al (-, 7)
2 2
7 7

siz=-1 = x=—+(-1) -7r=-— si perteneceal (-, 7)
2 2
7 3

siz=-2 = x=—+(—2) M= -—7 no perteneceal (-, )
2 2

Entonces :

T
s1={__l _}
2 2
Veamos para S»
1
S2:1-2sen(x) =0 = sen (x) = —
2

Mirando la tabla de valores de seno y coseno en el 1 er cuadrante vemos que :

1 Vg
sen (x) = — para x= — (30°)
2 6

Pero el seno es positivo también para arcos en el 2 do cuadrante :

7 5 1
entoncesel arco: m- — = — 7 también tiene valor de seno iguala —
6 6 2

Para S ; tenemos dos conjuntos de soluciones que 1llamamos S2,1 ¥y S2,2

T

Las S2,1son: x=—+k -27 , kez
6
5

Las S2,2son: x=—7mw+p 27w , PEZ

Veamos cuales de ellas pertenecen al intervalo (-7, 7)
7

ParalasS,,1: x=—+k -2n , keZ
6

veamos para cudles k estanenel (-7, 7)

bid 7
sik=0 = x=—+0 .25x= — si perteneceal (-, 7)
6 6
7 13
sik=1 = x=—4+1.-2n=—mn no pertenece al (-7, )
6 6
7 11
sik=-1 = x=—+(-1) -27x=-—nx no pertenece al (-, )

Entonces :
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5
Paralas S22 : XxX= —7+p 271 , PELZ

veamos para cudlesp estanenel (-7, 7)

sik=0 = xX=—7n+0 -27x=—or
6 6
5 17
sik=1 = x=—7n+1 -2nx=—rx
6 6
5 7
sik=-1 = x=—7r+(—1) 2w ==-—r
6 6
Entonces :
5
Szyz:{—Tl'}
6

Los puntos criticosde f (x) sonS1 S2,1 US2,2
T 7 5
-2 5 5 2

Por lo tanto

Q
o
—_——
'-h<
p—
n

5
Si1USs2,1US2,2 = {-gr 2} U {%]’ U {g"]’

Q
o
—
H,_
~
n

6

=

T T T L.
{— —y —y —r 7r} son los puntos criticosde £ (x)
2 6 2
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3) dado que f' (x) = cos (x) (1 -2 sen (x)) es continua en sudominio

restringido (-, )
aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los
intervalos determinados entre los cerosde f' y

las discontinuidades de f si las hubiera

si perteneceal (-, )

no pertenece al (-, 7)

no pertenece al (-7, )
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recordemos que :

enellercuadrante: sen (x) >0 y cos (x) >0
enel 2do cuadrante: sen (x) >0 y cos (x) <0
enel 3 er cuadrante: sen (x) <0 y cos (x) <0
enel 4 tocuadrante: sen (x) <0 y cos (x) >0

mirando la tabla de valores de seno y coseno en el 1 er cuadrante :

o V2 V2

3
cos (—) = ——; sen (—) = —— = ycomo - —n € 3 er cuadrante
4 2 4 2 4

porque recorremos la circunferencia de radio en sentido horario:
) ()
-—| =-sen |—
4 4

=-—— y sen =-—
2 2

(5) % v

= reemplazandoen (%)

- <3

n

Q

[o]

n

|

I

N
~———
—_—

[

I

N

0

0

o]

|
= |

S
~—
~——

n

|
N |§|
~—
—_——

[

I

N

|
N |§|
~—
~————

- o

]
1
5
~—————
—_——
+
5
~————
A
o
[
o]
1
|
1
I3
~——

T
En (——, —) :
2 6

tomamos x =0 € (—

Ny

' Z) = £ (0) =cos (0) (1-25en (0))

mmer= 3 (5 8) = £ (3o (] (o2 7)) -
= (e () e () [ [ -

’-h_
—_—
Iy
N—
n
[y
1
5
A
o
(1]
=]
—_—
Iy
Iy
N—
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n 5
En (—, —7r)
2 6
t 5 '
tomamos x = — 7 e(—,—n) = £ [—n]:cos (—n] (1—2sen(—7r]) =
4 2 6 4 4 4
= como — i € 2 do cuadrante
4
i V2 i
cos (—71') = -cos (—) =-—— y sen (—n] = sen (—) = —— reemplazando
4 4 2 4

'-h.
—_—

)

b
N—

1

Q

(o]

0
—_—

|

|
N—
—_—

[

|

N

0

]

=]
—_—

|

|
N—
N—

n

|

B
—_——

=

|

N
\_|/

H’.
—_—
| W
|
~——
n
1
5
[
—_—
[
1
3
P
\'4
o
(1]
=]
—_—
Ny
o |u
N
~——

5 5 11
En (—n, n) : (elpromedioes (—7r+7r)/2=—7r
6 6 12
11 5 . (11 11 11
tomamos x = — 7 e(—n, 71') = £ (—n):cos (—n] (1—2sen (—n)] =
12 6 12 12 12

11
= como — & € 2 do cuadrante

12
11 b 11 b
cos (— nJ = cos (—) <0 y sen (— n) = sen (—) >0 reemplazando
12 12 12 12
, (11 11 11
= f (—n):cos(—n]-(1—2$en(—7r)) =
12 12 12

11 11
usamos la calculadora para obtener cos (— 7r) = -0.96592 y sen (— nJ =~ 0.258819

12 12

= £ (—n) = (-0.96) - (1-2-0.25) = (-0.96) - (0.48) <0 en (%n, 71')

! 7T '
.- Vemosque £ (x) <0 alaizquierdadexo=-—y £ (x) >0 aladerechadexo
2
s
porel criteriode lal erderivadaenxo = - — hayunMinimo relativode £ (x)
2
! 7T !
.- Vemosque £ (x) >0 alaizquierdadexo=—y £ (x) <0 aladerechade xo =
6

7
por el criteriode lal er derivada en xo = — hay un Maximo relativo de £ (x)

Ny

! 7T !
.- Vemosque £ (x) <0 alaizquierdadexo=—y £ (x) >0 aladerechadexo
2

oIy

Ny
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7
por el criteriode lal erderivadaen xo = — hayunMinimo relativo de £ (x)
2

. 5 . 5
.~ Vemosque f (x) >0 alaizquierdadexo=—7ny f (x) <0 aladerechadexo=—7
6 6
. : . 5 - :
porel criteriode lal er derivada en xo = — 7 hay un Maximo relativode £ (x)
6
El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa £  (x) nos permite construir la tabla:
B | B B X # ¥ L < P
X (—mT,~3) 3 Cz%) 6 (6:3) 3 (750 i "Eu'n)
f'(x) <0 0 >0 0 <0 0 >0 0 <0
f(x) es decreciente | MIN es creciente MAX | es decreciente | MIN es creciente MAX | es decreciente

Intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1? (£) :

H
-
—~
Hh
~
]
—_—
|
|y
IS
N ———

H
«~
2
1]
—_—
1
5
|
(]
~———

£ (x) = sen (x) +cos? (x);

£ (x) = cos (x) (1-2sen (x))

b
X0 = -— esMinimorelativoyel valorminimoes -1
2
il - : s 5
X0 = — es Maximo relativoy el valor maximo es -
6 4
7r z = = z -
X0 = — es Minimo relativoy el valor minimo es 1
2
5 - . - 5
X0 = — 71 esMaximo relativoyel valor maximo es -
6 4

Andlisis en los extremos del intervalo [-7, 7] :

Ya vimos que £ (x) = sen (x) + cos? (x) tieneen:
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7
X0 = -— esMinimorelativoyel valorminimoes -1
2
n - . - 5
X0 = — es Maximo relativoy el valor maximo es -
6 4
7l- z = = z -
X0 = — es Minimo relativoy el valorminimo es 1
2
5 z = = z - 5
X0 = — 71 esMaximorelativoyel valor maximo es -
6 4

Sélo nos falta ver qué valores alcanza £ (x) en los extremos del [-7, 7]

Paraellocalculemos f (-n) y £ () :
£ (-n) =sen (-n) +cos? (-m) =0+ (cos (-m))2=0+(-1)%=1
2 2 2
£ (7) = sen (7r) +cos® () =0+ (cos (7))? =0+ (-1)°=1
ver grafico debajo, en donde aparecen estos puntos en los extremos

Tenemos esta situacién de valores maximos yminimos :

7 7t 5 7 5 5
-, 1}y, {-—, -1}, {—, =}, 1=, 1}, {—7m —}, ;1
(om 1 -2 ) (2 2 (2 B 2L o)

05

Entonces :
' 7
comof (x) <0 en (—71', ——) y £(-n) =1 = -7 esunmaximolocaldef (x) y
2
el graficode £ (x) debe ir para abajo y hacia la derecha del punto (—7r, 1)
paraque f <0

. 5
comof (x) <0 en (—71', n) y £@r) =1 = 7 esunminimo localde f (x)

el graficode £ (x) debe venir por arribadel punto (r, 1) paraque £ <0

Viendo el grafico anterior de los puntos extremos

f (%) no tiene maximo absoluto
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El maximo absoluto deberia darse para un Gnico xo cuyo valor de £ (x0) sea

el mas grande que todos en el intervalo [-7, ], cosa que no se da porque los dos maximos dan —
4

T
En cambio en - — tenemos unminimo absoluto
2

Tt
porque el valorde £ (— —) = -lydaelvalormas chicode losminimosenel [-7, 7]

Por lo tanto :

n 5
Maximos locales de £ (x) = {—7r, -, = 7T}
6
’ - 71- 7r
Minimos localesde £ (x) = {— -, = 7r}
2 2
7
Ademas de ser minimo local en x = - — tenemos un minimo absolutode £ (x)
2

7
Minimo absolutode £ (x) = {_ E}

Graficol : colorazul: f (x) = sen (x) +cos? (x); Dom (f) = [-7, «]
Grafico2: colorazul: £ (x) =cos (x) (1-2sen (x)); Dom (£') = (-7, 7)
X0 = - T esMaximo local 6 relativoy el valor maximo es 1
b
X0 = -— esMinimo absolutoy el valorminimo es -1
2
7T 5
X0 = — esMaximo local 6 relativoy el valor maximo es -
6 4
b
X0 = — esMinimo local 6 relativoy el valorminimo es 1
2
5 5
X0 = — 71 esMaximo local 6 relativoy el valor maximo es -
6 4
X0= 7 esMinimo local 6 relativoy el valor minimo es 1

7 5 7 5 5
-7, 1}y, {-—, -1}, {—, =}, 1=, 1}, {—7m —}, ;1
(om -2 (2 2 (2 B 2L o)
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-3

2oL -2t

t—t -ttt -ttt -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—F— - — 4 —

Ej 17 c)
sen (x) T
£ (x) = = tg (x) en (——, —)
cos (x) 2 2
T
Veamos para cudles valoresde x, cos (x) =0 en (——, —)
2 2
T
cos (x) =0 para x=—+k- - , kezZ
2
s b T
sik=0 = x=—+0-7w=— nopertenecea(——, —)
2 2 2 2
7 s T
sik=-1 = x=—+(-1) -7w=-— nopertenecea(——,—]
2 2 2 2

’

Dominio restringido (f) = (—

N Y
N Y

) estd OK porque el cos (x) nunca es cero en
ese intervalo

1) Se calcula £’ (x) = |:sen (x) ] - [sen (x)] - cos (x) -sen (x) - [cos (x)] -

cos (x) (cos (x))?

cos (x) - cos (x) -sen (x) - (-sen (x)) cos? (x) +sen? (x) cos? (x) sen? (x)
= +

cos? (x) cos? (x) cos? (x) cos? (x)

sen? (x) 2 ) . - |
+ — =1+ tg®° (x) 6 tambien se puede escribir £ (x) como :

cos? (x)
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£ (%) =
cos? (x)

Entonces £ (x) =

cos? (x)
, T
Dom (f ) = |- E ; = estd por lamisma razén que para £ (x)
T
(cos (x) nuncaes 0 enel intervalo abierto (— -, —))
2 2

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f
: 1 :
f (x) =0 = —— =0 = noexistextalquef (x) =0
cos? (x)

Por lo tanto

c®(£')=0¢ =

f (%) no tiene puntos criticos

3) dadoque f' (x) = ———— es continuaen sudominio
cos? (x)
. i T 2
restringido (— -, —) y (cos (x))° esmayor que 0
2 2

) T 7T
f (x) >0 V x¢€ (— -, —) = f (x) es crecienteen todo el intervalo (— -, —)
2 2 2

Intervalos de crecimiento y decrecimientode £
T gy e1t () :

27 2
I (£) = ¢
£(x) = 22 ey -
cos (x) cos? (x)

no tiene extremos locales o relativos como tampoco tiene extremos absolutos

T Tt
porque el intervalo de definicién de sudominio es intervalo abierto (— -, —)
2 2
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No se realiza porque el intervalo es abierto

Graficol : colorazul: f (x) = M; Dom (f) = (_E, E)
cos (x) 2 2
L o , 1 , T 7
Grafico2: colorazul: f' (x) = ——; Dom (£') = (-—, —)
cos? (x) 2 2

-1.5 -1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

10t

t—d—d—d -ttt -ttt -t —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—d—F—F—F—F—F —F — 4 —
Ej 17 d)

1
f (x) = ———— =cosec (x) en (0, 7r) U (7r, 27r)
sen (x)

cosec (x) se llama cosecante
paraque £ (x) estédefinida debera ser sen (x) # 0
veamos cuando es 0

sen (x) =0 si x=k-m, keZ

sik=0 = x=0-7m =0 no pertenecea (0, n) U (x, 2 )
sik=1 = x=1-7=nx no pertenecea (0, ) U (7, 27)
sik=2 = x=2.7 =1xn nopertenecea (0, n) U (x, 27x)
sik=-1 = x=(-1) -7 =-n nopertenecea (0, n) U (7, 2x)

No tenemos problemas en el dominio restringido que nos dieron

Dom (£) = (0, 7) U (7, 27)
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1) secalcula £ (x) = [;] = [(sen (x))‘l]' = (-1) (sen (x))7? - cos (x) =

sen (x)
cos (x)
" (sen (x))?
. cos (x)
Entonces £ (x) = -
sen? (x)

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f
, cos (x)
f x) =0 = -——— =0 = cos (x) =0
(sen (x))?2

Veamos cuando el cos (x) = 0O en (0, 7r) U (7r, 2 7r)

b
cos (x) =0 = x=—+p-nn, PEZ
2
b b
sip=0 = x=—+0.-7 = — sipertenecea(o,ﬂ) U (7r,27r)
2 2
i 3
sip=1 = x=—4+1.-7w=—nx sipertenecea (0, n) U (x, 2x)
2 2
i 5
sip=2 = x=—4+2-7w=—nx no pertenecea (0, x) U (rx, 2 )
2 2
T T
sip=-1 = x=—+(-1) -7 =-— no pertenecea (0, ) U (x, 2 )
2 2
bis 3
puntos criticosdef (x) : x=— 6 x=—m
2 2

c®(£') = {E , 32 7} son los puntos criticosde £ (x)
2 2

' cos (x) . -
3) dadoque £ (x) = -—— es continuaen sudominio
(sen (x))?
restringido (-, )
aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los

intervalos determinados entre los cerosde f' y

las discontinuidadesde f si las hubiera

(0, 71') U (7r, 27r)
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recordemos que :
enellercuadrante: sen (x) >0 y cos (x) >0
enel 2do cuadrante: sen (x) >0 y cos (x) <0
enel 3 er cuadrante: sen (x) <0 y cos (x) <0
enel 4 tocuadrante: sen (x) <0 y cos (x) >0
mirando la tabla de valores de seno y coseno en el 1 er cuadrante :

y V2 y V2
cos (—) = —; sen (—)

4 4

vz e
= f'(3)=_ 2 __ 2 __\2:0 en (0,1)
A :
2

4

3
como — t € 2do cuadrante =

4
(3 ) 7 V2 3 7T 2
cos | — 7| = -cos (—) =-—— y sen (—71') = sen (—) = —
4 4 2 4 4 2

reemplazando en (*%*)
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3
En (71', —n)
2
5 Pee cos (—7r)
tomamos x = — & € (—, n) = f (—ﬂ') = - (%%*x)
4 2 4 (sen (—7r
5
como — nt € 3 er cuadrante =
4
5 7T V2 5 7T V2
cos (—71') = -cos (—) =-—— y sen (—71') = -sen (—) =-—
4 4 2 4 4 2

reemplazandoen (**%*)

NN

7 3 (7
tomamosx:—rre(—rr,erJ = £ (—71')_—
4 2

7
como — € 4 to cuadrante =

3
-V2 <0 en (—71',271')
2

! T ' v
.- Vemosque £ (x) <0 alaizquierdadexo=—y £ (x) >0 aladerechadexo= —
2 2

b
por el criteriode lal erderivadaen xo = — hayunMinimo relativo de £ (x)

: 3 .
.- Vemosque £ (x) >0 alaizquierdadexo=—nmy £ (x) <0 aladerechadexg
2
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3
por el criteriode lal er derivadaen xo = — 7 hay un Maximo relativode £ (x)
2

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa £  (x) nos permite construir la tabla:

0 n) T s 3 N 3 3 om)

X = - -, 7 M, =7 - —1T, 21

> 3 ( 5 ) n ( > > (2

f'(x) <0 0 >0 no existe >0 0 <0

f(x) es decreciente | MIN escreciente | no existe| es creciente MAX | es decreciente

Intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1? (£) :

! Tt
IY(£) =0, | U |—m 2w
2
cos (x)
£ (x) = ;7 £ (%) =/
sen (x) (sen (x))?2
i
X0 = — es Minimo local o relativoyel valorminimoes 1
2
3 )
X0 = — 7 esMaximo localorelativoyel valor maximoes -1
2

Anadlisis en los extremosdel intervalo (0, n) J (s, 27) :
No se realiza porque el intervalo es abierto

f (x) no tiene extremos absolutos

Dom (£f) (0, 7r) U (7r, 27r)

Graficol : colorazul: f (x) = —;
sen (x)

L. . cos (x
Grafico2 : colorazul: f (x) =- 4;

Dom (f'
(sen (x))?2 ( )

= (0, 7r) U (7r, 27r)

es Minimo local o relativoyel valorminimoes 1

7t esMaximo local o relativoyel valor maximoes -1

N WM Y
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(&}

o

t—d—d—d -ttt -ttt -t —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—d—F—F—F—F—F —F — 4 —

- Sx—
Ejercicio 18.-Sea f B — {0} — B definida por f(x) — e

X

constante.

a. Hallar los valores de / para los cuales f tiene un punto criticoen x=1.

b. Para cada valor de & hallado en a) determinar todos los extremos locales de 7

-5

Si f tieneunpuntocriticoenx=1 = £’ (1) =0

Calculemos £' (x)

(5x-k)2. [(5x-%)?] -x-(5x-k)2. [x]’

£ (%) = [

] =

x x2

k)

2(5x%x-k) -5-x-(5x-k)2.1 (5x-k) (10x- (5x-k))

2

X X
(5%-k) (10x-5x+k) (5x-k) (5x+k)
= x2 = x2 =
, 5x-k) (5 k
£ (x) = (5x-k) (5x+k)
x2
Evaluamosenx =1 e igualamosa O0:
5.1-k)(5-1+k
£ (1)=( )( )=(5—k) (5+k) =0

12

2

54

donde k& es una

| 53
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= 5-k=0 6 5+k=0 = k=5

(o}
=
n

1
o

Por lo tanto :

tantocon k=5 6 k=-5

f (x) tieneunpuntocriticoenx =1
sk = {_51 5}

Ej 18 b)

hallar los extremos locales de f concada k hallado

Conk; =5
£y o SxokD?(5x-5)2 (5 (x-1))7 87 (x-1)7
x x x x
25 x-1)2
£1 (%) = ( )
x
, (5x-k) (5x+k)
Como £ (x) = = conk=5
x2
£ (x) o (5%75) (5x+5) (5 (x-1)) (5(x+2))
x? x?
25 -1 1
£ (x) = (x-1) (x+1)

x2

Los puntos criticos de £ (x) son aquellos para losque £1' (x) = 0

25 (x-1) (x+1)

=0 = 25(x-1) (x+1)=0 = (x-1) (x+1)=0

= x-1=0 6 x+1=0 = x=1 6 x=-1

25 (x-1) (x+1)

Dado que f1' (x) = es continua en sudominio R - {0}

x2
aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los
intervalos determinados entre los cerosde f1' y

las discontinuidades de f; si las hubiera (en x = 0 hay una discontinuidad)
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candidatos a extremos locales o relativos : {-1, 1}
intervalos de andlisis : (—oo, —1); (—1, 0); (0, 1); (1, +oo)

25 (-2-1) (-2+1
tomamos x = -2 € (—oo, -1) = £ (_2) - ( ) ( + ) -

(-2)*

= f£1' (-2) = " = T >0 en (-o, -1)

En (—1, 0)

toma.mosx:—% €(-1,0) = £’ (—i) = 20 (_i_l) £__+1) =
(-3)

= £ [-i) = % =-125<0 en (-1,0)

En (0, 1)
tomamos x = 1 € (0, 1) = £ (i) = 25 (i_l) 2(§+1) =

: (3)
= £ G] = 2 (_%) (i) =-125<0 en (0, 1)
En (1, +oo)

, 25 (2-1) (2+1)

tomamos x =2 € (1, +oo) = £ (2) = " =
=f{(2)=m=12—5>0 en (1, +w)

.- Vemos que f1' (x) >0 alaizquierdadexo=-1y £i1 (x) <0 aladerechade xo
porel criteriode lal erderivadaen xo = -1 hay un Maximo relativode f; (x)

.- Vemos que f1' (x) <0 alaizquierdadexo=0y £i1 (x) <0 aladerechade xo

peroenx = 0 hay unadiscontinuidadde f1 (x) y £1' (x)

.- Vemos que f1' (x) <0 alaizquierdadexo=1y £i1 (x) >0 aladerechade xo

| 55
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por el criteriode lal erderivadaenxo =1 hay unMinimo relativode £f1 (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa £f1' (x) nos permite construir la tabla :

X (-2, —1) -1 (-1,0) 0 (0, 1) 1 (1, +=)
f(x) >0 0 <0 No Existe <0 0 >0
f1(x) es creciente MAX | es decreciente | No Existe | es decreciente MIN es creciente

Intervalos de crecimiento y decrecimientode £f;

1T (£1) e 1Y (£1) :

T

I' (f1) = (-, -1) U (1, +x)

{

I* (£1) =(-1,0) U (0, 1)

25 (x-1)2 25 (x-1) (x+1
oo o 22 28 (xnY) (x42)
x x?

X0 = -1 es Maximo local o relativoyel valormaximoes f; (—1) =-100
x0= 0 es un punto de discontinuidadde £; (x)

x0= 1 es Minimo local o relativoy el valorminimoes f; (1) =0

Analisis de extremos globales o absolutosde £f; (x) :
Tenemos los siguientes extremos locales de f; (x) :
{{ _11 _100}1 {11 0}}

Veamos como se comporta f; (x) alrededor de 1la discontinuidadx =0

yen los infinitos * o

parax - 0*

25 (x-1)2

limf; (x) =1im = (%)
x-0*

x-0* X
cadlculo auxiliar:
el numerador, cuandox - 0* tiendea 25 (0+ - 1)2 =25 . (—1)2 =25

el denominador, cuandox -» 0* tiendea 0*

25
el cociente tiendea — es decira + o
0+

ponemos este resultadoen (*):
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. . 25
limf; (x) = 1lim ——— = (%)
x-0- x-0- x

calculo auxiliar:
el numerador, cuandox - 0~ tiendea 25 (0™ - 1)2 =25 . (—1)2 =25

el denominador, cuandox - 0~ tiendea 0~

25
el cociente tiendea — es decira -w
0-

ponemos este resultadoen (**) :
.25 (x-1)%
lim—— - -
x-0- X
Por lo tanto en x = 0 hay una AV de f; (x)
cuandox » 0* £ (%) » +o
cuandox » 07 f1 (xX) » -

Ahora analicemos en los infinitos :

parax - +o

2 2

. a2t s ))t  ase faed)
limf; (x) =1lim ——— = 1im =1lim =
X->+00 X+ x X->+00 x X->+00 x

1 2

- lim 25« (1_—) - v

X->+00 x
yparax > -

) .25 (x-1)2 . 112
lim#f; (x) = 1lim———=. ... = 1im 25x (1- —) = -
X—-0 X—-0 x X—-0 X

Por lo tanto, £f; (x) no tieneAHen tx
Pero estos resultados nos permiten concluir que
f1 (%) no tiene extremos globales o absolutos

(no hay un Ginico x que sea el mas grande de 1los maximos ni existe un x

que sea el mas chicode los minimos en el Dominio )

Ya que estamos, veamos si f; (x) tiene asintota oblicua AO
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AO: y=mx+b

x-1)2 2
£ (k) L, BENL o5 (x-1)?  25% (1-1)
m=1lim =lim— =1im =1lim =25
X- © X X © X X- © %2 X © x2
. . . 125 (x-1)2
b=1lim[f; (x) -m-x] =1im[£; (x) -25x] = lim | ————-25%] =
X— o X-> © X © X
. 125 (x-1)%-25x2 . 125 (x2-2x+1)-25x%2
=1lim ] =1lim ] =
X- © X X— © X
25 x2 - 50 x + 25 - 25 x2 -50x+25 x (-50+ 2)
- Lim | ] =1im Z20X*25 gy U7 )
X- © x X-> X X-> © X
. 25
=1lim (—50+—)=—50
X © X
f; (x) tiene una AO de ecuacidén y =25x - 50
s 25 (x-1)*
Graficol : colorazul: f; (x) = ———; colornaranja: y = 25 x- 50
x
L. , 25 (x-1) (x+1)
Grafico2 : colorazul: £ (x) = . ;
x
Dom (£1) =R-{0}; Dom (f1') =R - {0}
xo= -1 es Maximo local o relativoy el valor maximoes f1 (-1) = -100
x0= 0 es un punto de discontinuidadde f1 (x)
x0= 1 esMinimo local o relativoy el valorminimoes £f; (1) =0

f1 (x) tieneAVenx = 0 ypor laderecha 0*el limiteda +
f1 (%) tieneAVenx = Oypor la izquierda0 el limiteda -
f1 (x) no tiene AH

f1 (%) tiene AO de ecuacién y = 25 x - 50

ellimf; (x) = +o
X-+00
ellimf; (x) = -

X>-00
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50 -

=501 50 |

-100} -{oot

Analicemos ahoraconk = -5

ko, = -5
£, (x) = (5x-kz)? (5x-(-5))% (5x+5) (5- (x+1))* i 52 . (x+1)2 _
X X X X X
25 . (x+1)2
£2 (x) =
X
' (5x-k) (5x+k)
Como f (x) = = conk; =-5
x2
£’ (x) o (5XT(=5)) (5x+(-5)) _ (5x+5) (5x-5) _ (5 (x+1)) (5(x-1)) _
x2 x2 x2
: 25 (x+1) (x-1)
£2 (x) =
x2

Pero £, (x) = £1 (x)
Los puntos criticos de £, (x) son aquellos para los que £5' (x) = 0

y seran los mismos que lo analizado para f; (x)

c® (fz') = {-1, 1} sonlospuntoscriticosde £, (x)

yen
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X0 = -1 es Maximo local o relativoy el valor maximoes £ (— 1) =0
x0= 0 es un punto de discontinuidadde £, (x)
x0= 1 es Minimo local o relativoy el valorminimoes £ (1) =100

Intervalos de crecimiento y decrecimientode f£f»

1T (£2) e 1Y (£2) :

T
I'(f2) = (-, -1) U (1, +x)
{
I* (£2) =(-1,0) U (0, 1)
25 (x+1)? 25 (x+1) (x-1
£ ooy o 22" 28 (xed) (x-1)
x x?

X0 = -1 es Maximo local o relativoy el valor maximoes £ (— 1) =0
x0= 0 es un punto de discontinuidadde £, (x)
x0= 1 es Minimo local o relativoy el valorminimoes £ (1) =100

Analisis de extremos globales o absolutosde £f; (x) :
Tenemos los siguientes extremos locales de f; (x) :
{{ _11 0} 14 {11 100}}

Veamos como se comporta £, (x) alrededor de 1a discontinuidadx =0

yenlos infinitos * o

parax - 0*

. .25 (x+1)?
limf, (x) = 1im ———— = (%)
x-0* x->0* x
calculo auxiliar:

el numerador, cuandox - 0* tiendea 25 (0+ + 1)2 =25 . (1)2 =25

el denominador, cuandox -» 0* tiendea 0*

25
el cociente tiendea — es decira + o
+

ponemos este resultadoen (*):

.25 (x+1)?
lim————— -+
x-0* x

Veamos ahora parax - 0~
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) . 25 (x+ 1)2
limf, (x) = 1im ——— = (%)
x-0- x-0- x

calculo auxiliar :
el numerador, cuandox -» 0~ tiendea 25 (0‘ + 1)2 =25 . (1)2 =25

el denominador, cuandox - 0~ tiendea 0~

25
el cociente tiendea — es decir a -»
0-

ponemos este resultadoen (**) :
. 25 (x + 1) 2
lim——— - -
x-0- X
Por lo tantoen x = 0 hay una AV de f; (x)
cuandox -» 0* £ (X) » +o
cuandox » 07 f2 (x) » -

Ahora analicemos en los infinitos :

parax - +o

2 2

_ 25 (x+1)2 25 (x(1+i))  25%? (1+l)
lim#£, (x) = 1lim——— = 1im =1lim =
X->+00 X->+00 x X+ x X->+00 x

. 1)2

=1lim 25x (1+ —) = +00

X->+00 X
yparax - -

] . 25 (x+ 1)2 . 1)\2
limf, (x) = lim———=. ... = 1im 25x (1+ —) = -
X—>-0 X—-0 x X—>-0 X

Por 1o tanto, £, (x) no tieneAHen t+x

Pero estos resultados nos permiten concluir que

f2 (x) no tiene extremos globales o absolutos

(no hay un Gnico x que sea el mas grande de los maximos ni existe un x

que sea el mas chicode los minimos en el Dominio )
Ya que estamos, veamos si £, (x) tiene asintota oblicua AO
AO: y=mx+Db
25 (x+1)2

m=1im =lim ———=1im =1lim
X © X X X X © x2 X x2

e 25 (xe3)” o 25 (103)°

=25
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) . . 25 (x+1)?
b=1lim[f, (x) -m-x] =1im[£, (x) -25x] = lim | ————-25%] =
X-> X © X © x
. 125 (x+1)%-25x? . 125 (x2+2x+1) -25x%2
=1im ] =1im | =
X- x X- x
25 x2 + 50 x + 25 - 25 x? 50 x + 25 x(5°+§)
=lim[ ] =lim 2252 g5 =)
X © x X—> © X X—-> © X
. 25
=1im (50+ —] = 50
X—-> © X
f; (x) tiene una AO de ecuacidén y = 25x + 50
o 25 (x+1)2
Graficol : colorazul: £, (x) = ———; colornaranja: y = 25 x+ 50
X
L. , 25 (x+1) (x-1)
Grafico2 : colorazul: £, (x) = . ;
X
Dom (f2) =R-{0}; Dom (£f2') =R- {0}
X0 = -1 es Maximo local o relativoyel valormaximoes £ (—1) =0
x0= 0 es un punto de discontinuidadde £, (x)
x0= 1 es Minimo local o relativoy el valorminimoes £ (1) =100

f> (x) tieneAVenx = 0 ypor laderecha 0* el l1imiteda + o
f2 (x) tieneAVenx = Oypor la izquierda0~ el limiteda -
f> (x) no tiene AH

f2 (%) tiene AO de ecuacién y = 25 x + 50

ellimf, (x) = +
X->+00
el llm fz (x) = -0

X—>-00



Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 16 a 30 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb

150 - 150 -
100 - 100
50,4 50
N
a _~* 2 7 " 2 2 s
-50L 50 -

t—d—d—d -ttt -ttt -t —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—d—F—F—F—F—F —F — 4 —

Fjercicio 19.- Sea f(r)=¢" ™ Determinar k€ R para que f fenga un extremo

relativo en x =2 . Para el valor de / hallado determinar los maximos v los minimos

locales de f.
Ej 19

£ (x) = e¥kx

Hallar k € R para que f tenga un extremo relativoen x = 2 y luego analizar la funcién

Dom (f) = R
Para que x = 2 sea extremo relativo debera ser £’ (2) =0

Calculemos £  (x) :

£ (x) = [e¥7%%] = e [x}-kx] = e . (3x%-k)
£ (x) =e* . (3x%-k)

Planteamos la condicién £ (2) = 0

£ (2)=e¥*2.(3.22-k)=0 =

= e%?¥. (12-k) = 0 como la exponencial es siempre >0

debera ser :

(12-kx) =0 = k=12
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Luego reemplazandoen f (x) :
3.
f (x) =e*12% parak=12
Los extremos relativosde £ (x) conk =12 seran:

£ (x) =e¥12x. (3x2-12) =0 = (3x*-12)=0 =

=3(x2—4)=0 = x2=4 = '\/x2=‘\/4_ = [x}=2 =

= x=2 6 x=-2 sonpuntoscriticosdef (x)

Dado que f' (x) = 3e¥12%. (x2—4) = 3 e¥"12x . (x—2) (x+2)

es continua en sudominio R aplicamos el corolariodel

Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los cerosde £ y las discontinuidadesde f si las hubiera
candidatos a extremos locales o relativos : {-2, 2}

intervalos de andlisis : (—oo, —2); (—2, 2); (2, +oo)

En (—oo, —2) :

tomamosx = -3 € (-o, -2) = £ (-3) = 3e(-3)°-12(-3) | (-3-2) (-3+2) =
= £ (-3)=3e’.(-5) (-1) =15e°>0 en (-o, -2)

En (—2, 2) :

tomamosx =0 € (-2, 2) = £ (0) =3e®’12(™ . (0-2) (0+2) =

= £ (0)=3e".(-2) (2)=-12.1=-12<0 en (-2, 2)

En (2, +oo) :

tomamosx =3 € (2, +o) = £ (3) = 3e®’-12(3) | (3-2) (3+2) =

= £ (3)=3e?-(1) (5) =15e°>0 en (2, +)

.- Vemos que £ (x) >0 alaizquierdadexo=-2y £ (x) <0 aladerechadexg=-2

porel criteriode lal er derivadaen xo = -2 hay un Maximo relativode f (x)
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.- Vemos que £ (x) <0 alaizquierdadexo=2y £ (x) >0 aladerechadexg =2

porel criteriode lal er derivadaenxo = 2 hay unMinimo relativode f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa £f1' (x) nos permite construir la tabla :

X (-o2, =2) -2 (-2,2) 2 (2, +=0)
fl(x) >0 0 <0 0 >0
f(x) es creciente MAX | es decreciente| MIN es creciente
Intervalos de crecimiento y decrecimientode £
1T (£) e1? (£) :
I" (£) = (-, -2) U (2, +o)
IV (£) = (-2, 2
(£) = (-2, 2)
Calculemos £ (x¢) :
£ (_2) - e(-2)3-12 (-2) _ o-8+24 _ 16
£ (2) = e(7-12(2) _ o8-24 _ o-16
Entonces :
£ (x) =eX12%; £ (x) =3e"2*. (x-2) (x+2)
X0 = -2 es Maximo local o relativoyel valor maximoes £ (— 2) = el®
1
X0= 2 esMinimo local o relativoy el valorminimoes £ (2) =e16 = T
e

Analisis de extremos globales o absolutosde £ (x) :

Tenemos los siguientes extremos localesde f (x) :

{{-2, "}, {2, e7}}

f (x) no tiene discontinuidades en suDom (f) = R por 1lo tanto no tiene AV
Veamos como se comporta £ (x) en los infinitos =

parax - +o

| 65



66 | Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 16 a 30 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb

. : 12
limf (x) = 1im e**-12x _ ellmx_,+°° x3-12x  _ ellmx-)+oo x3 (1-x—2) - et® =
X->+00 X->+00
yparax - -
. : 12
1imef (x) = 1ime**-12x% _ ellmx_,_m x3-12x  _ ellmx-)-oo x3 (1-x—2) —e® =

X—>-00 X—>-00

Por lo tanto, la recta horizontal y=0 esAH de f (x) parax-> -

Pero estos resultados nos permiten concluir que

f (x) no tiene extremos globales o absolutos

(no hay un Gnico x que sea el mas grande de los maximos ni existe un x

que sea el mas chicode los minimos en el Dominio )
Ya que estamos, veamos si £ (x) tiene asintota oblicua AO
AO: y=mx+b

. - 3_ i 3_
vimos que lime**-12% = eliMy, o x-12x

X+

=e = +00

y que parax -» -o tieneAH larectay=0.
Entonces para x » - seguro no tiene AO
Bastara ver si tieneAOparax - +o©

. f (x . ex3-12x
m=1lim () = 1lim ——

X +00 x X +0© x

calculo auxiliar:

x3-12x _ elimx_,+°° x3-12 x

como lime =e'™ = +o existe

X+

y 1lim X = +» tambiénexiste
X—>+00

ex3-12 X

. R +
tenemos una indeterminaciénenel 1im ——— del tipo —
X +© X + 00

Lo que podemos decir con las herramientas disponibles es queen +

x3-12 x

el numerador e serd mucho mas grande que el denominador x

e:(:“—12 x

ypor lo tanto lim — =+

X- +© x
Es decir que £ (x) no tiene AO para x » +®
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Graficol: colorazul: f (x) = e* 12%;
Grafico2: colorazul: £ (x) =3e*2*. (x-2) (x+2);

Dom (£) =R; Dom (f) =R

X0 = -2 es Maximo local o relativoy el valor maximoes £ (— 2) = el®
1
Xo= 2 esMinimo local o relativoy el valorminimoes f (2) =el6 = T
e
f (%) no tiene AV
f (x) notieneAHparax » +®©
f (x) tieneAHparax » - es larectahorizontal y=0
f (x) no tiene AO
ellimf (x) = +o
X->+00
ellimf (x) =0
X—>-00
2x107 - 2x107 [
1x107 - 1x107 -
” 2 2 s " e 2 s
-1x107 -1x107 -
—2x107 & -2x107 -

t—d—d—d -ttt -ttt -t —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—d—F—F—F—F—F —F — 4 —

Ejercicio 20.- Las funciones C,(1)=1e”" y C,(1)= r’e”" expresan la concentracion en
sangre de cada una de dos drogas 7 horas despues de administradas.
a. (Cual de las dos drogas alcanza mayor concentracion?

b. ;Cual alcanza la concentracion maxuma en el menor tiempo?

Ej 20
Ci (t) = te™* eslaconcentraciénen sangre de droga; luego de t horas
C2 (t) = t?2 et es laconcentracién en sangre de droga; luego de t horas
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Ej 20 a)
Cudl de las 2 dos drogas alcanza mayor concentracién ?

Calculemos los extremos localesde C; (t) y C2 (t) y veamos cudles valores alcanzan

en esos extremos (es de esperar que tengan méximos)

ParaC; (t) =tet

C'1i(t) = [te-t]' =[t] -et+t. [e-t]' =l-et+t-e®(-1)=e"(1-t)
Ci(t)=e®(1-¢)

puntos criticosde C; (t) cuandoC'; (t) =0 :

= e (1-t) =0 comolaexponencial es siempre >0

(1-t) =0 = t=1 espuntocriticodeCi (t)

c® (c'1) = {1}

Dadoque C'1 (t) =e™® (1-t)

es continua en sudominio R,p aplicamos el corolariodel

Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los cerosde C'; y las discontinuidades de C; si las hubiera
candidatos a extremos locales o relativos : {1}

intervalosde analisis: (0, 1); (1, +w)

En (0, 1) :

1 , 1 L 1 1
tomamos t = — € (0,1) = C1(—]=62(1——)=—e2
2

0 0,1
" > en( )

En (1, +co):
tomamosx =2 € (1, +o) = C'1 (2) =e?(1-2) = - e':_ <0 en (1, +w)

.- Vemos que C';1 (t) >0 alaizquierdadeto=1y C'1 (t) <0 aladerechadeto=1

porel criteriode lal erderivadaen to = 1 hay un Maximo relativode C; (t)

Calculemos C; (to) con C1 (t) =te™®
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Intervalos de crecimiento y decrecimientode Ci (t)

1T (c1) et (1) :

AhoraparaC; (t) = t?2e®

C2(t) =[t?e®] =[t?] -et+t?.[et] =2t-et+t?.et(-1)=te® (2-t)
Ca(t)=tet(2-1t)

puntos criticosde C; (t) cuandoC'; (t) =0 :

= te®(2-t) =0 comolaexponenciales siempre >0

t=0 6 (2-t) =0 = t=06 t=2 sonpuntoscriticosdeC; (t)

c® (c'2) = {0, 2}

El puntocriticot = 0 nonos va a interesar

Dadoque C'z (t) =te™® (2-t)

es continua en sudominio R,p aplicamos el corolariodel

Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los cerosde C'; y las discontinuidades de C; si las hubiera
candidatos a extremos locales o relativos : {0, 2}

intervalos de analisis : (0 , 2) ; (2 , +oo) (no nos interesaquepasaent = 0)
En (0,2): conC'a (t) =te™®(2-t)

tomamost=1 € (0,2) = C'2(1)=1e? (2-1)=1e" (1) =l >0 en (0, 2)
e

En (2, +co) :

tomamos t =3 € (2, +w)

| 69
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.- Vemos que C'> (t) >0 alaizquierdadeto =2y C'2 (t) <0 aladerechadety =2

porel criteriode lal er derivadaen to = 2 hay un Maximo relativode C; (t)

Calculemos C; (to) con Cz (t) = t?et:

1

Cz (2) =2%e?=4. = éste es el valor maximo que alcanza Cy (t)
e
4 L.
Cz (2) = — es el valor maximo que alcanza C; (t)
e

Intervalos de crecimiento y decrecimientode Cz (t)

1T (c2) e1? (Ca) :

Nos pedian encontrar cudl de las 2 dos drogas alcanza mayor concentracién ?

Comparando los valores maximos que alcanzan C; (t) =tety Co (t) = t2et

1 4 4 1
Ci (1) =— y C2 (2) = — vemos que — > —
e e? e? e

Por lo tanto la droga, alcanza mayor concentracién
4

=~ 0.36787 ; =~ 0.54134
e?

® |k

Ej 20 b)
La droga; alcanza la concentraciénmaximaen t = 1 hora
La droga; alcanza la concentraciénmaximaen t = 2 horas

Cudl de las 2 dos drogas alcanza la concentracién maxima en el menor tiempo ?

La droga;
Graficos

Graficol: colorazul: C; (t) =tet color naranja: C; (t) =t?et
Grafico2: colorazul: C'; (t) =et (1 - t) colornaranja: C'z (t) = te® (2 - t)
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L

04} 0.4}
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-0.4 _041}
-06L -06%
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Ejerecicio 21.- Hallar las dimensiones que debe tener un rectéangulo de area 64 para que
a. su perimetro sea mMinimo;

b. sudiagonal sea la menor.

Ej 21
Rectangulode ladosa , b y de d&rea A=a -b = 64
Ej 20 a)

Hallar a y b para que superimetro P seaminimo

P=2a+2b y comosuarealA =64 =ab despejandoa = — (%)

reeemplazandoenP :

64 128 + 2 b?
P=2.—4+2b = P(b) = ——m—
b

buscamos puntos criticos de P (b) :

1

, 128 +2b? .+ [128+2Db?] -b - (128+2Db?) - [b]
2o b I- b2 =

4b-b - (128+2Db%) -1  4p? -128-2b> 2Db? -128

b? b? b?

Entonces puntos criticos en aquellosb tal que P’ (b) = 0
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, 2b?% -128 2 2
P (b) =0 =—2=0 = 2b“ -128=0 = Db° -64=0
b
= b’ =64 = b=-8 6 b=8
Sélonos interesa b = 8 ya que las dimensiones del rectangulo deben ser > 0

Como P' (b) es continua aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano a la

izquierday a la rederchadel puntocritico b = 8

En (0, 8) tomamos b = 7a laizquierdade8 y

, 2.7% -128
calculamos P (7) = -, =
7
98 -128

= P (1) = ——— <0
'72

a la derecha de 7 tomamosb = 9
2.9%2 128 162 -128

= P (9) = 52 = 92

Como P (b) <0alaizquierdadeb=8 y P’ (x) > 0aladerechadeb=8
enb = 8 hay unMinimo local o relativode P (b)
Parab = 8 el perimetro P sera minimo

Reemplazando en (*)

64
a = — obtenemos el valordea
b
64
a=—=811!1!
8

Por lo tanto las dimensiones del rectangulo de area 64
para que el perimetro seaminimo son :

a=8yb=8 esdecir que el rectangulo
en realidad es un cuadrado de lado 8

Ej 20 b)
Hallar a y b para que la diagonal sea la menor posible
rectangulode ladosaybyde area A = 64

la diagonal Diag aplicando Pitagoras es igual a :

Diag = '\/ a? +b?

64
Como la superficeo drea A = 64 = a - b despejamosa = — (*%)

y reemplazamos en Diag :
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64\2 642 642 + b*
Diag = (_) +b = +Db = _—
b b? b2

Encontrar los puntos criticos de Diag (b) es similar a encontrar

642 + bt
los puntos criticos de Diag? (b) = - pero la cuenta es mas facil

(resultado que pueden verificar Uds.)

Calculamos la derivada de Diag2 (b) :

642+b4]' ) [642+b%] - b2 - (64%2+Db*) - [b?]

[Diag? (b)] = | » )

4b°-b® - (64°+b*) -2b 4Db% -6422b-2b° 2Db° -6422Db

b4 b4 b4

i 2b (b* - 64?) i 2 (b* - 64%) i 2 (b? - 64) (b* +64)

b* b3 b3

Entonces :

2 (b? - 64) (b* +64)

[Diag? (b)] = ”

planteamos [Diag® (b) ] ' = 0 para obtener los puntos criticos
2 (b? - 64) (b* +64)

[Diag? (0)] =0 = ” =0 =

= 2 (b® -64) (b® +64) =0 = (b’ -64) (b’ +64) =0
como (b? +64) >0 siempre deberdser (b®-64)=0 =

= b?2-64=0 = b? =64 = '\/b2='\/64 = |b} =8

Como nos interesan dimensiones del rectangulo la soluciénb = -8

nonos interesa = b =8 eselpuntocritico
Veamos si es un mdximo ominimo :

Como [Diag2 (b) ] ' es continua usamos el corolario del teorema de Bolzano

para ver el comportamiento de |'Diag2 (b) ] " alrededordeb = 8
tomob = 7alaizquierdadeb=8 =

. 2 (7% -64) (7% + 64 2 (49 -64) (7% + 64
oiage (1] - 2764 (72 vee) 2 (49 -e0) (72 ver)

73 73
tomob = 9a laderechadeb=8 =

| 73
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vemos que [Diag® (b) ] '<0alaizquierdadeb = 8y que [Diag® (b) ] ‘>0
aladerechadeb=8 = enb = 8 hayunMinimo de [Diag® (b) ]

Reemplazando este valordeb = 8 en (*x)
4
a=— = a=—=28
b 8

Los valoresde ayb dimensiones del rectangulode area 64 para que

laDiag-= '\/ a? + b? sea lamenor posible son :
a=8y b=8
es decir el rectangulo resulté un cuadrado de lado 8

Conclusiédn :

De todos los rectangulos de drea A los que tienen menor perimetroy

menor diagonal son los cuadrados de lados VA

t—t -ttt -ttt -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—F— - — 4 —

Ejercicio 22.- Descomponer el niimero 16 en dos sumandos positivos tales que su

producto sea maximo.
Ej 22
Hallar a , b > 0 dos nimeros positivos tales que
a+b=16 (*) y su producto p=a:-b sea maximo

Comoa =16 -b reemplazamosenp :

p=(16-b)-b = p(b)=(16-b)b=16b-b?

p (b) es un paradbola "triste" que tiene unmaximoenel x, = —— = 8

Pero resolvamos el ejercicio usando la derivada

puntos criticos dep (b) cuandop' (b) =0

Calculemosp (b) :

p (b) = [16b-b?] =16-2b
planteamosp’ (b) =0 = 16-2b=0 = b=28

Veamos si es unmaximo o unminimoaplicando el criteriode la 2 daderivada:
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criterio de la 2 da derivada para determinar
si xp punto criticode £ (x) es un

maximo local ounminimo local de £ (x) :

si xo es un punto criticode £ (x) esdecir £ (x0) = 0 tenemos que :
1) si £ (x0) >0 entonces x;esunmminimo local de f (x)
2) sif'' (x0) <0 entonces xpesunMmAxXimo localde £ (x)

3) sif'' (x0) =0 elcriteriofallayno sepuededecidirsiesMom

Apliquemos este criterioab = 8 puntocriticodep (b) = 16 b-b?

calculemosp ' (b) = [p’ (b)]' = [16-2b] :
p (b) =-2 <0 paratodobeR

entonces comob = 8 es puntocritico y p'' (8) =-2 <0

por 2) del criteriode la2daderivada b =8 esunmaximo localdep (b)

Por lo tantocomob = 8 es unméximodep (b) el productop = a -b también

sera maximo

reemplacemosb = 8 en (*) para obtener a:
a+b=16 = a+8=16 = a=16-8=28

Los dos sumandos positivos que hacen que el producto
de ellos seamaximo son :

a=8y b=8
a+b=16 ya-b=8.8=64

t—t -ttt -ttt -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—F— - — 4 —

Ejercicio 23.- Hallar el menor valor que se puede obtener al sumar un numero con 25

veces su inverso. ;Para qué niimeros se alcanza dicho valor minimo?

Ej 23
En el enunciado vamos a agregar que el numero a encontrar debe ser positivo

llamemos S a la suma y x € R,0 al nimero a encontrar

1
El inverso del numero x se refiere al inversomultiplicativo —

X

| 75
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25
S=x+ —
X

Queremos que S seaminimo y x> 0

25
Buscamos puntos criticosde S (x) = x+ —
X

S () =[x+ =] = [x+25x] = [x]'+ [25x7] = 1+25[x?] -
X

=1+25 (-1) x'2=1—2—5 =
x2

. 25
s (x)=1-—
x2
puntos criticosde S (x) cuando S’ (x) = 0

. 25 25
S (x) =0 = 1-—-= = 1l=—
%2

= \/xz =V25 = |x}|=5 = x=56 x=-5
c®(s') = {-5, 5} sonlospuntoscriticosdeS (x)

Usemos el criteriode la l er derivada para saber si sonmax omin
Como S' (x) es continuaenR - {0} apliquemos el corolario del

Teorema de Bolzano en los intervalos entre puntos criticosy

discontinuidadesde S (x) ( X = 0)

Intervalosde andlisis: (-o, -5); (—5, 0); (0, 5); (5, +x)

, 25
En (-, -5) conS (x) =1-—:
%2
, 25 25
tomamosx=-6 = S (—6):1— =1-—>0
(-6)7 38
En (-5, 0)
, 25 25
tomamosx=-1 = S (—1):1— =1—T=—24<0



En (0, 5)

tomamos x =1

tomamos x = 6

= S’ (1)

= S’ (1)

n
[y
1
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n
[
1

Vemos que S’ (x) > 0 alaizquierdade xo =

por el criteriode lal er derivadaen xo =

Vemos que S’ (x) < 0 alaizquierda de xo

peroenx = 0 S (x) noestd definida. Hay una discontinuidadde S (x)

Vemos que S’ (x) < 0 alaizquierdade xg =

por el criteriode lal er derivada en xo

25
— =-24<0
1
25
— =-24>0
36

-5y S (x) <0 aladerechadexo=-5

-5 hay un Maximo local o relativode S (x)

0Oy S (x) <0 aladerechade xo

0

5y S (x) >0 aladerechadexo =5

5 hay unMinimo local o relativode S (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa S’ (x) nos permite construir la tabla :

X (-2, =5) -5 (-5,0) 0 (0.5) 5 (5,+2)
S'(x) >0 0 <0 No Existe <0 0 >0
S(x) es creciente MAX | es decreciente | No Existe| es decreciente | MIN es creciente

Como nos pedian que la suma S (x) seaminimay x > 0, nos quedamos conx = 5

25
Lasuma S (x) esminimaconx =5y da S(5) =5+ —=5+5=10

Graficol:

Grafico 2 :

color azul :

color azul :

S (x) =x+ —

S (x) =1-

x
25

%2
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a0l 40t
20 20
| | .
-5 5 -5 5
-20 =20
0 40
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Ejercicio 24.- Hallar el punto del grafico de f(x)=3x+5 que esta a menor distancia
de P—=(1.7).

Ej 24

Un punto Q pertenece al graficode f (x) siQ = (x, 3x+ 5)

Como la distancia "d" entre 2 puntos cualesquiera T = (%1, y1) ¥ R = (x2, y2)

del planoes:

d=\/(x1—Xz)2+ (y1-y2)?

calcularemos ladistancia entre unpuntoQ = (x, 3x+ 5) del graficodef y P= (4, 7)

y buscaremos los x para los que la distancia es minima

Graficamente podemos ver que el punto Q sobrey = 3 x+ 5 que estd amenor distanciadeP

1 25
es el que pertenece a la recta perpendiculary = - —x+ — quepasapor P:
3

Nota : sim # 0, dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes es iguala -1

1
m - Mperpendicular = -1 comom=3 = Mperpendicular = = —
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Obtengamos el punto Q sobrey = 3 x + 5 que estd amenor distanciadeP = (4, 7)

conQ=(x,3x+5) =(x1,y1) vy P=(4,7)) = (x2, y2)

d= \/ (x1-%2)2+ (y1-y2)2 reemplazando :

d='\/(x—4)2+ (3x+5—7)2 ='\/(x—4)2+ (3x—2)2 =

='\/x2—8x+16+9x2—12x+4 ='\/10x2—20x+20

Entonces d = '\/10 x%2-20x+20

Buscar los puntos criticos de d es similar a buscar los puntos criticos de d?
d? =10x?-20x+20 pero lacuentaal derivar es muchomas sencilla

(Uds . pueden probar esta afirmacién)
puntos criticos de d® cuando [d? (x) ] ‘=0

[¢? (x)] = [10x?-20x+20] =20x-20 =

= [d? (x)] =20x-20



80 | Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 16 a 30 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb

planteamos [d® (x) ] =0

20x-20=0 = 20 (x-1) =0 = x=1 espuntocriticoded? (x)

Aplicando criteriode laderivada2da:

[¢% (x)] " =20

Comox = 1 es puntocriticoy [d® (1)] "'220>0 = x=1esunMinimo local de d? (x)
La ordenada del punto Qnin 1la obtenemos evaluandoeny = 3x+5

y=3-1+5=8

Por lo tanto,
el puntoQ € graf (f) y que estd amenordistanciadeP = (4, 7) es :
Quin = (1, 8)

t—d—d—d -ttt -ttt -t —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—d—F—F—F—F—F —F — 4 —

Ejercicio 25.- Hallar dos numeros tales que su suma sea 1gual a 12 v la suma de sus

cuadrados sea minima.

Ej 25

Hallar ayb € R

talesquea+b =12 y que a’? +b? seaminima
De a+b=12 (%) despejamos a = 12-b

reemplazando en a? +b? :

scuadrados (b) (12 - b) 2 + b2

144-24b+b?+b? =144-24b+2Db?

scuadrados (b )

Como es una parabola enb con término cuadratico positivo tiene unminimo

Pero resolvamos aplicando la derivada :

De scuadrados (b) =144-24b+2 b2
Calculemos S’ cuadrados (b), igualemos a 0 y obtengamos los puntos criticos

s‘cuacirados (b) = [144—24b+2b2]' =-24+4Db
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puntos criticos en S cuadrades (b) =0 =
-24+4b=0 = 4b=24 = b=6

b = 6 espuntocriticode Scuadrados (b)

Aplicando criteriode laderivada2da:

S' 'cuadrados (b) =4
comob = 6 es punto criticoy S’ cuadrados (6) = 4 > 0 entonces

b=6 esunMinimo local de Scuadrados (b)

Reemplazandoen (*) para obtener a:
a+b=12 = a+6=12 = a=12-6 = a==6
Por lo tantoparaa = b = 6 1a suma de los cuadrados

Scuadrados = a2 + b? es minima y da Scuadrados = 6% +62 =172

Graficol: colorazul : Scuadrades (b) = 144 - 24 b + 2 b?

Grafico2: colorazul : S cuadrades (b) = -24+4Db

b = 6 esMinimo local de Scuadrades (b) y el valorminimo es 72

2007 200f
1 150:—
100: 100:—

/
-50 |- -50 -
-100t -100L

t—d—d—d -ttt -ttt -t —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—d—F—F—F—F—F —F — 4 —
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Ejercicio 26.- La concentracion de un farmaco en la sangre 1 horas después de ser

3r+2

2

myectado viene dada por C(f) = . Hallar cuando la concentracion aumenta,

cuando disminuyve y cuando es maxima.

3t+2
Conc (t) = — da la concentracién un farmaco en sangre luego de t horas de inyectado

4€2+1

Hallar Intervalos de crecimiento y decrecimientode Conc (t)

IT (Conc) e I'l' (Conc) :

Hallar el maximo de Conc (t)

Conc (t) estadefinida para todo t € R pero nos quedaremos con los t positivos

Dom (Conc) = Ryo

Estudiamos la funcién Conc (t) a partir de suderivada:

. 3t+2 0 [3t+2] - (4t2+1) - (3t+2) - [4t2+1]
Conc' (t) = [ ] = =
4€241 (4t2+1)2
3-(4t?+1)-(3t+2) -8t 12t?+3-24t2-16t -12t2-16t+3
= = = =1
(4t2+1)2 (4t2+1)2 (4t2+1)2
, -12t2-16t+3
Conc (t) =
(4t2+1)2
, -12t2-16t+3
Conc (t) = 5
(4 t2+1)
Buscamos los puntos criticos planteando Conc’ (t) =0
-12t*-16t+3 2 2
=0 = -12t°-16t+3=0 = 12t“+16t-3=0
(4t2+1)2
resolvemos la ecuacidén cuadraticaent:
-bxVb%2-4.a.c
ti,2 =
2-.a
. ~16++/162-4.12. (-3)  _16:+/256+144  -16 + /400
1,2 = = =
2.12 24 24
-16+ 20 -16 + 20 4 -16 - 20 36 6 3
24 24 24 24 24 4 2
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1 3
ti=— o6 ta=-—
6 2
1 3
t=—y t=-— sonlospuntoscriticosdeConc (t)
6 2
3 1
c® (Conc) = {——, —}
2 6

1
Nos interesa sélo t = — que es postivo
6

Cuando el cédlculo de la derivada segunda resulta complicado nos conviene

usar el criteriode la derivada primera para determinar maximos y minimos

-12t2-16t+3

Analicemos el comportamiento de Conc' (t) =
(4t2+1)2

pero factorizada como :

-12t2-16¢+3 _ ‘(t+§) (t‘i)

4t24+1)32 4t24+1)2
( )

Conc' (t) =

alrededorde t =

o |

Como Conc' (t) es continua podemos utilizar el corolario del Teorema de Bolzano

alaizquierdadet = —
6

1 (1
tomamos t = — = Conc (—] = > = " >0
8 8 1)2 1
(4(8) +1) (4 64+1)
1
a laderechade t = —
6
-(3) (8)
tomamos t =1 = Conc' (1) =21 18/ 9
(4-1%2+1)2

' 1 . 1
Vemos que Conc (t) > 0alaizquierdadet = —yqueConc (t) <0aladerechadet= —
6 6

1
entonces en t = — hay un MAximo local de Conc (t)

Intervalos de crecimiento y decrecimientode Conc (t)

IT (Conc) e Il' (Conc) :

1t (Conc) = (0, %)

1t (Conc) = (%, +oo)
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1 1 5 5
CO,,C(i)_ 3162 %2 2 2 _5:9_ 9 _°
6 1)2 = = 0 2.10 2.2 4
4(2) +1 4 36+1 +1 °

3t+2
4t2+1
-12t?2-16t+3

Graficol: colorazul: Conc (t)

Grafico2: colorazul: Conc' (t) =
(4 t2 + 1) 2

1 9
t = — esunMaximo local de Conc (t) y suvalormaximoes —
6 4

° % 2 3 4 5 6 1 2 : 7 5 6
_1: -1+
_2; -2F
_3i _3i

t—t -ttt -ttt -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—F— - — 4 —

Ejercicio 27.- Hallar el punto del grafico de f(x)= J8x que esta a menor distancia de

P=(6,0). Calcular dicha distancia.

£(x) =V8x Dom (£) = Rso = [0,+oo)
UnpuntoQ € graficodef < Q= (x, V8x ) y estara a lamenordistanciadeP = (6, 0)

paraelminimoxded (x) distanciaentreunpuntoQ def a P
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Como la distancia "d" entre 2 puntos cualesquiera T = (x1, y1) ¥ R = (x2, y2)

del planoes:

d=\/(x1—X2)2+ (y1-y2)?

ladistanciaentre Q = (x, \/8x) y P= (6, 0) sera :

d (x) =\/(x—6)2+(\/8_—0)2 =\/(x-6)2+(«/K)2 =

d (x) ='\/(x—6)2+8x =’\/x2—12x+36+8x =’\/x2—4x+36

d(x) =Vx*-4x+36

Encontrar los puntos criticos de d (x) da el mismo resultado que
encontrar los puntos criticos de d? (x) =x®-4x+36 pero la cuentaes

mucho mas sencilla:
[@? (x)] = [x®-4x+36] =2x-4

Igualando a cero para obtener los puntos criticos de d? (x) :

[¢? (x)] =0 = 2x-4=0

= x=2 espuntocriticode d? (x)
c° ([dz]') = (2}

Para determinar si es mdximo ominimo aplicamos criteriode la

2 da derivada :
[dz(x)]”=2 VxXeER

comox = 2 espuntocriticoded? (x)y [d2 (2)] =250 =

x = 2 es unMinimo de d? (x)

ElpuntoQ : Oumin = (2, V8- 2 ) = (2, 4)
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es el puntode £ (x) = V8 x que estd amenordistancia
deP= (6, 0)

Calculemos la distancia de Qupin = (2, 4) a P= (6, 0)

d=/(2-6)2+ (4-0)?
d=vv2 -v16 =2 -4

\/(-4)2+(4)2 =vV16+16 =2 .16
442 = d=-4+2

Entonces ladistaciaentreQnin v P es :

d=4+/2

Graficamente podemos ver que el punto Q sobre £ (x) = V8 x que estd amenor distanciade P

es el que pertenece a la recta perpendiculara f (x) que pasapor P :

8 —

o

\\\\\\\\\\\Q\\\\\\\\\\\\\\\‘\P\\\
i 2 3 4 e

t—t -ttt -ttt -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—F— - — 4 —



Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 16 a 30 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb | 87

Ejercicio 28.- Un terreno rectangular se va a cercar v dividir en tres porciones iguales
mediante dos cercas paralelas a dos de los lados del terreno. Si el alambre total que va a

usarse ¢s de 8000 metros, encontrar las dimensiones del terreno que tendra mayor arca
Ej 28
longitud de alambre total = 8000 m
terreno rectangularde dreaA = a.b

Longitud de alambre en funcién de los lados del terreno :

2a+2b+2a=8000 = 4a+2b=28000

Despejandob en 4a+2b = 8000 tenemos :

2a+b=4000 =

b=4000-2a (%)

Para que el drea A = a.b seamaxima reemplazamosb :

A=a.b=a (4000-2a) = 4000a-2a”

A (a) = 4000 a - 2 a?
CalculamosA' (a) e igualamos a 0 para obtener los puntos criticos
A' (a) = [4000a-2a%] =4000-4a

A' (a) =4000-4a
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Entonces A' (a) =0 = 4000-4a=0 = 4 (1000-a)=0 =
a=1000 es puntocriticodeA (a)

Usamos criteriode la derivada 2 da para determinar si a es minimo o maximo

A (a)=-4 V a eR,g (nos interesan valores de a > 0)

como a=1000espuntocriticodeA (a) yA'' (1000) = -4 < 0 entonces

a=1000 esunMaximo localdeA (a)

Reemplazandoen (*) obtenemos b:

b =4000-2a =4000-2-1000 =2000
b =2000

Por lo tanto el terreno a cercar con las condiciones dadas de 2 cercas
para dividir el terreno en tres parcelas iguales y de disponer de una
longitud total de alambre para cercar de 8000 metros

tendra drea maxima si elegimos a =1000m y b =2000m

El 4&rea maxima es Aysx = 1000m - 2000m = 2 000 000 m?

Graficol: colorazul: A (a) = 4000a-2a?

Grafico2: colorazul: A’ (a) =4000-4a

a = 1000 es unMaximo local de A (a) y suvalor maximoes 2000000

4000

2.0x108

| 3000
1.5x 108

F 2000
1.0x 108

[ 1000
500000

L L L L Il L L L L L L L L Il L L L L J
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

t—t -ttt -ttt -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—F— - — 4 —
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Ejercicio 29.- Un constructor debe hacer una ventana rectangular. Para el marco
dispone de 6.40 metros de varilla metalica. Hallar las dimensiones de la ventana de

modo que el area de abertura sea maxima.

Ej 29

ventana rectangularde ladosayb

para el perimetrode la ventanadisponede 6.4mde varillametdlica
P=2a+2b=6.4 (%)

Areade laventana: A=a.b

Hallemos a y b para que A seamaxima

De (*) dividiendo por 2 en ambos miembros y despejando b obtenemos:

b=3.2-a (*%)

Reemplazandoen A =a.b = a. (3.2—a) =3.2a-a?

— A(a)=3.2a-a’

Buscamos los puntos criticosatal queA’ (a) =0

A' (a)=3.2-2a

planteamos A’ (a) =0 = 3.2-2a=0

= a=1.6 espuntocritico

Como A' (a) es continuaenR,p (dimensiones de ventanapositivas)
aplicando el corolario del Teorema de Bolzano a 1la izquierda y derecha del punto
critico analizamos el signode lal er derivada a fin de determinar crecimientoy

decrecimientode A (a)

Alaizquierdadea=1.6

tomamosa=1 = A (1)=3.2-2.1=3.2-2=1.2>0
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A laderechadea=1.6

tomamosa=2 = A (2)=3.2-2.2=3.2-4=-0.8<0

Vemos que a la izquierdade a=1.6 A (a) >0 y aladerechade a=1.6 A' (a) >0
entonces ena = 1.6 hay un Maximo local o relativode A (a)
y cuyo valor maximo es :

A(1.6)=3.2-1.6-1.62=1.6(3.2-1.6) =1.6-1.6= (1.6)°=2.56
Reemplazandoa =1.6 en (**) obtenemosb :

b=3.2-1.6

]
[
)]

Por lo tanto para que el 4rea de la ventana rectangular sea maxima
conunmarcometadlicode longitud6.4m deberdser a=b=1.6m

La ventana de &reamadxima en realidad es un cuadradode lado1.6m

Graficol: colorazul: A (a) = 3.2a-a?

Grafico2: colorazul: A' (a) =3.2-2a

a=1.6mesunMaximo localdeA (a) y suvalor maximo es (1.6)2 = 2.56m?

4 4
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Ejercicio 30.- En pacientes con cierta enfermedad. se sabe que la temperatura (en °C)

¢t horas después de haberles suministrado cierta droga se rige segtiin 1a ley

—(t—3)%

; 1 ) 3 o )
I(r)=37+ Ie 2 . (En qué instante se alcanza la temperatura maxima? ;Cual es

gsta?

Ej 30

Luego de t horas de sumunistrarles una droga a pacientes con cierta enfermedad

la temperaturaen °Celsius sigue la funcién:

£-3)2

1 _
T(t) =37+—e =2
4

Buscamos el maximo ty y el valor maximo que alcanza : T (tu)
Apartirde laderivadadeT, T (t) obtenemos lospuntoscriticosdeT (t)

Entonces :

T (t)=[37+£e'1_2L] =[37]‘+[£e_ 2 ] =0+—[e_ 2 ] =
4 4

Planteamos T (t) =0 parahallar los puntoscriticosdeT (t)

t-3)2

T (£) =0 = -— (t—3) -e 2z =0 como laexponencial es siempre > 0
4

deberaser: (t-3) =0 = t=3 espuntocriticodeT (t)

c® (T') = {3}

Dadoque T (t) escontinuaenR, analicemos el signode T (t) alrededordet =3

para aplicar el corolario del Teorema de Bolzano

alaizquierdadet =3

2-3

tomamos t =2 = T (2):— (2—3)-e_ 2 =—£(—1)-e_ 2 >0
4

N

pues la exponencial es siempre > 0

a laderechadet =3

| 91
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4-3)° 2-3)2

, _ 1
tomamost=4 = T (4) =-— (4-3) - e : =—Z(1)-e 2 <0

|-

Vemos que T (t) > 0alaizquierdadet=3yqueT (t) <0aladerechadet=3

entonces en t = 3 hay un Maximo local o relativode T (t)
Se alcanza la temperaturamaxima para t = 3 horas
El valor maximo de temperatura T (t) es

13 1

i o 1
T(3)=37+—e 2z =37+—e%°=37+—.1=37.25
4 4 4

Graficol: colorazul: T (t) =37+

Grafico2: colorazul: T (t) = = -

t = 3horas es un Maximo localde T (t) y suvalor mdximo es 37.25°Celsius

375

r 0.2
37.4 -
373

I - 1 J

L 4 5
372

r =01
3711

AN S S S S S S IS S S S Y ST ST S S BN SO S _02 L
0 1 2 3 4 5 6

t—t -ttt -ttt -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—F— - — 4 —



