21/6/2020 Funcién inversa

Funcion inversa

Dada una funcion real f queremos resolver la ecuacién f(x)} = b para los distintos valores de b & .

1) Consideremos la funcién f(x) = —2x + 3. Comencemos resolviendo f(x} = b para b = 5. Tenemos que
flx) =5 &= =2x+3=5 < =2x=5-3 < -2x=2+= 1= -1,
es decir, la ecuacion tiene una Unica solucién y = —1. (Observamos que, en efecto _f{_— 1) =5)

Graficamente, lo que estamos haciendo es buscar un valor x tal que el punto {x, f(x) ) del grafico de f tenga segunda
coordenada igual a 5, es decir, que esté simultaneamente en el grafico de fy enlarectay = 5

De la misma manera que para b = 5, si consideramos cualquier b & [, larectay = b interseca al gréfico de f en un
Unico punto, es decir, para cualquier b = [E hay un tnicoa « [ tal que f{a) = b.

2)Sea f: R —{—1} — R lafuncion f(x) = = 11. Resolvamos la ecuacién f(x) = b para b = 3. Tenemos que,
J TACY Ay iz,

parax # —1,

2y —1 ,
flx)=3 = o1 =3 = 2x-1=3xr+1)—= x-1=3x+3 — —-4=x
Luego, la ecuacion tiene una unica solucion, y = —4.

Si hacemos lo mismo para j = 2, al despejar obtenemos que

2r—1
x+1

f(x) =2 = =2 4+ x-1=2(x+1)— 2x-1=2x42 — 0=3

(notar que se cancelan las x). Como la igualdad () = 3 es falsa independientemente del valor de 1, concluimos que no
existe ningln x < [ tal que f{x) = 2.

Veamos nuestros resultados en el grafico de la funcion f:

e

=

Observamos que la recta = 3 corta al gréfico de f en un dnico punto; es decir, hay tnico punto de la forma (x, f(x) ) tal

que su coordenada ¥ es 3. Este punto es el { —4, 3 ), lo que significa que y = —4 es la unica solucion de la ecuacion
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f(x) = 3, como vimos antes.

Por otro lado, la recta i = 2 no interseca al grafico de f, es decir, no hay ningun punto de la forma {x, f(x} } cuya
segunda coordenada sea 2. Esto implica que la ecuacion f(x) = 2 no tiene solucion.

Graficamente se Qbserva que, para todo b # 2, la recta ¥ = b interseca al gréafico de _f en un unico punto; luego, para
todo b & [ — {2}, existe un Unico a tal que f{a) = b.

En general, dada una funcion real fy dado b & I, la ecuacion f(x) = b tiene solucion siy solo si b & Im(f ), ya que
Imy{ f ) es justamente el conjunto de todos los valores que se obtienen al hallar f{x ) para todos los x & Dom( f ).

Si para cada b & Im( f), existe un tunicoa € Dom/( f ) tal que f{a) = b, se puede definir una nueva funcion que a cada b
le asigna este valor a. Esta funcion se llama la funcion inversa de f,

f~1:Im{ f) = Dom(f),
y verifica que
flb)=a = fla)=0b.

n

En cada uno de los ejemplos anteriores, como vimos graficamente, es posible definir f 1 Busquemos una férmula para
estas funciones. Para esto, debemos encontrar, para cada b & Im( f ), el tnicoa & Dom/( f ) tal que f{a) = b.

1) Sea f(x) = —2x -+ 3. En este caso, Im( ) = [E. Resolvemos la ecuacion f(x) = y para cada y & [E:
o 1, . 1 3
Hx)=y & -2x4+3=y — -A=y-3+ x= —5 - 3) &= x= ¥+ 3

. . ‘ 3 .
Entonces, la funcion f 1. B — Reslaqueacada ¥ le asigna el valor _%y +5 Renombrando la variable, dado que

usualmente se utiliza la letra x para la variable de una funcién, obtenemos

CN PR
v{ I{l}__z 2

2) Sea f(x) = ———. Como vimos antes, Im( f)} = F — {2}. Buscamos entonces, para cada 7 2, el valor
x € Dom(f) =R~ {-1}talque f(x)=y:
. 2x -1 _ ) .
flx)=y < T=y = a-1=y(x+1) = 2x—l=yx4+y = 2x—yx=y+1
PACY x4
) y+1
— 2-ylx=y+1 = x =71
ot o 2 — y
N - o u —_
Entonces, la funcién inversa de f es la funcién f 1. R - {2} =+ B~ {—1}queacadal leasignala soluciéné ” de
la ecuacion; llamando x a la variable,
-1y X+ 1
W=7

Observacion. La notacion f I{J;} se usa para representar el valor que se obtiene al aplicarle la funcién f I (inversa de

f)a x. En general, este valor no coincide con { f{x}) 1= F que es el inverso del valor que se obtiene al aplicarle la
. SN «

funcion fax.

Por ejemplo, para la funcion _f'{_x_} = —2x <+ 3 del ejemplo 1), se tiene que
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fFlay==3x+35 y  (flx)™

_ 1 _ 1
T fl) T —2x+3

La propiedad fundamental que verifica la funcion inversa f ! de una funcion f tiene que ver con la composicion de ambas
funciones. Dado | = ng{f 1} vimos que el valor ¢ = _f ‘{b.} es el Unico g = D01111::_f:} tal que f(g} = h; o sea
flf )y =b o, equivalentemente, fo f~!(b)=b.
"q—.v,_-'
i

Similarmente, dado @ & Dom/(f ), sib = f{a), entonces a es la Unica solucién de la ecuacién f(x) = b, es decir,

£1(b) = a. Asi,

f-1(f(a))=a o,equivalentemente, f~!o f(a)=a
y E eq . Ha,
Resumiendo,
fof~Yx)=x YxeDom(f!') y flof(x)=x ¥xeDom(f)
Verifiquemos estas igualdades para la funcion f{x) = —2x < 3 del primer ejemplo. Como vimos, en este caso,
f l{'x} = —l-x -+ E Tenemos entonces que:
: Y 2 2
o, 1 3 1 3 1 3
1 1 :
° ] — x — ——y 4+ =) == x4+ -} +3I=(= —— |y — —L3= —3+L3=
fofx)=ff{x))=fl-35x+3)=-2(-3x+3) (=2)(=3)x—23 v x
: . . . 3
s [Tl f) =) =fTN (-2 +3) = —5(-20 +3) +3
1. 1 3 3 3
= === _—_3_._—: — L —=x
g {m2x -3+ =x—3+3=1

Observemos que, en ambos casos, los graficos de fy f I resultan simétricos con respecto a la recta ¥ = X. Esto ocurre
en general. Como vemos en el grafico siguiente, dado un punto (a, b}, su simétrico respecto de la recta ¥ = X es el punto
(b, a)
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Ahora, dada una funcién _f que tiene inversa f I sabemos que
(a,b)estaenelgraficode f —=b = f(a) = f (b} = a== (b,a) estaen el graficode 1.

Es decir, el grafico de _f 1 esta formado por todos los puntos simétricos a los del grafico de _f respecto de larecta iy = X.

Al igual que en los ejemplos anteriores, se puede ver que las funciones lineales no constantes y las funciones
homograficas tienen inversa. Sin embargo, hay otras funciones para las cuales esto no ocurre.
Un ejemplo de esto se ve en el siguiente grafico, donde el simétrico del grafico de f no corresponde a una funcién

Ejemplo. Sea f(x) = x* — 1. Se trata de una funcion cuadratica cuyo grafico es una parabola que tiene vértice de
coordenadas

xo=0, yo= f(xs) =f(0)= -1

y tal que el coeficiente de 12 es positivo. Un grafico aproximado de [ es

& Jr-
1
y, en particular, Im{_f.} — [_'1, --oo‘]. Observando el grafico, podemos analizar cémo son las soluciones de la ecuacion
f{x) = b para los distintos valores de b & [E:
e Sib < —1, la ecuacion no tiene solucion (pues b & Im/( f)).
* Sip = —1, la ecuacion tiene dos soluciones, pues la recta y = b interseca al gréafico de _‘f' en dos puntos (uno de
cada lado del eje de simetria de la parabola). )
e Sib = —1, laecuacioén tiene una unica solucién, x = {}, pues la recta y = — 1 interseca al grafico de f solamente
en el vértice.
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Dado que hay valores de | para los cuales la ecuacion f{x) = b tiene méas de una solucion, no es posible definir f 1

Ahora bien, si restringimos el dominio de f al intervalo |(); +a), es decir, si en lugar de considerar a f como una funcién
definida en todo [, la consideramos como funcion

fi]0;+00) 2 R, flx) =x*-1,

su grafico sera:

Es decir, nos quedamos solamente con una mitad de la parabola. Ahora si, para cada b & Im(f) = [~1, +o0), hay un
unico a & [{], +o0)tal que f(a) = b (el que se obtiene como la primera coordenada del punto de interseccion del grafico
con la recta y = b). Entonces, podemos definir f~1 : [—1; 400} — [0; +00).

Para encontrar la férmula de f 1 procedemos como en los ejemplos anteriores:

flay=y = ¥*-1=y = P =y+1
Como sabemos, siy = —1, esta ecuacion tiene dos soluciones, x = vf'y +lyxr=-— vf'y -+ 1, pero como buscamos
x € [0; +00) nos quedamos con
r=y+1

En consecuencia, llamando x a la variable,
F1:[=1,400) = [0, +00), f~Yx) =vx+1

Si graficamos las dos funciones 'y f ! obtenemos:
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