En esta primera parte sugiero que estudien la teérica de funciones trigonométricas
desde la pagina 89a 110
Y los archivosPDF que estan subidos al Campus en la Actividad 10, llamados:
Funciones trigonométricas
Estudio de las funciones seno y coseno
Imagen, amplitudy periodo

Todos recordaran el concepto de d&ngulos en tridngulos y la introduccién de una

unidad de medida de dngulos los grados sexagesimales

Por ejemplo, en el tridngulo rectangulo iséscelesdebasel yaltural de la siguiente figura :
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Por teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo

. : 2 2
de base 1y altura 1, su hipotenusa es igual a: h=y17+ 17 =V2
' como la suma de los angulos
h interiores de un triangulo es
1 l B 180°grados sexagesimales
Y es claro que: =45 [=45°
t co
R
&
medida del cateto opuesto a o co
sen(o)= Sl
o medida de la hipotenusa h
X :
medida del cateto adyacente a o ca
0 ca 1x X cos@)= : 0 ady -
medida de la hipotenusa h
(1,0)
= t _ medida del cateto opuestoao.  _ CO _ sen(a)
antihorario gl)= - -

medida del cateto adyacenteaw €@ cos(a)

La relacion entre grados sexagesimales y radianes viene dada por la siguiente definicion

si t es la longitud de arco de circunferencia de radio 1 que se extiende en sentido
antihorario desde el punto (1,0) y hasta un punto sobre la circunferencia digamos (x,y),
se define:

sen(t)=y , cos(t)=x

Como la longitud de la circunferencia es 2nr y como r=1, la longitud es 2x
Si extendemos un "hilo" sobre la circunferencia de radio1, la longitud del "hilo" es 2n

n es el nimero irracional con desarrollo decimal infinito no periadico,
cuyas primeras cifras son:
m=3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494

Las longitudes de arco semiden en radianes

Si la longituddel arco sobre la circunferenciaes t = 2 7 radianes

corresponde al &ngulo sexagesimal de 360°

Si la longitud del arco sobre la circunferenciaes t = v radianes

corresponde al 4ngulo sexagesimal de 180°

Sit= % radianes corresponde al d&ngulo sexagesimal de 90°
Sit-= % radianes corresponde al d&ngulo sexagesimal de 45°
Sit= % radianes corresponde al d&ngulo sexagesimal de 60°
Sit= % radianes corresponde al d&ngulo sexagesimal de 30°

Usualmente las unidades en radianes no se escribeny cuandosedice t =7

se sobreentiende que son i radianes
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La siguiente férmula es la que usamos para pasar de radianes a grados sexagesimales :

En general dado un arco de circunferencia de longitud t radianes el angulo sexagesimal

a que se obtienees:

180
a=t —
7T

las unidades de a son en grados sexagesimalesy las de ty wen radianes
Reciprocamente, para pasar de grados sexagesimales a a t radianes usamos esta otra :
bis

t=a——
180

Veamos en particular, cudles son los valores de seno y coseno para

b 7T
t=z=—=a=30° t=—=a=60°;
6 3
b
t=— = a=45°;
4
b
t=0nr=a=0° t=—E=a=90°
2
7T
Sit=—=a=30°
6
1
T
t=—
6
1
2
1 °. 1
= sen(&)=sen(30
3/ (Z)=sen(30)
-1 0 1

por Teo Pitagoras

12:(%)2 +ea® —>

| 3
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Sit= = a=60°

w Iy

Mlaj —

e}

wlA

=

por Teo Pitagoras

2R o
T=1)+c” />




Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 12 a 21 Practica 4 - Func trigonometricas.nb

1
t=
2 4
2
co
45°
_'I 0 ca | 1

por Teo Pitagoras , ¥ ¢

2 2 2 7
T=ca +ca =2ca

(xy)=(cos(D).sen(3)= (0, 1)
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Sit=0nxrEa=0°

———

(xy)=(cos(0).en(0))=(1,0)

sen(0)=0 cos(0)=1

Resumiendo :

Sit=0nrEa=0° = (x,y) = (cos (0), sen (0)) = (1, 0)

7T T 7T 3 1
Sit=—=a=30° = (x, y)=(cos (—],sen (—)): —,—]
6 6 2 2
Sit:zEa=45° = (x, y):(cos (E),sen (Z))= _\/2_,_\/?]
4 4 4 2 2
7T 7T b4 1 3
Sit=—=Za=60° = (x,y) = (cos (—], sen (—)) =|—, —]
3 3 2 2
7T 7
Sit=—=Za=90° = (x, y)=(cos (—),sen (—)):(0,1)
2 2

1l er Resultado :
El seno de un dngulo es igual al coseno del dngulo complementario
dos &ngulos son complemnetarios si la suma de ellos es 90°

sen (t) = cos (g - t)

7T T7 3n-7 27 7T
Ejemplo : sen (—) = cos (—— —) = cos ( ] = cos (—) = cos (—)
6 2 6 6 6 3




es decir

sen (30°)

cos (60°)

de manera similar :

Estos resultados pueden organizarse en la siguiente tabla:

sen (45°)
sen (60°)

sen (0°)

cos (45°)

cos (30°)

= cos (90°)
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6 bien

6 bien

6 bien

6 bien

[}

o 3
o 3

= cos G)

ue 30° 45° 60° 90°
T i m T
t ? 6 7 3 2
(t 0 1 V2 V3 .
ik 2 2 )
3 2
cos(t) 1 ¥ V2 - 0
2 2 2

2 do Resultado :

Como (x, y) = (cos (t), sen (t))

la aplicacién del Teorema de Pitagoras al triangulo

debasex = cos (t) y altura y = sen (t)

da la identidad pitagérica que vincula seno y coseno :

cos?(t) +sen?(t) = 1

ejemplo : apliquemos este resultadoa t =

i
Mirando en la tabla, cos (—)
Con estos valores, hagamos la cuenta cos? (t) +sen? (t) =1

()T

Tt
COS2 (—) + sen2 (—

6

7T

6

6

Se cumple la igualdad.

3 er Resultado

V3

o |y

=— y sen(

2

]
W
+

-

1
2

| 7



8 | Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 12 a 21 Practica 4 - Func trigonometricas.nb
Los arcos de circunferencia en radianes o los angulos
7T
sexagesimales con valores mayores que — o 90°, por
2

cuestiones de simetria alcanzan los mismos valores

de seno y coseno, enmédulo que los arcos o dngulos entre
b

0y — (0°y90°)
2

Es decir que los valores de seno y coseno de todos los arcos
o dngulos sexagesimalesentre Oy 2w (0° y 360°) pueden

obtenerse a partir de los valores de seno y coseno entre

b
Oy ; (0° y 90°) considerando los signos positivo o negativo

correspondiente.

Se definen cuadrantes en sentido antihorario :

T
Al 1l er cuadrante pertenecen los arcos o angulos entre [0, —] ([0°, 90°])
2
T
Al 2 do cuadrante pertenecen los arcos o angulos entre (— , 7r] ( [90° , 180°] )
2
3
Al 3 er cuadrante pertenecen los arcos o angulos entre (7!', - 7r] ( [180° , 270°] )
2

3
Al 4 to cuadrante pertenecen los arcos o angulos entre (— 7w, 2 7r] ( [270° , 360°] )
2

/

Q.
-
[a¥]

2do cuadrante | lerc nte

3er ¢uadrante |4to cuadrante

m+t 2m-t

A~




el arco t pertenece al 1 er cuadrante

el arco m -t pertenece al 2 do cuadrante y forma un tridngulo semejante al del

1 er cuadrante

el arco n+t pertenece al 3 er cuadrante y forma un tridngulo semejante al del

1 er cuadrante

el arco 2 m- t pertenece al 4 to cuadrante y forma un triangulo semejante al del

1 er cuadrante

Por lo tanto los valores de seno y coseno diferiran en algun signo negativo o positivo

respecto a los valores de seno y coseno del arco t del 1 er cuadrante

Observen que :

Signos de seno y coseno en los 4 cuadrantes
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si t € 2do cuadrante 1 si t € 1er cuadrante
sen(t)>0 sen(t)>0
cos(t) <q cos(t)=0
f‘ .\
/ P
/! 7N
/ e %
Y/ P \
L < A
sit € 3&r cuadrante / si t € 4ta_cuadrante
A\ \\%’
sen(t) Q\Q sen(t) <(/]/
cos(t) <O cos(t)>0
OO\ | )
S, / A
\\:}/\R J///

Un ejemplo de aplicacién :

5 5
Calcular el sen (— 7r] y cos (— 7r)
6 6

Siempre en cdlculos de trigonometria tengan a mano

la circunferenciade radio 1 paradibujar el arco

5 7T
Como — s pertenece al 2 do cuadrante (le falta — para ser 7r)

| o
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(xy)=(co S(gn),sen(gﬂ)) 1

-1

- /\ . s
si llamamos t al arco que genera un triangulo
semejante en el 1er cuadrante

- N U\ (e
t—ﬁ‘t—ﬂ:—gn—? (307)
Vemos que:
sen (ET[) = sen (l) —y ol
6 6 2
Bt e Ay A3
cos (Err} = - cos ( 6) s

seno y coseno de % se obtienen de la tabla

Para calcular el seno y cosenode un arco t cualquiera se busca
el arco t que genera un tridngulo semejante en el 1l er cuadrante

cuyos seno y coseno de t figuraen la tabla (E perteneceal ler cuadrante)

si t € 1 er cuadrante = seusa la tabla

site2docuadrante = t=n-t ={sen (€) = sen (E)
cos (t) =-cos (t)
site3ercuadrante = t=t-nx ={sen (®) =—sen(1:)
cos (t) =-cos (t)
sited4tocuadrante = t=2n-t ={sen (t) =—sen(i:':)
cos (t) = cos (t)

Arcos positivos y negativos

Por convencién los arcos positivos porej. t = — n representan

arcos que se recorren en sentido antihorario desde el punto (1 P 0)
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Si la circunferencia de radio 1 se recorre desde el punto (1 , 0)

en sentido horario se consideran arcos negativos

s
Por ejemplo el arcode - — corresponde a un &ngulo sexagesimal de - 60°
3

N
\‘ \\ //
_5_N
t—3TE \xﬁﬁ_ J/}/

-1

sia- % le sumamos 27 lo cual da gn

obtenemos el mismo (x,y) sobre la
circunferencia de radio 1

Esto quiere decir que:

(xy)=(cos(-5).sen(-5))=(cos(3m) sen(3m))

5
Ycomot=—7n € 4tocuadrante, para obtener senoy cosenode — =«
3 3
~ 5 s
calculamos t = 2 7r- — 5 = — y usamos el resultado
3 3
" 5 - zy o _¥3
{sen(t) =-sen (t) _, sen(37r) ——sen(’3’)_— >
cos (t) = cos (%) cos (in) = cos (%) = L
3 3 2

Finalmente podemos concluir que :

| 11
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n 7 V3

sen (— ;) = -sen (;J = -73
1
2

cos(—§)= cos(§)=

valores aproximados de los arcos en radianes

300 450 600 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
T b8 i 2 3 5

— = - - = — -7 s
6 4 3 2 5 i 6

0.5236 | 0.7854 | 1.0472 | 1.5708 | 2.0844 | 2.3562 | 2.6179 | 3.14159

210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°
7 5 4 3 5 7H 1 2
—1 — T = = ST = == T
6 4 5] 2 4 4 6

3.6652 3.927 4.1888 | 4.7124 5.236 54978 | 5.7596 | 6.2832

Funciones trigonométricas del Seno y Coseno
Esta claro que dado un arcode longitudt < 2 7 recorrido desde el punto P = (1 , 0)
sobre la circunferenciade radio 1, en sentido antihorario, y que termina
en el punto (x, y) = (cos (t), sen (t)), siconsideramos otro arco de longitud
t+2 7 terminara en el mismo punto (x, y) (dié una vuelta completa)
Como el (x, y) es el mismo, se desprende que :
cos (t) =cos (t+27x) y sen (t) =sen (t+2mn) (periodicidad)
Lo mismo sucede si recorremos la circunferencia en sentido horario.
En este caso :
cos (t) =cos (t-27x) y sen (t) =sen (t-2mn)

porque terminan en el mismo punto (x, y)

Esta propiedad se generaliza a cualquier cantidad de vueltas que se dé en un sentido

oenel otro, escribiendo:
cos (t) =cos (t+k-27n) conkezZ,

Z es el conjunto de numeros enteros ( .e.,-3,-2,-1,0,1,2, 3, . )

De manera similar :

sen (t) =sen (t+k-27x) conkeZ,
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Si k es positivo se recorren las vueltas de 2 ren sentido antihorario

Si k es negativo se recorren las vueltas de 2 ren sentido horario

Esta propiedad de periodicidad de los valores que toman seno y coseno de arcos
sobre la circunferenciade radio 1 nos permite definir una relacién

que es una funcién y que a cada arco x € R le asigne el sen (x)
f (x) = sen (x) f:R—>R

Si amedida x que vamos recorriendo la circunferencia de radio 1 anotamos los

valores de sen (x) se obtiene un grafico (entre [0, 2 7] ) como el siguiente

Plot[Sin[x], {x, 0, 27}, PlotRange » {{0, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]

1.0}
‘ sen(x)

0.5+

0.0|

05/}

\

-1.0}

Si seguimos dando vueltas a la circunferenciade radio 1 con sentido antihorario

es decir extendemos los xa + « el grafico se extiende periédicamentea +

Si por otra parte damos vueltas a la circunferenciade radio 1 con sentido horario

es decir extendemos los xa - » el grafico se extiende periédicamentea - »

Vemos que el periodo o sea el intervalo de x (arco) para el cual los valores de

sen (x) serepitenescadaT=2rn

Como los valores de "y" ordenadas del punto (x, y) =
(cos (x), sen (x)) en la circunferenciade radiol alcanzanvaloresentre -1y1

se ve que el conjunto imagen del sen (x) es Imagen (f) = [-1, 1]

Plot[Sin[x], {x, -4, 4 n}, PlotRange » {{-4 7w, 47}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio -» 0.25]

| 13
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YANRTA ;Zg./'\
Wi \ /

/0| \o/

/'\ sen(x)

=,
g

o

=3

--=--=-4

c? Conjunto de ceros del sen (x)

Observando el grafico del sen (x) observamos un conjunto infinito de ceros

marcados con color negro que se repiten cada medio periodo (cada n) y éstos son :

c®=¢(...,-4n,-3nw,-2x,-n,0,n,2n,3n,4m, ....}

El conjunto infinito de ceros se escriben utilizando los numeros enteros asi :
x0=0+knr=kn, keZ

(sik=-3, x=-37x o sik=10, x =10 sonceros de sen (x))

Maximos del sen (x)

Ademds, vemos que sen (x) alcanzael valormdximodelenx = f, resultado que se

repite cadaunperiodode 2 nm y estanmarcados con color rojo

Este conjunto de maximos del sen (x) se escriben asi :

7T
xM=;+k-27r, kez

s s 3
porej.sik=-1, x=—+(—1)-27r=——27r=——7resunméximodesen(x)
2 2 2
7 7 137w
porej.sik= 3, x=—+3.2nm = —+6m=—— esunmdximode sen (x))
2 2

Minimos del sen (x)

Tt
Ademds, vemos que sen (x) alcanzael valorminimode -1enx = - —, resultado que se
2

repite cadaunperiodode 2 nm y estanmarcados con color azulino
Este conjuntode minimos del sen (x) se escriben asi :

Tt
xm=—5+k-27r, kez

7T 7T 5

(porej.sik=—2, x=——+(—2)-27r=———27r=——esunminimodesen(x)
2 2 2
7T 7 37

porej.sik= 1, x=-—+1-2nm =-—+27n=— esunminimode sen (x)

2 2

N
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c*Conjunto de Positividad del sen (x)

Asimismo, el grafico del sen (x) nos permite escribir el conjunto de

positividad como unién infinita de intervalos

C'=....U(-4x -3x7)U(-27, -71)U(0, 1)U (27, 37)U4n, 5m)U....

los extremos izquierdos de los intervalos se repiten cada 2 7

Idem los extremos derechos
extremos izquierdos de los intervalos » k - 27w = 2 kn

extremos derechos de los intervalos » k- 27w+ 7w = (2 k+ 1) b4

c' =] (2xr, (2k+1) x)

kez
(porej.sik=-2, elintervalo (2- (-2) n, (2 (-2) +1) n) = (-4x, -37)
pertenece al C* del sen (x))
¢ Conjunto de Negatividad del sen (x)

De manera similar, el grafico del sen (X) nos permite escribir el conjunto de

negatividad como unién infinita de intervalos

C™ =. ...U(—37r, —27r)U(—7r, 0)U(7r,27r)U(37r,47r)U(57r, 67r)U....

los extremos izquierdos de los intervalos se repitencada2 n

Idem los extremos derechos
extremos izquierdos de los intervalos » 7w+ k- 27 = (2k+1) x

extremos derechos de los intervalos » 27+k-27w= (2k+2) x

c-:U ((2k+1)x, (2k+2) n)

kez
(porej. sik=-1, el intervalo (2 . (—1) +1) 7, (2 (—1) +2) 7r) = (—71', 07r)
ysik =2, el intervalo (2 -2+1) 7, (2 -2+2) 7r) = (57r, 67r)
pertenecen al C™ del sen (x)
f(x) =sen (x) , f£f:R—R escontinuaentodor
B o b o kb kT T

De lamisma forma que se construye el sen (x) se define la funcién
cos (x) recorriendo la circunferenciade radio 1 en sentido antihorario
(arcos xpositivos) y en sentido horario (arcos x negativos) anotando

para cada x el valor que va tomando el cos (x)
f (x) = cos (x) f: R—>R

Usaremos una propiedad que dice que :

sen (a+b) = sen (a) - cos (b) + sen (b) - cos (a)
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quesia=xy b=

Ny

7 7 7
sen (x+ —) = sen (x) - cos (—) + sen (—) - cos (x)
2 2 2

b bis
y como cos (—) =0 y sen (—) =1 (ver tablade valores de seno y coseno)
2 2

se obtiene :

bid
sen (x+ —) =sen (x) -0+1-cos (x) =0+cos (x) , entonces:
2

big
sen (x + ;) = cos (x)

Por lo tanto, el graficode cos (x) sera el que se obtenga de trasladar

b
rigidamente — , hacia la izquierda segun las x, el graficode sen (x)
2

Nota : ver Composicién de funciones - Cambio de escala archivoPDF
en donde se explicaron los efectos de composiciones a derecha e izquierda

7
Efectivamente, si componemos a derechag (x) = sen (x) conh (x) =x+ —

bis bis
go h (x) =g(x+—) = sen (x+—)
2 2

Esta composicién a derecha produce una traslacién segun las x

T
y hacia la izquierda en —
7
En el siguiente grafico se grafican sen (x) y sen (x + —) en donde
2
se observa el desplazamiento referido

bis
Por lo tanto, el graficodel cos (x) es igual al graficode sen (x + —)
2

Plot|{Sin|(x+ —|, Sin[x]}{, {x, -2m, 21},
A

PlotRange » {{-2xm, 27n}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio-» 0.5]

\\ AV /
A AVAY
V. W D O v Y

2 s [ 6

- - -

Plot[Cos[x], {x, -2m, 27}, PlotRange » {{-2n, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]
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Nota : para practicar rotaciones y traslaciones con

composicién de funciones :

Usando la relacién de complementariedad entre coseno y seno

que dice que :

g
cos (x) = sen (— —x)
2

("coseno de un angulo es igual al seno del angulo complementario y

viceversa: seno de un angulo es igual al coseno del angulo
complementario - angulos complementarios suman 90°")

hubiéramos arribado también al grafico de cos (x)

el grafico del coseno serd semejante al del seno x con

alguna traslaciény rotacién

T T
si escribimos el argumento del sen [ —- x) como sen (— (x - —] ]
2 2

el graficode cos (x) se obtendra a partir del grafico del sen (x)

si primero rotamos rigidamente el grafico del sen (x) alrededor

b
del eje xy luego a este tltimo lo trasladamos — a la derecha
2

Nota : ver Composicién de funciones - Cambio de escala archivoPDF

en donde se explicaron los efectos de composiciones a derecha e izquierda)

Efectivamente, si componemos a derechag (x) = sen (x) conh (x) = -x
goh (x) =g (-x) = sen (-x)
le produce al sen (x) una rotacidn rigida respecto al eje x

Sia goh (x) lallamamos S (x) = sen (-xX) y si componemos a derecha con

b
R (x) =x - — tendremos :
2

SoR (x) = S (xg) = sen ((xg)) =sen(§-x)

Esta tltima composicién a derecha S, R (x) le produce a S (x) = sen (-x)

b
una traslacién rigida hacia la derecha en — sobre las x
2

| 17
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Plot[Sin[x], {x, -2 x, 27}, PlotRange » {{-2x, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio » 0.5]

Plot[Sin[-x], {x, -2 7, 2n}, PlotRange » {{-2 7, 2nx}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio » 0.5]

-0.5

-1.0

7T
Plot[Sin[—(x— —]] , {x, -27, 27}, PlotRange » {{-2 7, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio-»O.s]
2

—

-1.0

— T

T
Este tltimo es el graficodel cos (x) = sen (— - x] enel intervalo [-2 7, 2 7]
2

Proseguimos con el andlisis de la funcién cos (x) :

Hemos obtenido el graficode cos (x) apartir del graficodel sen (x)

bis
usando la propiedad cos (x) = sen (x + —)
2

De manera similar se define
f (x) = cos (x) f: R>R

Veamos el grafico de cos (x) para x entre [-4 7, 4 7]
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Plot[Cos[x], {x, -4, 4 7}, PlotRange » {{-4 7w, 47}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio » 0.25]

Vemos que el periodo o sea el intervalode x (arco) para el cual los valores de

cos (x) serepitenescadaT=2n

Como los valores de x,
abscisas de los puntos (x, y) = (cos (t), sen (t)) de la circunferenciade radiol
alcanzan valoresentre -1y1

se ve que el conjunto imagen del cos (x) es : Imagen (f) = [-1, 1]

c° Conjunto de ceros del cos (x)

Observando el grafico del cos (x) se aprecia un conjunto infinito de ceros

marcados con color negro que se repiten cada medio periodo (cada n) y éstos son :

o 7 5 3 T
C ={.-.,__7r,__7rr__7rl__l 7
2 2 2 2 2

N w

5
T, —xw, —m7, }
2
El conjunto infinito de ceros se escribe utilizando los numeros enteros asi :

Tt
xo=;+k7r=k7r, kez

7 5 7 7
(sik=—3, x=—-3n=-—m o sik=3, x=—+3m=— 7 soncerosde cos (x))
2 2 2 2

Maximos del cos (x)

Ademas, vemos que cos (x) alcanzael valormaximode lenx = 0, resultado que se

repite cada unperiodode 2 m y estanmarcados con color rojo

Este conjunto de maximos del cos (x) se escriben asi :
XxM=0+k-2n=k-2nw, kez

(porej. sik=-1, x= (—1) .27 = -2 7 es unmaximo de cos (x)

porej.sik= 2, x=2 .25 =475 esunmaximo de cos (x))

| 19
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Minimos del cos (x)

Ademds, vemos que cos (x) alcanzael valorminimode -1 enx = 7w, resultado que se

repite cada unperiodode 2 r y estédnmarcados con color azulino

Este conjunto de minimos del cos (x) se escriben asi :
Xm=n+k-2n=(2k+1) n, kezZz

(porej.sik=-2, x= (2 (-2) +1) = = -3 esunminimo de cos (x)
porej.sik= 1, x=(2-1+1) n=37n esunminimo de cos (x))
c*Conjunto de Positividad del cos (x)

Asimismo, el grafico del cos (x) nos permite escribir el conjunto de

positividad como unién infinita de intervalos
9 7 5 3 T 3 5 7 9

C"=. ...U(——n, ——nJU(——n, ——n)U(——, —JU(—H’, —n)U(—n, —nJU....
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

los extremos izquierdos de los intervalos se repitencada2 n

Idem los extremos derechos

7T 1
extremos izquierdos de los intervalos » - —+k - 27w = (2 k - —J s
2 2

7T 1
extremos derechos de los intervalos » —+k -2 = (2 k+ —) 7T

2 2
c+=g ((2k-%) 7, (2k+§) 7r)
(porej. sik =-2, el intervalo ((2 (-2) - i) 7, (2 (-2) + %) 7r) = (_zn, —%71']

pertenece al C* del cos (x))

¢ Conjunto de Negatividad del cos (x)

De manera similar, el grafico del cos (xX) nos permite escribir el conjunto de

negatividad como unién infinita de intervalos
7 5 3 7 T 3 5 7 9 11

C™ =. ...U(——n, ——n)U(——n, ——)U(—, —n)U(—n, —n)U(—n, —n)U....
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

los extremos izquierdos de los intervalos se repitencada2 n

Idem los extremos derechos

b
extremos izquierdos de los intervalos » —+k - 27 = (2 k+ —J 7
2 2
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3 3
extremos derechos de los intervalos » —n+k -2 = [2 k+ —] 7T

2 2
1 3
C'=U ((2k+—) 7T, (2k+—) 7r)
kez 2 2
1 3 7 5
(porej. sik=-1, el intervalo ((2 (—1) + —) 7, (2 (—1) + —] 7r) = (——7r, ——7r)
2 2 2 2

1 3 9 11
ysik=2, elintervalo((2-2+—]7r , (2-2+—) n) = (—71', _71')
2

pertenecen al C™ del cos (x)
f(x) =cos (x) , £f:R—R escontinuaentodoR
B R o R i st b i s s b o o i a2 o o o 2 O o S S T o e R S S R

Pasemos a resolver lo primeros ejercicios de 1la Practica 4 de funciones

trigonométricas

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Ejercicio 12.- Completar la tabla.

a.
" 7T z/ 7/ v d
3 0 6 /4 7 23

sen(x) }’.’:

cos(x) \/;7,4 /i/:;

Ej 12 a) de acuerdo a 1o que estuvimos desarrollando en este documento :

sen (0) =0 sen (;_r) = g
e (e )
(3] 5 D)
cos (72_r) =0

Estos resultados pueden organizarse en la siguiente tabla :
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B 30¢ 457 60° 90°
T bl s s
: . 6 4 3 2
M | o 1 L is A
sen 5 5 7
3 \/-2- 1
cos(t) 1 AS == - 0
2 2 2
Ej 12b) completar la tabla
b.
(6] S 4 3 4 A3 G s a
sen(x)
¢os(x)

5
sit= —rn (corresponde aun angulo sexagesimal de 150°)

pertenece al 2 do cuadrante :

do cuadrante

AN
R
_1 t=mn-t 6
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5
Del grafico se ve que los valores de seno y cosenode — &
6

coinciden, envalor absoluto, con los valores del seno

y coseno del arco reducido al 1 er cuadrante t=n-t

~ 5 1 ~
esdecir t=n-—mw=—rmx = t=
6

6

oIy

Ademés observando el diagrama de la circunferencia se ve que

cos (27 = -cos (Z) 'y sen (2] = sen (%)

Mirando la tabla de valores de seno y coseno para arcos
T 1 7 V3
en el 1 er cuadrante |sen (—) = — y cos ( )

6

2

Por lo tanto,

ANRE
cos( n):—cos(g) ——3 y

- 3

Tt
Ahorat = -— (corresponde a un dngulo sexagesimal de - 60°)
3

Hagamos el grafico de la circunferenciade radio 1 y marquemos

Tt
t = - — (al ser negativo se recorre en sentido horario)
3
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—

-+ >
i
w3

).

sen(

w3

cos(%)
A 1

sen(%ﬂ) sen(—%)

!

es equivalente a:

T 2n-m/3= 27

que pertenece
al 4to cuadrante

A i
t=2n-t= 2
=3
Entonces
7T 7T 7T 7T
cos (— —) = cos (—) y sen (— —) = - sen (—)
3 3 3 3

mirando en tabla de valores de seno y coseno para arcos del

1 er cuadrante y como :

5)-3 5)-%
cos |—| = — sen (—| = —
2 3 2
Por lo tanto
bis 1 7T 3
cos (-—| =— y sen (- —| =- —
3 2 2
5
Ahorat=—nm (corresponde a un dngulo sexagesimal de 225°)
4

Como t pertenece al 3 er cuadrante :

t=t-n = E= -7 = T =

o
|-
|y

Si hacen el diagrama de la circunferencia de radio y marcan
5 " 7
=—7n y t=-—
4 4

podran ver que :

(i)
cos |—
4

n

1

Q

()

0]
—_

I
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Ahorat=—or (corresponde a un dngulo sexagesimal de 420°)
3
7 7
como —m=2n estearcot = — 7 sepasdé —delvuelta y termina
3 3 3

b
en el mismo (x, y) sobre la circunferencia de radio 1 que para —

7
Analiticamentedecimos queat = — i le restamos 1l vueltade2

~ 1 7
paraobtenert= —n-2nw= —
3 3
Entonces
7 ~ 7T
t=—m Y t=—
3 3

Por lo tanto

e (1) on (3

%]

0

=}
—_—
I

5
~——
1

%]

0

=}
—_—
Wy
1]

N |-
o

3
Ahorat=-—7m (corresponde a un d&ngulo sexagesimal de - 135°)
4

Si hacen el graficode la circunferenciade radio 1 y marcan
t = - — 7 (al ser negativo se recorre en sentido horario)
4

va a "caer" en el 3 er cuadrante

3
El andlogo positivode - — 7 se obtiene sumando 2 n

4

3 5
Entoncest=-—n+2n= —7 (225°)

4 4

El correspondiente arco del 1 er cuadrante que tiene valores de

~

5
seno y coseno iguales en valor absolutoat=—nes t
4

o+
I
o+
1
b
I
| ;
N|
1
b
I
PN
N
I
P
o
I
P

Simiran el diagrama que hicieronde la circunferenciade radiol

5 ~ 7
conlosarcost=—7n y ¢t=

4 4

veran que :

| 25
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cos (2n) = -cos (Z) v sen (7)< sen(Z)

De la tabla obtenemos los valores de

cos (Z) = sen (%) vz

4 4

Por lo tanto

Q

(o)

(0]

1

| W

|
N—

[}

Q

(o)

(0]
—_—

| o

|
N———

1

1

Q

(o)

(0]
—_—

[ 5
~——

[}

1

N

4 4 2
3 5 7T 2
sen |-—Jix|=sen |—rnrn|==-sen|—| =-—
4 4 2
b
Ahorat = — (corresponde a un dngulo sexagesimal de 60°)
3

los valores de seno y coseno ya estan tabulados por ser

del 1 er cuadrante

7T 7T \/_
w(@)d v ()

7
Ahorat=—nm (corresponde a un dngulo sexagesimal de 210°)

t pertenece al 3 er cuadrante
Por lo tanto

el arco del 1 er cuadrante que genera valores de seno y coseno iguales

envalor absolutoes t = t-x:

t = T -7 =

o |
oy

Simiranel diagrama que hicieronde la circunferenciade radiol

conlosarcost=—7n y ¢t=

oIy

se ve que
7 7T 7 7T
cos (—71') = - cos (—) y sen (—71') = - sen (—)
6 6

6 6
7 V3 7 1
Como por tabla cos (—) = —— y sen (_) - =
6 2 6 2

Finalmente tenemos :

() - ()
sen (%7(') = - sen (%) = - %
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b
Ahorat = -— (corresponde a un dngulo sexagesimal de - 45°)
4

Si hacenel graficode la circunferenciade radio 1 y marcan

7
t = -— (al ser negativo se recorre en sentido horario)
4

va a "caer" en el 4 to cuadrante

bis o
El andlogopositivode t = - —es , sumando 2 i, y 1o 1lamamos t
4
~ 7 7
t=-—+27w=—rm
4 4

Por lo tanto

el arco del 1 er cuadrante que genera valores de seno y coseno iguales

envalor absolutoes t =2x-t:
~ 7 7T
t=2n-—mw=—
4 4

Simiranel diagrama que hicieronde la circunferenciade radiol

7 ~ 1 ~ T
conlosarcost=-— ,t=—n y t=-—
4 4
se ve que :
7 7 7
cos (——):cos (—n):cos(—) y
4 4 4
7 7 7
sen (— —) = sen (—n) = - sen (—)
4 4 4
7 2 7
Como por tabla cos (—) = —— =sen (—)
4 2 4
Finalmente tenemos :
7T 7 7T 2
cos |-—|] =COS |—mm | =CcOos |—]| = — Y
4 4 4 2
7T 7 7T 2
sen |-—)]=sen|—mn|=-sen|—| =- —
4 4 2

| 27
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Q
[}
1]
—_—
| <
N
—_——
1
Q
[}
1]
—_
wis
n
N |

Q
(o]
7]
—_——
1
| w
N
N —
I
Q
(o]
7]

0

0

=]
—_—

| <

N
~——

n

|

0

0

=]

1y

n

|

|

Q
(o]
w
—_——
| 3
N
S——
I
1
Q
(o]
w
—
oy
—_—
I
1
N|ﬁ

Con todos estos cdlculos, completemos la tablade Ej 12 b)

b.

|
=
|
~

(8]

= | Ln

)
|

2|~

Ll"JJ

T

|

|

b
|

/4

sen(x)

cos(x)
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150° -60° 225° | 420° | -135° 60° 210° | —45°
5 o 5 7 3 b 7 om
k 5" 3 | || B i p

1 3 2 3 2 V3 1 V2

sen(t) - 93 _z V3| 2 2 sl o=
. 2 2 2 2 2 P 2 2

I NE) 1 V2 vz 1 V3 V2
cos(t] i = N 3 e o s ¥e
2 2 2 2 2 2 2

B T R R e R

Ejercicio 13.- Encontrar todos los x €[—7: 7] tales que

1

a. sen(r):E
2

C. sen(.\):—?
e. cos(n;):£

3

V2
g. cos(x)=

b.

d.

f.

h.

sen(x) = —%
sen(x)=-1
cos(x) = —%
cos(x)=1

Ej 13 a)

Para la resolucién de ecuaciones con funciones trigonométricas

tenemos que acudira :

.- diagrama de la circunferencia de radiol

Tt
.- tabla de valores de seno y coseno en [0 , —

.- graficode la funcién seno o coseno

Resolver la ecuacién trigonométrica

sen (x) = — no es otra cosa que encontrar los puntos de interseccién
2

1
de la funcién sen (x) con una funcién lineal constante g (x) = —
2

bis
Simiramos la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , —]

| 29
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0° 30° 45° 60° 9(°
T I8 T m
t 0 3 Z 3 Z
(t) 0 . 2 v 1
ol 2 2 %
2 1
cos(t) 1 V3 = ~ 0
2 2 2
1 7
vemos que sen (t) = — parat= — (30° grados sexagesimales)
2 6

Perono es la inica solucién

Hagamos el diagrama de la circunferencia de radio 1 paramarcar los

1

arcos cuyo seno es —
2

=
™

7T 1
Del diagrama vemos que no solamente t = — es soluciénde sen (t) = —
6 2

5
sino que tambiént = — 1 verifica la ecuacién
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1
Veamos un grafico conjunto de sen (x) y la rectahorizontaly = —:

1
Plot[{Sin[x] , —}, {x, -2, 27}, PlotRange » {{-2nm, 27x}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio~» 0.5]
2

.
e
P
x
g
P
Nl

|

7
En el intervalo [0, —] , el punto de color rojo es la solucién x = —
2 6

5
y el de color azul correspondea x= — 7
6

Pero como el grafico de sen (x) se extiendea + y - «©

1
habra dos conjuntos infinitos de soluciones de 1la ecuacién sen (x) = —
2

el conjunto de los puntos rojos y el conjunto de los puntos azules

Es la caracteristica de periodicidady simetria de la funcién sen (x) la que hace

que existan estos dos conjuntos infinitos de soluciones

Obsérvese que tanto los puntos rojos como los azules se repiten cada vueltade 2 n

recorridas tanto en sentido antihorario como en sentido horario

El primer conjunto, generado por la soluciénde color rojo, se escribe asi :

7
Sy : X1=—+k-2n, kezZ

6

El segundo conjunto, generado por la solucién de color azul, se escribeasi:

Sa2: X2 = —7+2Z - zZ€Z

6

27w ,
. . 2 . 2 1

Entonces el conjunto S solucidén de la ecuacidénsen (x) = —parax € Res:
2

S=81USZ={xe]R: x=£+k-27r , keZ}U{xe]R: x=i7r+z-27r , zeZ}
6 6

Sin embargo, como enel ejerciol3 a) nos piden encontrar sélo las soluciones de

| 31
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1
sen (x) = —parax € [-m, ] , veamos cudles solucionesestanen [-7, 7]
2

Primero veamos cudles de las soluciones "rojas" pertenecena [-7, 7]

T
tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoenx = —+k - 27w

6
b
sik=0 = x=—+0-2n=
6
7 s 11 11
sik=-1 = x=—+ (—1) -2nr=— -2mxr=-—n NOesunadeellaspues - — 7 < -7
6 6 6
7 7 13 13
sik=1 = x=—+1-2nm=— +2n=—m NOesunadeellaspues — 7 > 7
6 6 6 6
b b
Entonces para las soluciones generadas por — sélo — € [-7, 7]
6 6
bis
s1={-}
6
Veamos ahora cudles de las soluciones "azules" pertenecena [-7, 7]
5
tomamos valores enteros de z y vamos reemplazandoenx = — 7w+ 2 - 27
6
siz=0 = x=—n+0-2m=
6
5 17 1
siz=1 = xXx=—7n+1-2n=—7n+ 2n= —nn NOesunadeellaspues — 7 > 7
6 6 6
5 5 7 7
siz=-1 = x=—7n+ (—1) -2m=—nm-2n=-—7n NOesunadeellaspues - —7m < -7
6 6 6 6

5 5
Entonces para las soluciones generadaspor —n sélo —mwe€ [-m, 7]
6 6
5
S2 = {— 7r}
6
1
Finalmente las soluciones de sen (x) = —parax € [-7m, 7] son
2
7 5
S=s1US2=81= {E}U{Zn} =

s={Z. gn}

Si graficamos sen (x) y la rectahorizontal y =

N |-

se verifican estas solucionesen [-7, 7]

1
Plot[{Sin[x] , —}, {x, -2xm, 27}, PlotRange » {{-2nm, 27x}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio~» 0.5]
2
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(] L]
N ! e :
7 \ i ) '
/ sen(x) \ : % :
: \ 1
/ : il f 2
\ . e '
/ \\ [ (]
[} 1
1 (]
/ \ ! / AL
/ I \.'
: N 5 ! bl -
em\ I = © By
: [[ 6 6
. / X
: /[/ X \
: / : \
: '
: S < : N\
i ]
3
Ej 13 b) encontrar las solucionesde sen (x) = -—— paraxe€ [-7w, 7]
2
Simiramos la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , E]
2
0° 30° 159 60° 90°
T I T m
t 0 6 4 3 2
1 V2 V3
0 - e e 1
sen(t) - > 5
S 5 1
cos(t) 1 e £ - 0
2 2 2

salvo el signo

Justamente, el signo negativo nos estéa indicando que los x que buscamos

3

cuyo seno es negativo, pertenecen al 3 er y 4 to cuadrante

T . V3
vemos que el arco t = — tiene un valorde sen (t) similara - —

2

| 33



34 | Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 12 a 21 Practica 4 - Func trigonometricas.nb

u|ﬁ —
—
I

w|s

M3
t,=2n 7
3
5
] L=
3

De manera similar al Ej 13 a) para x € R tendremos dos conjuntos infinitos

V3

de soluciones de la ecuacidénsen (x) = - —

2
4
uno generadopor x = —n yotrogeneradoporx = — 7
3
Estos son:
El primer conjunto se escribe asi :
4
S1: X1=—n+k-2xwn, keZ
3
El segundo conjunto se escribe asi :
So: X2=—n+2-27w, ZELZ
3
: . . 3
Entonces el conjunto S solucidén de la ecuacidénsen (x) = -——parax € Res:

LB N}

4
S=S1U82={x€]R: x=—n+k-27w , kEZ}U{xE]R: X=—7n+z-27w , zEZ}

w

Sin embargo, como en el ejercio nos piden encontrar sélo las soluciones de
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3
sen (x) = -—— parax € [-7x, n] , veamos cudles soluciones estanen [-, 7]
2

4
Primero tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x = —nw+k - 27
3

4

4 4
sik=0 = X=—7+0-27n7=—7n NOesunadeellaspues —7n > 7 y nopertenecea [-7, 7]
3 3 3

(Nota : siconk =0yanodiéenel intervalo[-7, 5] tendré que tomar valores de k menores que 0)

4 4
sik=-1 = x=—7r+(—1)-27r=—7r—27r=

3 3

4 4 8 8
sik=-2 = x=—7n+ (—2) c2wx=—mw-4n =-—nm NOesunadeellaspues - — 7 < -7

3 3 3 3
Entonces para las soluciones generadaspor —n sélo - — 7w € [-7, 7]

3

5
Veamos ahora cudles de las soluciones generadas por — m pertenecena [-7, 7]
3

5
tomamos valores enteros de z y vamos reemplazandoen x = —w+2 - 27
3

5

5 5
siz=0 = Xx=—m+0-2n= —nm queNOesunadeellaspues —7n > 7 y nopertenecea [-7, 7]
3 3

(Nota : siconz =0yanodiéenel intervalo[-7, 5] tendré que tomar valores de z menores que 0)

5
siz=-1 = x=—7r+(—1)-27r=—7r—27r=
3 3
7 7
siz=-2 = x=—n+(-2).-2x=—n-45x=-—n NOesunadeellaspues - — 7 < -7
3 3 3 3

5 T
Entonces para las soluciones generadaspor —n sélo - — € [-7, 7]
3 3

T
s2= (3]
3
. . 3
Finalmente las soluciones de sen (x) = - —— parax € [-m, 7] son
2

S=s1US2=81= {—%n}U{—g} =

V3

Si graficamos sen (x) y larectahorizontal y = - se verifican estas soluciones
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V3
Plot[{Sin[x] , ——}, {x, -2m, 27}, PlotRange » {{-2n, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio ~» 0.5]
2

/ / x\‘\sen(x)
I
osr / \
, \

2n =L \
3 3 \

—
L -
L L Lk L T —

o
/

-

e Tl o

S
=

-_--—--—---:j
/
::HH"“H_

\ A VE] \ /
‘;‘ /}’Z‘/ T LY A
\.‘___.,r 2 \"--._/'/
Ej 13 c) encontrar las solucionesde sen (x) = -—— paraxe€ [-7w, 7]
2

Este ejercicioes similar al anterior Ej 12 b)

Como el seno es negativo los arcos solucién pertenecenal 3ery4 to

cuadrante

bis
Simiramos la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , —]
2

bis
el arco cuyo valor de senode xen el 1 er cuadrante coincide en valor absolutoes —
4

Entonces los conjuntos soluciones seran :

7T 5
uno generadoporx = 1+ — = — 1 yotrogeneradopor x = 2 -
4 4

Y
I
RN
e

Estos son :

El primer conjunto se escribe asi :

5
S1: x1=—n+k-2n , keZ
4

El segundo conjunto se escribe asi :
So: Xo=—n+z-2n , z€Z
4

V2
Entonces el conjunto S solucién de la ecuacidénsen (x) =-——parax e Res:

I )

5
S=S1U82={x€]R: x=—n+k-27w , kEZ}U{xE]R: X=—7n+z-27w , zEZ}
4

»
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Sin embargo, como en el ejercio nos piden encontrar sélo las soluciones de

2
sen (x) = -—— parax € [-x, n] , veamos cudles soluciones estanen [-7, 7]
2

5
Primero tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x = —7w+k - 27
4

5

5 5
sik=0 = X=—n+0-2mxr=—mn NOesunadeellaspues —n > y nopertenecea [-7, 7]
4 4 4

(Nota : siconk =0yanodiéenel intervalo[-7, 5] tendré que tomar valores de k menores que 0)

5
sik=-1 = x=—7r+(—1)-27r=—7r—27r=

4 4

5 5 11 11
sik=-2 = x=—7n+ (—2) c2wx=—mw -4 =-—m NOesunadeellaspues - — 7 < -7

4 4 4 4
Entonces para las soluciones generadaspor —n sélo - — 7w € [-7m, 7]

7
Veamos ahora cudles de las soluciones generadas por — m pertenecena [-7, 7]
4

7
tomamos valores enteros de z y vamos reemplazandoen x = —7w+2 - 27
4

7 7 7
siz=0 = Xx=—nm+0-2nm= —nm queNOesunadeellaspues —7n > 7 y nopertenecea [-7, 7]
4

4

(Nota : siconz =0yanodiéenel intervalo[-7, nr] tendré que tomar valores de z menores que 0)

siz=-1 = x=—7r+(—1)-27r=—7r—27r=
4 4
7 9

siz=-2 = x=—7n+(-2) -2x=—n-4nx=-—n NOesunadeellaspues - —7n < -7
4 4 4 4

T Tt
Entonces para las soluciones generadaspor - — sélo - — € [-7, 7]
4 4
T
s:= (7]
4
. . 2
Finalmente las soluciones de sen (x) = - —— parax € [-m, 7] son
2

S=81US2=8: = {—%n}U{—E} =

Si graficamos sen (x) y larectahorizontal y = - se verifican estas soluciones

2
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V2
Plot[{Sin[x] , ——}, {x, -2m, 27}, PlotRange » {{-2n, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio ~» 0.5]
2

Ej 13 d) encontrar las solucionesde sen (x) = -1 paraxe€ [-7m, 7]

Como el seno es negativoy alcanza el valorminimo, el arco soluciénes — 7
2

Entonces el conjunto solucién sera :

3
S: x=—n+k-2n, keZ
2

3
tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x = —w+k - 27w
2

3 3 3
sik=0 = x=—7n+0.-2m=—7n NOesunadeellaspues — 7 > y nopertenecea [-7, 7]
2 2 2

(Nota : siconk=0yanodiéenel intervalo[-7, nr] tendré que tomar valores de k menores que 0)

3
sik=-1 = x=—7m+ (—1) 2= —n-277

2 2
. 3 3 5
sik=-2 = x=—n+(-2)-2xr==-n-4nx=-—n NOesunadeellaspues - —7n< -7
2 2 2 2
Entonces
7r - . s
S= {— —} es el conjunto soluciénde sen (x) =-1 paraxe€ [-m, 7]
2
Si graficamos sen (x) y larectahorizontal y = -1 severificaestasolucién

Plot[{Sin[x], -1}, {x, -2 m, 2 7}, PlotRange » {{-27n, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio —» 0.5]
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\\ / \\ /
\ /
\\::V -0+ s .1/
. 3
Ej 13 e) encontrar las solucionesde cos (x) = —— parax € [-7m, 7]
2

b
Simiramos la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , —]
2

0° 30° 45° 60° 90°
(5 T T A
t 2 = 7 3 2
V2 V3
sen(t) 0 - 5 = 1
2 1
cos(t) 1 ‘/?- 5 0

b
vemos que el arco t = — tiene un valorde cos (t) iguala —
2

Pero éste no es el inico generador de soluciones

Miremos el diagrama de la circunferenciade radiol



40 | Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 12 a 21 Practica 4 - Func trigonometricas.nb

1
///—/ HHK\
- ™
P, N
/ 3
9
/ N\
,r/ & i ’// \\
o ~
/ /// \ = E
/ o \ s
-7 cos(T)
%] 0| ™. cos(Un) 1
o b
\ b /
R
\ e /
\\ \\x / 1
. | oA =g
\
X d
e
xh‘““-—-;._ L ’f//
-1

Es decir que para x € R tendremos dos conjuntos infinitos

V3

de soluciones de la ecuacidéncos (x) = —

uno generado por x =

o |y

y otrogeneradoporx = — &
6

Estos son :

El primer conjunto se escribe asi :

b
S1: X1=—+k-2nm , kez
6

El segundo conjunto se escribe asi :

11
S : Xp=—nN+Z-27W , ZEZ
6
: - - 3
Entonces el conjunto S solucidén de la ecuacidéncos (x) = —— parax € Res :
2

S=81USZ={xE]R: x=£+k-27r , kEZ}U{xE]R: x=1—17r+z-27r , zeZ}
6 6

Sin embargo, como en el ejercio nos piden encontrar sélo las soluciones de

3
cos (X) = —— parax € [-m, ] , veamos cudles soluciones estanen [-7, 7]
2

T
Primero tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x= —+k - 27w
6
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b
sik=0 = x=—+0.-2n-=
6
7 7 13 13
sik=1 = x=—+1-2n=— +2n=—mn NOesunadeellaspues — 7 > 7
6 6 6 6
b bis 11 11
sik=-1 = x=—+(—1) -2nxr=— -2m =-— 75 NOesunadeellaspues - — 7 < -7
6 6 6 6
b bis 23 23
sik=-2 = x=—+(—2) 2n=— -4n=-—7n NOesunadeellaspues - — 7 < -7
6 6 6 6

11
Veamos ahora cudles de las soluciones generadas por — m pertenecena [-7, 7]
6

11
tomamos valores enteros de z y vamos reemplazandoen x = — m+2z - 27
11 11 11
siz=0 = xXx=—n+0-2m=—n queNOesunadeellaspues — x > 7
6 6

(Nota : siconz =0yanodiéenel intervalo[-7, 5] tendré que tomar valores de z menores que 0)

11 11

siz=-1 = x=—7r+(—1)-27r=—7r—27r=
6 6
11 11 13 13
siz=-2 = x=—7r+(—2)-27r=—7r—47r=——7r que NOesunadeellaspues - — i < -7
6 6 6

11 b
Entonces para las soluciones generadaspor — n es sélo - — € [-7, 7]
6 6

s
52 - {-7)
6
Finalmente las solucionesde cos (x) = —— parax € [-7m, 7] son
2

S=S1U82=S1={§}U{§n} —

-3

Sigraficamos cos (x) y larectahorizontal y = se verifican estas soluciones

/3
Plot[{Cos[x], —}, {x, -2x, 27}, PlotRange » {{-2x, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]
2

| 41
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1 ‘R |
‘“\_\ : ; ,{_"lﬂ\_;i ' /
: /1 Vi : /
\cos(x) ; / o . : /;/
\ ‘ ' :
\ : \ : /
\ ' / \ :
! - : _ . .\\ _. ki - / .
eI
\.\ : / \ : /
\ 08y \ 1/
X V7
X ! - /'/
) %
Ej 13 f) encontrar las soluciones de cos (x) = —% parax € [-m, 7]

7
Simiramos la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , —]
2

b
vemos que el arco t = — tiene un valor de cos (t)
3

en valor absoluto al que buscamos

0° 30° 450 60° 90°

T T T T

t 0 6 P 3 2

(1 o 1 V2 V3 ,
sen = = 5

3 2
cos(t) .| ve = 0
2 2

1
— que es igual
2

Miremos el diagrama de la circunferenciade radiol
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w3

COS(%TC)/ cos(5)

[y

cos(£m) = dos(

wr

:IT) —== cos(% ) :—% /

Es decir que para x € R tendremos dos conjuntos infinitos

1
de soluciones de la ecuacidéncos (x) = - — :
2 4
uno generadopor x = — nm yotrogeneradoporx = — 7
3
Estos son :

El primer conjunto se escribe asi :
2

Sy : X1=—n+k-2n , keZ
3

El segundo conjunto se escribe asi :

S, : Xp=—n+z2-2n% , Z€Z
3

Entonces el conjunto S solucién de la ecuacién cos (x) = - parax € Res:

2
S=81USZ={xE]R: x=—n+k-27m, keZ}U{xe]R: X =

3

1
2
4
—n+z-277 , zeZ}
3

Sin embargo, como en el ejercio nos piden encontrar sélo las soluciones de

cos (Xx) =-— @parax € [-m, r] , veamos cudles soluciones estanen [-7, 7]
2
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bis
Primero tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x= —+k - 27w

6
sik=0 = x=—n+0-2m=
3
2
sik=1 = xX=—7n+1-2n=—m+2n=—n NOesunadeellaspues — 7w > 7
3 3
2 2 4 4
sik=-1 = x=—7m+ (—1)-27r=—7r—27r=——7r NOesunadeellaspues - —7n < -7
3 3 3

2 2
Entonces para las soluciones generadas por — i tenemos — 7 que € [-7, 7]
3 3

4
Veamos ahora cudles de las soluciones generadas por — m pertenecena [-7, 7]
3

4
tomamos valores enteros de z y vamos reemplazandoen x = —w+2 - 27
3

4 4 4
siz=0 = X=—7+0-27=—7n queNOesunadeellaspues —x > 7
3 3 3

(Nota : siconz =0yanodiéenel intervalo[-7, 5] tendré que tomar valores de z menores que 0)

siz=-1 = x=—7m+ (—1) 27w =—n-277

8

4
siz=-2 = x=—7n+ (—2)-27r=—7r—47r - —7m que NOes una de ellas pues

4 2
Entonces para las soluciones generadaspor —n essbélo-—n € [-7, 7]
3 3
2
Sz = {— - 71'}
3

1
Finalmente las solucionesde cos (x) =-— parax € [-7m, 7] son
2

S=S1U82=S1={§71’}U{—§7r} =

Si graficamos cos (x) y larectahorizontal y =

1
Plot[{Cos[x], - =}, {x, -2 x, 27}, PlotRange » {{-27x, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]
2

8
-—n <=7
3

se verifican estas soluciones
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1 1
N ' > ' /
\ cos(x) : / \ ' /
\ ; Jf \ : /
\ |
\'\. : / \ ' /
\ ; ff 0 : /
\\ : f;' \ - KI
\ : = Z_T / \'\ Z_}T : ."{
\ : 3 J 3 ' /
1 i ‘.\ i ; I!r.f i i \-\I E i ;f "
- \ * A / \ T 4 '
.\ : ;1 5' : f
\‘. : /'I \\ : /
\ f N 9L ;*\ ! /
\ ' 7 _1 N\ ' /
X & J 2 \ ! /
\, ' / \ " /
\ . /{ % ] ’ 4
WL Y N
! I
2
Ej 13 g) encontrar las solucionesde cos (x) = —— parax € [-7m, 7]
2
T
Simiramos la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , —]
2
0° 30° 45° 60° 90°
m rs T m
t 8 ¢ ) 3 2
(t ; 1 V2 V3 :
sen = T G
2 2 2
3 1
cos(t) 1 ‘/_— - 0
2 2
i
vemos que el arco t = — tiene un valorde cos (t) iguala —
4 2

Pero éste no es el tnico generador de soluciones

Miremos el diagrama de la circunferenciade radio 1l

| a5
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~, ..rt’\_ 1
i \\ 4
L A j
3
rd
/

| // cos(%l) \
-1 \ 0 \ cos(%n) £22 [1

. j

" | /
! .

Es decir que para x € R tendremos dos conjuntos infinitos

V2

de soluciones de la ecuacidén cos (x) = — :

7 7
uno generadopor x = — yotrogeneradoporx = — 7
4 4

Estos son :

El primer conjunto se escribe asi :

b
S1: X1=—+k-2nm , kez
4

El segundo conjunto se escribe asi :

7
S : Xp=—n+2-27w, ZELZ
4
. . 2 . 2 2
Entonces el conjunto S solucidén de la ecuacidéncos (x) = —— parax € Res :
2

S=81USZ={xe]R: x=£+k-27r , keZ}U{xe]R: x=17r+z-27r , zeZ}
4 4

Sin embargo, como en el ejercio nos piden encontrar sélo las soluciones de

2
cos (X) = —— parax € [-m, ] , veamos cudles soluciones estanen [-7, 7]
2
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bis
Primero tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x = —+k -2

7
sik=0 = x=—+0-2x

4
b 9
sik=1 = x=—+1-2nm=— +2n=—m NOesunadeellaspues —rxm >
4 4 4 4
Vg 7 7 7
sik=-1 = x=—+(-1)-2x=—-25x =-—n NOesunadeellaspues - — 7 < -7
4 4 4 4

7
Veamos ahora cudles de las soluciones generadas por — m pertenecena [-7, 7]
4

7
tomamos valores enteros de z y vamos reemplazandoen x = —7w+2z - 27
4

7 7 7
siz=0 = x=—7m+0-27m=—7n queNOesunadeellaspues — 7@ >
4

(Nota : siconz =0yanodiéenel intervalo[-7, 5] tendré que tomar valores de z menores que 0)

siz=-1 = x=—7r+(—1)-27r=—7r—27r=
4 4
7 7 9 9
siz=-2 = x=—7n+(-2) -2nx=—n-4n=-—7n queNOesunadeellaspues - —7x < -7
4 4 4 4

7 7
Entonces para las soluciones generadaspor —n essélo - — € [-7m, 7]
4 4

7
s (-3)
4
Finalmente las solucionesde cos (x) = —— parax € [-7m, 7] son
2

S=51U52=51={§}U{—§} =

V2

Si graficamos cos (x) y larectahorizontal y = se verifican estas soluciones

V2
Plot[{Cos[x], —}, {x, -2m, 27}, PlotRange » {{-2n, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio-» 0.5]
2

| a7
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. "
= = ' , = : -
\, €os(x) ' il ™ Irs ; 7
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\'. : 2 [ J!’
X . L 7
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\ : / \ : /
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1

Ej 13 h) encontrar las solucionesde cos (x) =1 paraxe€ [-7w, 7]

T
Simiramos la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , —]
2

0° 30° 45" 60° 90°
T yi n i
t 0 6 4 3 2
sen(t) 0 ! i 9 1
2 2 2
V2 1
cos(t) @ § — = 0
2 2 2
vemos que el arcot =0 = 0 tieneunvalordecos (t) igualal
Entonces el conjunto solucién sera :
S: x=0+k-2n=k -2, keZ
tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x =k - 27
sik=0 = x=0-2n7=0m
sik=1 = x=1-2n=2m NO esunadeellaspues2 x>
sik=-1 = x=(-1)-27x=-2n NOesunadeellaspues -27< -7
Entonces

S={0} eselconjuntosoluciénde cos (x) =1 paraxe [-m, 7]
Si graficamos sen (x) y larectahorizontal y = -1 severificaestasolucién

Plot[{Cos[x], 1}, {x, -2 m, 2}, PlotRange » {{-2nx, 27}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio—» 0.5]
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Ejercicio 14.- Encontrar todos los x €[0:27] tales que

1 V2
a. sen(xy)= o b. sen(x)=—
c. cos(x) ——g d. cos(x)=-1

Ej 14 a) Ahora las soluciones deben pertenecer al intervalo [0, 2 7]
1
sen (x) = - —

Dado que seno es negativo los arcos deben pertenecer al 3 ero o 4 to cuadrante
T

Segun la tabla de seno y coseno para arcos entre [0 , —] se ve que el arco cuyo
2

1 7T
senoes —es —

2 6

Este es el arco en 1 er cuadrante que 1lamamos t =

o |y

1
El arco del 3 er cuadrante que tiene valor de seno - —es:

o+
)
I
N
+
e
I
N
+
o |y
I
o |3
N

7
t1=—m
6

1
El arcodel 4 to cuadrante que tiene valor de seno - —es :

~ 7T 11 11
t2=2n-t=2n0-—=—n = to=—7
6 6 6

Luego, estos son los generadores de los dos conjuntos de

infinitas soluciones en todos los reales

| a9
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7
S1={xe]R:x=—7r+k-27r,kEZ} 6
6

11
Sz={xe]R: X=—7nw+2z-27, zeZ}

7 11
S=81USZ={xE]R: x=—n+k-2m, keZ}U{xe]R: X=—mn+2z2-27, zeZ}
6 6

1
S es el conjunto soluciénde sen (x) =-— VxXE€ER
2
Veamos cuales de éstas pertenecen al intervalo [0, 2 7]

7
tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x = —sw+k - 27w
6

sik=0 = x=—mw+0-27n=
6

7 7 19 19
sik=1 = x=—7n+1-2n=—7n+2n = —n NOesunadeellaspues —n>27w

6 6 6
7 7 5
sik=-1 = x=—7m+ (—1) -2m=—mw-2n =- —n NOesunadeellaspues - —n<0
6 6 6
Entonces
7
S1={—7r}
6
11
ahora tomemos valores de z y vamos reemplazandoen x = — mw+z - 27
6
11
siz=0 = x=—n+0-27m=
6
11 11 23 23
siz=1 = x=—n+l:2n=—n+27m = — 7 NOesunadeellaspues — 7 >27
6 6 6 6
11 11 7 7
siz=-1 = x=—n+(-1)-25x=—xn-2n =- — NOesunadeellaspues - — <0
6 6 6 6
Entonces,
11
Sz={—7l'}
6
Finalmente :

S=S1U82={%71’}U{%7r}

7 11
S={g7r, ?7(}

1
es el conjunto soluciénde sen (x) = - ; paraxe [0, 2 7]

1
Si graficamos sen (x) y larectahorizontal y=-— severificaestasolucién
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1
Plot[{sin[x], - —}, {x, -x, 37}, PlotRange » {{-x, 37}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]
2

1.0+
I sen(x)
05
i
‘_JT L L L L L L L L L L L L 6 L
-2 2 4
0/¢ 7T
-0.5¢ —1—
2
-1.0}

Ej 14 b) Ahora las soluciones deben pertenecer al intervalo [0, 2 7]

V2

sen (x) = —

Dado que seno es positivo los arcos deben pertenecer al 1 ero o 2 do cuadrante

7
Segun la tabla de seno y coseno para arcos entre [0 , —] se ve que el arco cuyo
2

b
senoes —es —
2 4

, ~ 7

Este es el arcoen 1l er cuadrante que 1lamamos t = —

4

Entonces el arco del 1 er cuadrante que tiene valor de seno es :

2

t=t1=

|

El arco del 2 do cuadrante que tiene valor de seno es :

2

‘_r
N
0]
N
1
o
0]
N
1
|
1]
s lw
N
[l
N
1]
s lw
N

Luego, estos son los generadores de los dos conjuntos de

infinitas soluciones en todos los reales

Sl={xE]R: x=§+k-27r, keZ} 1<)

3
Sz={xE]R: X=—7n+z2-27w, zeZ}
4

S=S1U82={xe]R: x=£+k-27r, kEZ}U{xe]R: x=27r+z-27r, zEZ}
4 4

| 51
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Va2

S es el conjunto soluciénde sen (x) = VxeR

Veamos cuales de éstas pertenecen al intervalo [0, 2 r]

bis
tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x = —+k - 27w

4
bid
sik=0 = x=—+0-2rn=
4
Vg Vg 9 9
sik=1 = x=—+1:-2m=—4+2m =—7mn NOesunadeellaspues —7m>27
4 4 4 4
7 7 7 7
sik=-1 = x=—+(-1)-2x=—-25x =- —x NOesunadeellaspues - — <0
4 4 4 4
Entonces
T
s: = {5}
4

3
ahora tomemos valores de z y vamos reemplazandoen x = — 7+2 - 27
4

siz=0 = x=—7n+0-2n=
4
11
siz=1 = x=—7+1-27n=—7n+27n = — s NOesunadeellaspues —xw>2rw
4 4 4 4
3 3 5 5
siz=-1 =>x=—7r+(—1)-27r=—7r—27r=——7r NOesunadeellaspues - —7n<0
4 4 4 4
Entonces,
3
Sz={—7!'}
4
Finalmente :

s-s:Us: = {Z}U{Z 7}

2
es el conjunto soluciénde sen (x) = T paraxe [0, 2]

2
Si graficamos sen (x) y larectahorizontal y= —— severificaestasolucién
2

- 2 -
Plot[{Sln[x], —}, {x, -n, 37}, PlotRange » {{-m, 3xn}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio -» 0.5]
2
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sen(x)

27T 35T

NS

Ej 14 c) Ahora las soluciones deben pertenecer al intervalo [0, 2 7]

V3

cos (x) = - —

Dado que en este caso coseno es negativo, los arcos deben pertenecer

al 2doyal 3 er cuadrante

bis
Segun la tabla de seno y coseno para arcos entre [0 , —] se ve que el arco cuyo
2

Y EIE

coseno es es —
2 6
. ~ T
Este es el arco en 1l er cuadrante que 1lamamos t = —
6
. V3
El arco del 2 do cuadrante que tiene valor de coseno - —— es :
2
~ 7 5 5
t1=n-t=t-—=—n = t1=—x
6 6 6
. V3
El arco del 3 er cuadrante que tiene valor de coseno - —— es :
2
~ 7 7 7
to=mm+t=n+—=—n = tr=—rx
6 6 6

Luego, estos son los generadores de los dos conjuntos de

infinitas soluciones en todos los reales

5
S1={xe]R:x=—7r+k-27r,kEZ} 6
6

7
Sz={xe]R: X=—7m+2z2-27m, zEZ}
6

5 7
S=81USZ={xE]R: x=—n+k-27m, kEZ}U{erR: X=—7nm+z-27, zEZ}
6 6

S es el conjunto soluciénde cos (x) =-—— Vx€ER
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Veamos cuales de éstas pertenecen al intervalo [0, 2 7]

5
tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x = —7w+k - 27w
6

sik=0 = x=—mw+0-2n=
6

5 5 17 17
sik=1 = x=—7n+1-2n=—7n+2n = —n NOesunadeellaspues —n>2rw

6 6 6
5 5 7
sik=-1 = x=—7m+ (—1)-27r=—7r—27r=——7r NOesunadeellaspues - —n<0
6 6 6
Entonces
5
Sl={—7!'}
6

7
ahora tomemos valores de z y vamos reemplazandoen x = —7+2 - 27

6
siz=0 = x=—7nw+0-2n=
6
7 7 1
siz=1 = x=—7n+1-2n=—7n+2n = —n NOesunadeellaspues —n>27w
7 7 5 5
siz=-1 = x=—7m+ (—1) -2n=—mw-2nm =- —n NOesunadeellaspues - —n<0
6 6 6
Entonces,
7
Sz={—7!'}
6
Finalmente :
5 7
s=s1Usz2 = {=r}U{=~x}
6 6
5 7
S = {—7r, —7r}
6 6
- . 7 3
es el conjunto solucidénde cos (x) = —Tparaxe [0, 2]
. . . V3 e .
Si graficamos cos (x) y larectahorizontal y=-—— severificaesta solucién

2

V3
Plot[{Cos[x] , ——}, {x, -m, 3x}, PlotRange » {{-m, 37}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio~» 0.5]
2
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3T

—

Ej 14 d) Ahora las soluciones deben pertenecer al intervalo [0, 2 7]
cos (x) = -1

Dado que en este caso coseno es negativo, el tnico arco solucién pertenece

al 2dp cuadranteyest=n

Existe séloun conjunto infinito de soluciones generadas por el arco igual a n

y que se escriben asi :
x=nm+k-27n= (2k+1) 7
Entonces :
S={xe]R: X = (2k+1)7r, kEZ}
Veamos cuales de éstas pertenecen al intervalo [0, 2 r]
tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x = (2k+1) &
sik=0 = x=(2-0+1)n=
sik=1 = x=(2-1+1)nx=3n NOesunadeellaspues3rn>2r

sik=-1 = x=(2-(-1)+1)n=-x NOesunadeellaspues -7<0

Entonces

S = {n}

es el conjunto soluciénde cos (x) =-1 paraxe [0, 2 x]

Si graficamos cos (x) y larectahorizontal y=-1 severificaestasolucién

Plot[{Cos[x], -1}, {x, -m, 37}, PlotRange » {{-m, 37}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]



56 | Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 12 a 21 Practica 4 - Func trigonometricas.nb

cos(x)

|
|
|
|
|
|
|
I n
|
7T 2|r( 31T
|
|
|
|
|
|
|

B R R R R b o o R R R R e s

Ejercicio 15.- Encontrar todos los xR tales que

1 . N2
. sen(x)=—— b. sen(x)=—
2 -2
o
w3
c. cos(x)= . d. cos(x)=-1
1
Ej 15 a) Las soluciones de sen (x) = - — pertenecena todoR
2

Ya resueltoenel Ej 14 a)

7 11
S=81USZ={xe1R rx=—n+k-27w, keZ}U{xelR P X=—n+z-27, zez}
6 6
- . 7 1
S es el conjunto solucidénde sen (x) = - ; VxeR
1
Si graficamos sen (x) y larectahorizontal y=-— sevenestas soluciones
2

1
Plot[{Sin[x], ——}, {x, -6m, 67}, PlotRange » {{-6x, 67}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio -» 0.5]
2
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10 sen(x)
0.5
5| ™" -4 -3% 21| ° -; 0 277 ¥ a5
1
T2

-1.0

2
Ej 15 b) Las soluciones de sen (x) = —— pertenecena todo R
2

Ya resueltoenel Ej 14 b)

bis 3
S=31U82={xelR: x=z+k-27r, keZ}U{xelR: x=Z7r+z-27r, zeZ}

S es el conjunto soluciénde sen (x) =

2
Si graficamos sen (x) y larectahorizontal y= ——

V2
Plot|{Sin[x], —}, {x, -6, 6}, PlotRange » {{-6m, 6}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio—» 0.5
6 6 g 6 6 1.1,1.1 P 0
2

V2
2

se ven estas soluciones

| 57
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10
N sen(x)
2
051
a5 | -0 5 1 s [ Tw |
—0/5
1.0}
. . 3
Ej 15 c) Las soluciones de cos (x) = - —— pertenecen a todo R
2
Ya resueltoenel Ej 14 c)
5 7
S=81U82={xe]R P X = E7r+k-27r, keZ}U{erR : = E7r+z-27r, zez}
. - V3
S es el conjunto solucidénde cos (x) = - T VxeER
. . . 3 .
Si graficamos cos (x) y larectahorizontal y=-—— sevenestas soluciones

V3
Plot[{Cos[x], - —}, {x, -6 x, 61}, PlotRange » {{-6x, 6}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio » 0.5]
2
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cos(x)

1.
/\ /\ |

-15 -10 -5 5 10 15

-05f
V3
-1.0t+
Ej 15 d) Las soluciones de cos (x) = -1 pertenecena todo R
Ya resueltoenel Ej 14 d)
S={xeR: x=(2k+1) 7, kez}
S es el conjunto soluciénde cos (x) =-1 VxeR

Si graficamos cos (x) y larectahorizontal y=-1 sevenestas soluciones

Plot[{Cos[x], -1}, {x, -6, 6}, PlotRange » {{-67w, 67}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio» 0.5]

repre--- | coseno rango de representacion cociente de aspecto
1.0

cos(x)
0.5

-557 =3t -7t T 3 51t

—15‘ ‘ ‘ —10‘ ‘ ‘ ‘—5‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 5 ‘ ‘ ‘ ‘10 ‘ ‘ ‘15‘

B b b S S o

| 59
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Ejercicio 16.- Resolver.

B v Y 4
a. sen(x)= en[ : }

4

2 3’ 9
) 1
b. sen(x)+—=0 en [27:57]
c cos(r)—l:(} en [—7:27]
. cos(x)—— 2

L}
Iqﬁ

[ 7
d. cos(x)= en i—:?m'

7

3 7T
Ej 16 a) Encontrar las soluciones de sen (x) = —— que pertenecen a [— ,
2 2

N o

Tt
De acuerdo a 1la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , —]

0° 30° 45° 60° 90°
T T s T
t 0 6 1 3 2
1 V2
0 — = 1
sen(t) 5 5
— fox
2 1
cos(t) 1 3y Wt = 0
2 2 2
vemos que el arco t = il tiene un valor de sen (t) iguala —
3 2

Como seno es positivoenel 1 er y 2 do cuadrante, existendos familias

de soluciones :

T
una generadapor t = — y laotraen el 2 do cuadrante
3

generadapor t = 7 -

w |y

2
=—7
3
Estos son :
El primer conjunto se escribe asi :

7
S1: X1=—+k-2n, kezZ
3

El segundo conjunto se escribe asi :

S, : Xp=—n+2-2n% , Z€Z
3

3
Entonces el conjunto S solucién de la ecuacidénsen (x) = —— parax € Res:
2
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S=S1U82={xe]R: x=£+kc27r , keZ}U{xe]R: x=37r+z-27r , zeZ}
3 3

Sin embargo, como en el ejercio nos piden encontrar sélo las soluciones de

3 w5 3 . 3 n 5
sen (x) = —— parax € [—, — 7r] , veamos cudles soluciones estanen [—, — 7r]
2 2 2 2 2

bis
Primero tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x = —+k -2

7 7 7 7 nn 5
sik=0 = x=—+0-27=— (60°) NOesunadeellaspues — < — y nopertenecea [—, — x|
3 3 3 2 2
i i
sik=1 = x=—+1-27n=— +27n=
3 3
7 1 5
sik=2 = x=—+2:-2n=—+4nw =—nm (780°) NOesunadeellaspues — 7 > — 7«
3 3 3 2
7 7T 5 5 7
sik=-1 = x=—+(—1) 2n=— -2 =-—m (—300°) NOesunadeellaspues - — 7w < —
3 3 3 3 2
7 7 7wt 5
Entonces para las soluciones generadas por — sélo — & € [—, —7r]
3 3 2 2
s1= {7}
3 2 7w 5
Veamos ahora cudles de las soluciones generadas por — nm pertenecena [—, —7r]
3 2 2
2
tomamos valores enteros de z y vamos reemplazandoen x = —w+2 - 27
3
siz=0 = x=—7w+0-27n=
3
2 8 8 5
siz=z1 = x=—7w+1-27x=—7+27wx=—n (480°) NOesunadeellaspues — 7w > — 7
3 3 3 3 2
2 2 4 4 s
siz=-1 = x=—7n+ (—1) -2m=—m-2n=-—7n NOesunadeellaspues - —7m < —
3 3 3 2
2 ) 2 7w 5
Entonces para las soluciones generadas por —n sélo — 7w € [—, —7r]
3 3 2 2
2
Sz:{—ﬂ}
3
. . 3 7w 5
Finalmente las soluciones de sen (x) = —— parax € [—, —7r] son
2 2 2

S=81USZ=Sl={§n}U{§ﬂ} =

2 7
S={;71’, gﬂ}
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S es el conjunto soluciénde sen (x) =

'\/? Tt 5
T VXE[E, ;7(]

Si graficamos sen (x) y larectahorizontal y = se verifican estas soluciones

2

. V3 .
Plot[{sin[x], —}, {x, -x, 3}, PlotRange » {{-x, 37}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio » 0.5]
2

=

3T

sen(x)

1
Ej1le6 b) Encontrar las soluciones de sen (x) + — = 0 que pertenecena [2 7, 5 7]
2
1
sen (x) + —=0 = sen (x) = -—
2 2
7
De acuerdo a 1la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , —]
2

el arco que tiene el mismo valor enméduloes t =

o |y

1
Como la ecuacién nos pide sen (x) = - — negativo los arcos con seno negativo
2

serandel 3 ery 4 to cuadrante, esdecir:

~ 7T 7
ti=mm+t=m+—=—m y
6 6

~ Tt
t2=2n-t=2n-—=—r
6

7 11
Estos arcos t;1 = — 7w y t2 = — 7w son los generadores de los conjuntos infinitos
6

de soluciones en todo R

7
xl=_7l'+k'27r ’ keZ
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Xp2=—nN+2Z-271, ZEZ
6

El primer conjunto se escribe asi :

7
S X1=—n+k -2, kez
6

El segundo conjunto se escribe asi :

11
Ss: Xp=—n+Z2-2n, Z€Z

1
Entonces el conjunto S solucién de la ecuacidénsen (x) = -—parax € Res :
2

7 11
S=81USZ={x€]R: x=—7nw+k-2mw , kEZ}U{xE]R: X=—n+z-27m, zeZ}
6 6

Sin embargo, como en el ejercio nos piden encontrar sélo las soluciones de

1
sen (x) = -— parax € [27n, 5] , veamos cudles solucionesestanen [2 7, 5] ([360°, 900°])
2

7
Primero tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x = —nw+k - 27
6

sik =

7
0 = x=—7nwn+0-2xn =

o |

7
7 (210°) NOesunadeellaspues —7n <27 y nopertenecea [2 7, 5]
6

7 7
l = x=—7n+1-2nx=—7mw+2n=

6 6
7 7 31
sik=2 = x=—n+2-2n=—n+4n =—nm (930°)N0esunadeellaspues —n>5mnw
6 6 6 6
7 7 5 5
sik=-1 = x=—n+(-1)-27x=—n-2x =-=xn (-150°) NOesunadeellaspues - — 7 <27
6 6 6 6

7
Entonces para las soluciones generadas por — m tenemos la solucién :
6

19
— 7 € [27m, 57
6

19
S = {? 71'}

11
Veamos ahora cuales de las soluciones generadas por — 7 pertenecena [27x, 5x] ([360°, 900°])
6

11
tomamos valores enteros de z y vamos reemplazandoen x = — m+2z - 27

11 11 11
siz=0 = x=—n+0-21=—om NOesunadeellaspues — 7w <27

6 6 6
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siz=1 = x=—n+l-2n=—7+ 27=
6 6
11 5 35
siz=2 = x=—n+2-2n=—n+dn=—n (1050°)NOesunadeellaspues — 7 >5r
11 11 1 1
siz=-1 = x=—7r+(—1) 2= —AN-2W=-—7 (—30°)N0esunadee11aspues -—n<2mrw
6 6

11
Entonces para las soluciones generadas por — s tenemos la solucién :

6

23
— 7 € [27m, 5]
6

23
Sy = { —_— 7l'}

6

1
Finalmente las soluciones de sen (x) = - — parax € [2 7, 5] son
2
19 23
s=siUS2=81={—rn}jU{—~rn} =
6 6

19 23
S = {— 7T, — 7r}

6 6

- . 7 1
S es el conjunto solucidénde sen (x) = - E Vvxe[2m, 5]
1
Si graficamos sen (x) y larectahorizontal y = - — severificanestas soluciones
2

1
Plot[{sin[x], - =}, {x, 0, 6 x}, PlotRange -» {{0, 6}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]
2

051
1971
| 6
00l 0 2 ‘
5 0
-0.5¢+

N =

-1.0+

1
Ej 16 c) Encontrar las soluciones de cos (x) - — = 0 que pertenecena [-7, 2 7]
2

1 1
cos (x) -—=0 = cos (x)=—
2 2
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b
De acuerdo a la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , —]
2

el arco que tiene el mismo valor enméduloes t =

w Iy

1
Como la ecuacién nos pide cos (x) = — positivo los arcos con coseno positivo
2

serandel 1l ery 4 to cuadrante, esdecir:

~ 7
t1 = t = y
3
~ 7 5
t2=2n-t=2n-—=—nm
3 3
il 5 . s
Estos arcos t1 = — y t2 = — 7 son los generadores de los conjuntos infinitos
3 3

de soluciones en todo R

7T
X1=—+k-2nm , kezZ
3

Xp=—7n+2-2n, Z€EZ
3

El primer conjunto se escribe asi :

7T
S X1=—+k-2nm , kezZ
3

El segundo conjunto se escribe asi :

Ss: Xp=—n+z2-2n, Z€Z
3

Entonces el conjunto S solucién de la ecuacidéncos (x) = — parax € Res:
i 5
S=S1U82={xe]R: x=—+k-27w , keZ} U {xe]R: X=—7n+z-27mw, zeZ}
3 3

Sin embargo, como en el ejercio nos piden encontrar sélo las soluciones de

1
cos (x) = — parax € [-x, 2] , veamos cuales soluciones estanen [-x, 2 7] ([-180°, 360°])
2

T
Primero tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x= —+k - 27w

3

bd
sik=0 = x=—+0-2xn =

3

7 7T 7 7
sik=1 = x=—+1-2x=—+2x=—xn (420°) NOesunadeellaspues —7n>27x

3 3 3 3

7T 7T 5
sik=-1 = x=—+(—1)-27r=——27r=— b (—300°) NOesunadeellaspues - — 7 < -7

3 3

Entonces para las soluciones generadas por tenemos la solucién :

wly wWlow
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7
— € [-7m, 2]
3

5
Veamos ahora cuales de las soluciones generadas por — n pertenecena [-7x, 27] ([-180°, 360°])
3

1
tomamos valores enteros de z y vamos reemplazandoen x = — m+z - 27

6

siz=0 = x=—7mw+0-2n-=

3

5 11 11

siz=1 = x=—7r+1-27r=—7r+27r=—7r(660°) NOesunadeellaspues — i >2 7

3 3 3

5 5
siz=-1 = x=—7m+ (—1)c27r=—7r—27r=

3 3

11
Entonces para las soluciones generadas por — s tenemos las soluciones:

5 7
—ny -— €[-m, 2]
3 3
t 5
Sa2=3-—, — 71
(-3 37

1
Finalmente las solucionesde cos (x) = — parax € [-7x, 2 1] son
2

S es el conjunto soluciénde cos (x) = Ve [-x, 2]

N |-

1
Sigraficamos cos (x) y larectahorizontal y = — severificanestas soluciones

1
Plot[{Cos[x], =}, {x, -2 x, 3x}, PlotRange » {{-2x, 3x}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]
2
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-
N =

\ /
\ v \\ / \
\"I/ _ \_“/ %
. . 2 7
Ej1l6 d) Encontrar las soluciones de cos (x) = —— que pertenecen a [— , 3 7r]
2 2
b
De acuerdo a la tabla de valores de seno y coseno para arcos entre [0 , —]
2
~ 7
el arco que tiene el mismo valor enméduloes t = —
4
Como la ecuacién nos pide cos (x) = —— positivo los arcos con coseno positivo
2
serandel 1l ery 4 to cuadrante, esdecir:
~ 7
t1 = t = — y
4
~ w7
t2=2n-t=2n-—=—nm
4 4
7r 7 - = = =
Estos arcos t1 = — y t2 = — 7 son los generadores de los conjuntos infinitos
4 4

de soluciones en todo R

7T
X1=—+k-2nm , kez
4

Xp=—7n+2-2n, Z€EZ
4

El primer conjunto se escribe asi :

7T
S X1=—+k-2n , kez
4

El segundo conjunto se escribe asi :

Ss: Xo=—n+z2-2n, Z€Z
4

Entonces el conjunto S solucién de la ecuacidéncos (x) = —— parax € Res:

7 7
S=81USZ={xE]R:x=—+k-27r,kEZ}U{xE]R:x —7r+z-27r,zEZ}
4 4
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Sin embargo, como en el ejercio nos piden encontrar sélo las soluciones de

2 i
cos (Xx) = —— parax € [—, 37r] ,
2 2
7
veamos cudles soluciones estianen [; , 3 7r] ( [90° , 540°] )

bis
Primero tomamos valores enteros de k y vamos reemplazandoen x = —+k -2

4
bid 7 T
sik=0 = x=—+0-2m = — (45°) NO esunadeellaspues — < —
4 4 4 2
Tt Tt
sik=1 = x=—+1-2m=— +2n=
4 4
Vg 7 17 17
sik=2 = x=—+2-25x=—+4nx=—nx (765°) NOesunadeellaspues — 7 >3
4 4 4
. 7 7 7 7 7
sik=-1 = x=—+(-1)-2x=—-25x =-—x (-315°) NOesunadeellaspues - —7m< —
4 4 4 4 2
bid
Entonces para las soluciones generadas por — tenemos la solucién :
4
9
el ¢ E[ ,37r]
4

7 7
Veamos ahora cuales de las soluciones generadas por — n pertenecena [—, 3x]| ([90°, 540°])
4 2

7
tomamos valores enteros de z y vamos reemplazandoen x = —7w+2z - 27

4

7
siz=0 = x=—7w+0-2n-=

4

7 7 15 15
siz=1 = x=—7r+1-27r=—7r+27r=—7r(675°) NOesunadeellaspues — i >3

4 4 4 4

7 7 7 7T 7
siz=-1 = x=—n+(-1) -2x=—n-2x=-— (-45°) NOesunadeellaspues - — < —

4 4 4 2

7
Entonces para las soluciones generadas por — 7 tenemos la soluoién :
4

7 7T
- e|—, 3
471' [2 7r]

7
Ss = { — 7!'}
4
2 s
Finalmente las solucionesde cos (x) = —— parax € [—, 3 7r] son
2 2

S=81USZ=Sl={§n}U{}n} =
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V2
S es el conjunto soluciénde cos (x) = T

VXE [g, 37r]

Si graficamos cos (x) y larectahorizontal y = se verifican estas soluciones

2
Plot[{Cos[x], —}, {x, -x, 47}, PlotRange » {{-x, 47}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio » 0.5]
2

0 \: / :
/ ! \\ : /

/ cos(x)
J N \\'/

B R R R R b o o R R R R e s

Ejercicio 17.- Hallar los ceros y los conjuntos de positividad y de negatividad de f.
T b
a f(x)= cos[ X +Z) en [—7:57]
b. f(x)=sen(2x)+1 en [-7.57]

c. f(x):icos{.?x—g i—l en [—7:37]

icond - T 3
d fix)= ‘sen[ X ; J 1 en [0:37]
e. f(x)=2sen*(x)=sen(x) en[-m 7]
. flx)= ( % - sen(x)] cos(x) en[—-m.7]

Ej 17 a) HallarC®, C*y C de £ (x) en los intervalos indicados

f (x) = cos (x+ E) en [-m, 5]
4
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c® = {xeDom (f) : £ (x) =0}

f(x) =0 = cos(x+£)=0
4

Veamos dénde se dan los ceros del coseno

Plot[{Cos[x]}, {x, -4 n, 4 7}, PlotRange » {{-4x, 47}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio —» 0.5]

s
Observemos que los ceros sedanen — mas unmultiplo enterode n, es decir:
2

7
x0=—+k-wm , kez
2

T
Pero como tenemos cos (x + —|, los ceros de esta funcién se daran cuando :
4

7 7
(x+—)=—+k-7r , kez
4 2

Despejamos x :

T 7
X=—-—+k-t=—+k-w=—+k-t , ke€ez
2 4

bis
Entonces el conjunto de ceros de cos (x + Z) es :
0 7
C'={xeDom (f) : £ (x) =0} ={xeDom (f£) : x= Z+k-7r , kez}

Como nos piden sélo los ceros que pertenecena [-7, 5 7]

iremos tomando valores de k y chequeando que pertenezcana [-x, 5x] ([-180°, 900°])

7T

Sik=0 = xo=—+0-7= (45°) si € [-m, 5]
4
T T

Sik=1 = x1=—+1-7w=—+x= (225°) si € [-n, 5]
4 4
T T

Sik=2 = xXp=—+2-7T=—+27= (405°) si € [-n, 5]

4 4
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T 7T
Sik=3 = x3=—+3-7=—+37w= (585°) si € [-nw, 5]
4 4
T T
Sik=4 = x4=—+4-71=—+47= (765°) si € [-n, 5]
4 4
T T
Sik=5 = xs=—+5.-7=—+5x=—n (945°) no € [-x, 5]
4 4 4
Ahoraconk <0
T T
Sik=-1 = x_1=—+(—1) M= —-7= (—135°) si € [-m, 5]
4 4
7T 7T 7
Sik=-2 = x2=—+(-2) wr==-2nx=-—nx (-315°) no € [-m, 5]
4 4 4
por lo tanto,
0 nt 5 13 17
C'={xe[-m, 5] : f(x):O}:{——ﬂ, —,—7r,—7r,—7r,—7r}
4 4 4 4 4

T
parahallar el C* de cos (x+ —) en[-n,5x] ([-180°, 900°])
4

C*={xeDom (f) : £ (x) >0}

7T
cos (x+—) >0
4

Analisis auxiliar : el C* del coseno

Plot[{Cos[x]}, {x, -4, 4 7}, PlotRange » {{-4xm, 4}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio-» 0.5]

-10

Del grafico se puede ver que el extremo izquierdo del intervalo de positividad

T
del coseno entre (— -, —) se repiteenunsaltode2n
2

Lomismo le sucede al extremo derecho de dicho intervalo

| 71
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b
Entonces - — genera los extremos izquierdos de los intervalos de positividad
2

Tt
xizquierdo=—;+k'27l' , kez

bis
mientras que — genera los extremos derechos de los intervalos de positividad
2
b
Xderecho = —+k-2m , kezZ
2

Es decir :

C* del cos (x) esta formado por 1la unién de los intervalos :

b
Ahorabien, como en realidad tenemos el coseno desplazado en — para la izquierda
4

bis
para cos (x + —] los extremos de los intervalos de positividad seran :
4

(pedimos que lo que esta dentro del argumento satisfaga los extremos del coseno, visto antes)

7T b4 T (—2—1)7r 3
(xizquierd°+—)=——+k-27r = Xizquierdo = - — - —+k: 2= ——"—4+k - 2nn=-—7w+k -2
2 2 4 4 4
7T 7T T (2—1)7r 1
(xderech°+—)= —+k-2n1 = Xderecho = —-—+k-2nx=——""—+k-27= —n+k-2w
2 2 4 4 4
+ 7 2
Entoncesel C"de cos (x+ —| sera :
4
. 3 1
C =U -—n+k-2nw, —w+k -2
kez 4 4
Veamos cuéles de éstos pertenecena [-7, 5 7] ([-180°, 900°])

3 1
sik=0 = (——7r+0-27r,—7r+0-27r] ([-135°, 45°]) si

4 4
3 1

sik=1 = (——7r+1-27r,—7r+1-27r)=(——7r+27r,—7r+27r)=
4 4 4 4

= ([225°, 405°]) si
3 1 1

sik=2 = (——7r+2-27r,—7r+2-27r)=(——7r+47r,—7r+47r)=
4 4 4 4

= ([585°, 765°]) si

3 1
sik=3 = (——7r+3-27r,—7r+3-27r) -—7mT+6mW, —AW+6T

4 4

n
—_—
»

Lo
~———

n

= (2—1 7, 2—57r] ([945°, 1125°]) no
4 4
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Ahora veamos conk < 0

3 1 3 1
sik=-1 = (——7r+(—1)-271',—7r+(—1)-271'):(——71'—271',—71'—271' =
4 4 4 4
11 7
=|-—mn, -— -495°, -315°
(- ]) no

7
Finalmenteel c*de cos (x + Z) paraxe€ [-m, 5] es :

e [2n 2o (En 2a)u(En 2

T
Veamos el grafico de cos (x + —)
4

7T
Plot[{Cos[x+ =]}, {x, -2, 67}, PlotRange » {{-2 7, 6}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio -» 0.5]
4

|
|
|
|
|
|
55k

ar
|

\

7T
parahallar el C™ de cos (x+ —) en[-n,5x] ([-180°, 900°])
4

C ={xeDom (f) : £(x) <0}

T
cos (x+—) <0
4

Analisis auxiliar : el C” del coseno

Plot[{Cos[x]}, {x, -4 n, 4 7}, PlotRange -» {{-4x, 47}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio —» 0.5]
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Del grafico se puede ver que el extremo izquierdo del intervalo de negatividad

nt 3
del coseno entre (— , — 7r] serepiteenunsaltode2
2 2

Lomismo le sucede al extremo derecho de dicho intervalo

b
Entonces — genera los extremos izquierdos de los intervalos de negatividad

T
Xizquierdo = —+k -2m , ke€eZ

3
mientras que — m genera los extremos derechos de los intervalos de negatividad

3
Xderecho = —nm+k-2nm , kezZ
2

Es decir :

C™ del cos (x) esta formado por 1la uniénde los intervalos :

7 3
C'=U(—+k-27r, ;7r+k-27r)

7
Ahorabien, como en realidad tenemos el coseno desplazado en — para la izquierda
4

bis
para cos (x + —) los extremos de los intervalos de negatividad seran :
4

(pedimos que lo que esta dentro del argumento satisfaga los extremos del coseno, visto antes)

7T 7T T (2—1)7r Tt
(xizquierd°+—)=—+k-27r = Xizquierdo = —- —+k 27 =—""—+k -271r=—+k- -2
4 2 2 4 4 4
n 3 n (6-1) = 5
(xderecho+_)=_7r+k’27r = Xderecho = — M- —+k-2n=—"—+k-2n=—mw+k -2
2 2 4 4 4
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7T
Entonces el C” de cos (x + —) sera :

T 5
C'=U(—+k-27r, Zﬂ'+k-27r)

Veamos cuédles de éstos pertenecena [-7, 5 7] ( [— 180°, 900°] )

7T 5
sik=0 = (—+0-27r,—7r+0-27r) (45°,225°) si

4 4

b 5
sik=1 = (—+1-27r,—7r+1-27r) —+2n, —W+27w

4 4

n
—_—
PN
[
~——

n

= ([405°, 585°]) si

7 5 7 5
sik=2 = (—+2-27r,—7r+2-27r) (—+47r,—7r+47r)

4 4 4 4
21 ) 21
= —7r) ([765°, 945°]) si, perounaparte porque — m > 57
4 4
7 5 7 5
sik=3 = (—+3-27r,—7r+3-27r)=(—+67r,—7r+67r)=
4 4 4 4
25 29
= (—n, —n] ([1125°, 1305°]) no
4 4
Ahora veamos conk < 0
7T 5 7T 5
sik=-1 = (—+(—1)-271',—7r+(—1)-27r)=(——27r,—7r—27r)=
4 4 4 4
7 7
= (——ﬂ, ([—315°, —135°]) si, perounaparte porque - —n< -7
4 4

7
Finalmenteel c de cos (x + Z) paraxe€ [-7, S5n] es :

< 2 0(2 2] u(Er Ea) (o

T
Veamos el grafico de cos (x + —)
4

Tt
Plot[{Cos[x+ =]}, {x, -2, 67}, PlotRange » {{-2 7, 6}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio » 0.5]
4

| 75
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[
[
[
[
[
[
3nl | n
T4 )
Y y
s &
-JT
|
|
|
|
|
|
Conclusiédn :

Para obtener el C°, C*, C” de cualquier funcién del tipo sen (7—() 6 de cos (7—()
del tipo sen (7—() 6 del tipo cos (‘H) con H==ztaxtb

teniendo calculados el C’, C*, C” de sen (x) 6 de cos (x)

reemplazamos los xpor *ax+b ydespejamos x

y alli salenel c%, c*, C" de sen (H) 6 de cos (H)

MACHETE PARA ESTUDIAR :

c? Conjunto de ceros del sen (x)

Observando el grafico del sen (x) observamos un conjunto infinito de ceros

marcados con color negro que se repiten cada medio periodo (cada n) y éstos son :

c®=¢(...,-4n,-3n,-2n,-7,0,7n,2n,3n,4mx, ....}

El conjunto infinito de ceros se escribenutilizando los nimeros enteros asi :
Xo=0+knmwr=krr, kez

(sik=—3, x=-37m o sik=10, x =107 soncerosde sen (x))

c*Conjunto de Positividad del sen (x)

Asimismo, el graficodel sen (x) nos permite escribir el conjunto de

positividad como unién infinita de intervalos

C"=. ...U(—47r, —37r)U(—27r, —n)U(O,n)U(Zn,37r)U(47r,57r)U....

los extremos izquierdos de los intervalos se repitencada2 n

Idem los extremos derechos
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extremos izquierdos de los intervalos » k - 27w = 2 kn

extremos derechos de los intervalos » k- 27w+ 7 = (2 k+ 1) b4

C* del sen (x) = U (2kn, (2k+1) x)

kez
(porej. sik =-2, el intervalo (2 . (—2) i, (2 (—2) +1) 7r) = (—4 7, —37r)
pertenece al C* del sen (x))
c” Conjunto de Negatividad del sen (x)

De manera similar, el graficodel sen (x) nos permite escribir el conjunto de

negatividad como unién infinita de intervalos

C =. ...U(—37r, —271')U(—7r, 0)U(7r,27r)U(37r,47r)U(57r, 671')U....

los extremos izquierdos de los intervalos se repiten cada 2 7

Idem los extremos derechos
extremos izquierdos de los intervalos » 7+ k- 27w = (2k+1) x

extremos derechos de los intervalos » 2w+k - 2 7t = (2 k+ 2) 7

C  del sen (x) = (2k+1) 7w, (2k+2) &
U ( )

kez
(porej.sik=-1, elintervalo (2- (-1) +1)x, (2 (-1) +2) x) = (-x, O n)
ysik=2, elintervalo (2-2+1)xn, (2-2+2)x) = (57x, 6x)
pertenecen al C™ del sen (x)

Maximos del sen (x)

Tt
Ademds, vemos que sen (x) alcanzael valormdximode 1l enx = —, resultado que se
2

repite cadaunperiodode 2 nm y estanmarcados con color rojo

Este conjunto de maximos del sen (x) se escribenasi:

T
XM = ;+k-27r, kez

bis
Maximos del sen (x) ={erR: x=;+k-27r , keZ}

S n il 3 -
porej.sik=-1, x=—+ (—1) -2m = —-2m=-—7m esunmaximo de sen (x)

2 2
7 7 137w

porej.sik= 3, x=—+3-2m = —+67n= es un maximo de sen (x))
2 2 2

Minimos del sen (x)

Tt
Ademds, vemos que sen (x) alcanzael valorminimode -1enx = - —, resultado que se

2
repite cadaunperiodode 2 m y estanmarcados con color azulino

| 77
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Este conjuntode minimos del sen (x) se escriben asi:

T
xm=—;+k-27r, keZ

bis
Minimos del sen (x) ={erR: x=—;+k-27r , keZ}

7T 7T 5
(porej.sik=—2, x=——+(—2)-27r=———27r=——esunminimodesen(x)
2
7T 7 37
porej.sik= 1, x=-—4+1-2n =-—+27n= — esunminimode sen (x)J
2 2 2

c? Conjunto de ceros del cos (x)

Observando el grafico del cos (x) se aprecia un conjunto infinito de ceros

marcados con color negro que se repiten cada medio periodo (cada n) y éstos son :

0 7 5 3 . xw 3 5 7
Cc ={...,——7r,——7r,——7r,——,—,—7r,—7r,—7r, }
2 2 2 2 2

El conjunto infinito de ceros se escribe utilizando los numeros enteros asi :

T
xQ=E+k7T=k71', keZ

7 5 7 7
(sik=—3,x=——37r=——7ro sik=3,x=—+37r=—7rsoncerosdecos(x))
2 2 2 2

7
c® del cos (x)={xelR: x=;+k-7r , kez}

c*Conjunto de Positividad del cos (x)

Asimismo, el grafico del cos (x) nos permite escribir el conjunto de

positividad como unién infinita de intervalos

ou ot bulEn o2 ol ofin 2.

los extremos izquierdos de los intervalos se repiten cada 2 7

Idem los extremos derechos

b
extremos izquierdos de los intervalos » - —+k - 27w = (2 k - —J s
2 2

Tt
extremos derechos de los intervalos » —+k -2 = (2 k+ —) 7T
2 2

C* del cos (x) =U ((Zk—i) 7, (2k+§) 7r)

kez
1 1 9 7
porej. sik=-2, el intervalo ((2 (-2) - —) T, (2 (-2) + —) 7r) = (——7r, ——71')
2

pertenece al C* del cos (x))

¢ Conjunto de Negatividad del cos (x)
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De manera similar, el graficodel cos (x) nos permite escribir el conjunto de

negatividad como unién infinita de intervalos

R LIt [ICE R IIRER U R SR

los extremos izquierdos de los intervalos se repitencada2 n

Idem los extremos derechos

T
extremos izquierdos de los intervalos » —+k - 27 = (2 k+ —] T
2 2

3
extremos derechos de los intervalos » —mw+k -2 7w = [2 k+ —] 7T
2 2

C- del cos (x) =U ((2k+%) n, (2k+§) 7r)

kez

1 3 7 5
porej.sik=-1, el intervalo ((2 (—1) + —) T, (2 (—1) + —] 7r) = (——7r, ——n)
2 2

1 3 9 11
ysik=2, elintervalo([2c2+—]7r , (2-2+—) 7r) = (—71', —7r)
2 2 2 2

pertenecen al C™ del cos (x)

Maximos del cos (x)

Ademas, vemos que cos (x) alcanzael valormaximode lenx = 0, resultado que se

repite cada unperiodode 2 m y estanmarcados con color rojo

Este conjunto de maximos del cos (x) se escriben asi :

XxM=0+k-2n=k-27nw, kez

Maximosdelcos (x)) ={x€eR: x=k-2n , keZ}

(porej. sik=-1, x= (—1) -27m = -2 7 esunmaximo de cos (x)

2, x=2-2m =47 esunmaximo de cos (x))

porej. sik

Minimos del cos (x)

Ademas, vemos que cos (x) alcanzael valorminimode -1enx = m, resultado que se

repite cada unperiodode 2 m y estanmarcados con color azulino

Este conjunto de minimos del cos (x) se escriben asi :

Xm=n+k-2n=(2k+1) n, kezZz
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Minimosdelcos (x)) ={x€eR: x=(2k+1)n , keZ}

(porej.sik=-2, x= (2 (-2) +1) x = -3 esunminimo de cos (x)

porej.sik= 1, x=(2-1+1) n=37n esunminimo de cos (x))

RESUMEN MACHETE

c® del sen (x) ={xeR: x=k-t , keZ}

C* del sen (x) = U (2kn, (2k+1) 7)

kez

C- del sen (x) =U ((2k+1) n, (2k+2) )

kez

Méximosdelsen(x):{xelR:x: E+k-27r , kez}

Minimos del sen (x) ={xelR: x=—5+k-27r , keZ}

7
c® del cos (x)={erR: x=—+k-mr , kez}

2
c* del cos (x) :g ((2k-§) n, (2k+§) 7r)
C™ del cos (x) =g ((2k+§) 7, (2k+§) 7'(')

Maximosdelcos (x)) ={x€eR: x=k-2n , keZ}

Minimosdelcos (x)) ={x€R : x=(2k+1)n , keZ}

B e e R et it i ot o o b 2 b o o o S A A SR S SR A
Ej 17b) HallarC®, C*'y C de £ (x) en los intervalos indicados
f (x) = sen (2 x) +1 en [-m, 5]
c® = {x e Dom (f) : £ (x) =0}
f(x) =0 = sen (2x) +1=0 = sen (2x) =-1

Si encontramos los x tal que sen (2 x) = -1 estaremos encontrando

los cerosde £ (x) = sen (2 x) +1



Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 12 a 21 Practica 4 - Func trigonometricas.nb

De acuerdo a lo que describimos anteriormente en este caso H = 2x
Entonces buscamos los H tal que sen (‘7‘() =-1

y después en los resultados reemplazamos H = 2 x para despejar x

Vean :
sen (H) = -1
escomoelEj13d) sen (x) =-1

usamos los resultados dedicho Ej 13 d) :

3
S : =E7r+k-27r, keZ

S es el conjunto soluciénde sen (H) =-1 VHER

Ahora como ‘H = 2 x, reemplazamos donde dice x ponemos 2 x

(%n+k-27r) 3

S : 2x=—mn+k-2m = x=-——""7—"-"15=2=—m+k- -1
2 2 4
= C°={xe]R:x=—7r+k 7r}
4
Veamos cuédles de éstos pertenecena [-7, 5 7] ( [— 180°, 900°] )
sik=0 = x=—n+0.7m =
4
3
sik=1 = x=—7m+1l-m = —7w+m=
4 4
3
sik=2 = X=—7T+2-7T = —T+27=
4 4
3
sik=3 = xXx=—7n+3.7w = —nw+3n=
4 4
3
sik=4 = x=—7n+4d.-7w = —nw+4n=
4 4
3 23
sik=5 = X=—n+5.-71 = —nw+5n0=—nr (1035°) no
4 4 4
Ahoraparak <0
3 3
sik=-1 = x=—7r+(—1)-7r = — 7w -7=
4 4
3 3 5
sik=-2 = x=—7r+(—2)-7r =—n-2x=-—x (—225°) no € [-m, 5]
4 4 4
Entonces :
3 3 7 11 15 19
Sdesen(‘H)={xe]R:x=—7r+k-7r}queE[—7r,57r]son:{——,—7r,—7r,—7r,—7r,—7r}
4 4 4 4 4 4 4

Por lo tanto :
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c®={-—, -5, —n, —n, —nwn, — 7

{71' 3 7 11 15 19}
4 4 4 4 4 4

son los solucionesde f (x) =sen (2x) +1 =0 que € [-7w, 5]

Calculemos el C*de f (x) = sen (2 x) +1 en [-m, 5]
C" = {xeDom (f) : £ (x) >0}

f(x) >0 = sen(2x)+1>0 = sen(2x)>—1

Llamamos H = 2 x paraanalizar sen (7—() >-1

Si graficamos sen () vemos que el senoes > -1 para todo H
3

salvopara H=—n+k-2n , keZ
2

Plot[{Sin[H], -1}, {H, -2 xn, 6w}, PlotRange » {{-2x, 6}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio » 0.5]

| [ |
I 1.0F |
| I sen(H) |
|
|
| |
| 0.5F |
| |
|
! b 3r 5 |
| 9 2 2
-5 T s | |10 1 15
| | | |
| |
| | |
| | » | | !
! | -gst | | !
| I ' | I !
| | | | |
[ | I I -1 | |
! 10+ |
| L I
3
Entonces sen (7—()>—1 para IR—[‘H=—7r+k-27r , kez]

2

Como H = 2 x reemplazamos para despejarx :
3
(; n+k -2 7r) 3

2x=—n+k-2n1 = Xz —— = —7n+k .7
2 4

3
Luego sen(2x) > -1 para x € ]R—{x:zrr+k-7r, kez}
Estees el C*de f (x) = sen (2 x) +1

C*=]R—{x=i7r+k-7r, kez}
4

que escrito como unién de intervaloses:
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3 3
C* = (—7r+k-7r,—7r+ k+1) -7
}g " L 7 (kr 1)

sen (x) se comprimié a lamitady subié 1 unidad segun las "y" para dar sen (2 x) +1

Plot[{Sin[2x] +1, 0, 1}, {x, -2, 6 7}, PlotRange » {{-2m, 67}, {-0.2, 2.1}}, AspectRatio - 0.5]

|
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3 3
Veamos cudles de estos intervalos C* = U {— n+k -, —w+ (k + 1) . 7T]
4 4
kez

pertenecena [-, 5 7] ([—180°, 900°])
. 3 3 3 3
sik=0 = (—7r+0-7r,—7r+(0+1)-7r)=[—7r,—7r+7r]=
4 4
3

7
= [—7r, —n] (1359, 315°) si € [-x, 5]
4 4

3 3 3 3
sik=1 = (—7r+1-7r,—7r+(1+1)-7r)=[—7r+7r,—7r+27r)=
4 4

7 11
= [—7r, —7r) (315°, 495°) si € [-x, 5]
4 4

3 3 3 3
sik=2 = (—7r+2-7r,—7r+(2+1)-7r)=[—7r+27r,—7r+37r]
4 4 4 4

11 15
= [—7r, —n) (495°, 675°) si € [-x, 5]
4 4

3 3 3 3
sik=3 = (—7r+3-7r,—7r+(3+1)-7r)=[—7r+37r,—7r+47r]
4 4 4

4
15 19
= [—7r, —n) (675°, 855°) si € [-x, 5]
4 4
3 3 3 3
sik = = (—7r+4-7r,—7r+(4+1)-7r)=[—7r+47r,—7r+57r]=
4 4 4 4
19 23 19
= [—7r, _71'] (855°, 1035°) si, unaparte [—7r, 57r) € [-m, 5]
4 4 4

Ahoraparak <0



84 | Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 12 a 21 Practica 4 - Func trigonometricas.nb

3 3
(—7r—7r, —7r+0] =
4 4

sik=-1 = (—7r+(—1)-7r,37r+(—1+1)-7r]
4

= € [-m, 5]

. 3 3 3 3

sik=-2 = (—7r+(—2)-7r,—7r+(—2+1)-7r]=(—7r—27r,Zn—n]:

5
- (——7r (-225° € [-x, 5]

Entonces C* que pertenecena [-7, 5 7] ([—180°, 900°]) son :
7T x 3 3 7 7 11 11 15 15 19 19

c* = (—71', ——) (——, —7r] U(—n, —N)U(—ﬂ', —F)U(—ﬂ', —N]U(—n, —N)U(—n, 57r]
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

CalculemoselC  de f (x) =sen (2x) +1 en [-7, 5]

C ={xeDom (f) : £ (x) <0}

£(x) <0 = sen(2x)+1<0 = sen (2x)<-1

Vemos en esta inecuacién que no existe x tal que seno sea menor que -1
(recordemos que sen (algo) da numeros reales entre [-1, 1]

Entonces :

Ej 17 c) HallarC®, C*'y C” de £ (x) en los intervalos indicados
Tt

f(x)=2cos(2x——)—1 en [-m, 3]
2

t—d—d—d -ttt -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+

T T
Nota : 2 cos (2 X - —) -1=2cos (2 (x - —)) - 1 es una composicién de funciones asi :
2 4

compresiénde cos (x) a lamitad (el periodo se reduce a & ) cos (x) —cos (2 x)

T Tt
.- luego una traslaciénen — a la derecha segun las x cos (2 x) — cos (2 (x - —) )
4 4

.- unadilatacién al doble segin lasy (la amplitudde la onda se duplica)

o e - Z)) 2o e o)

.- finalmente una traslacién segun las y hacia abajo en 1 unidad

oo fr- 3] 2o e e ) -

t—t -ttt -+t —t—F—F—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+—+

Plot[{2Cos[2x - E] -1, Cos[x]}, {x, -2x, 27},
2

PlotRange » {{-2xm, 27n}, {-3.1, 3.1}}, AspectRatio-» 0.5]
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2cos(2x- ;i) -1

7N | 7N

N ‘ ‘

7 7T 7 1
f(x) =0 = 2cos(2x——)—1=0 = 2cos(2x——)=1 =>cos(2x——)=—
2 2 2 2

c® = {x eDom (£) : £ (x) =0}

b
Esto quiere decir que encomtrar los cerosde la £ (x) = 2 cos (2 X - —) - 1 se reduce
2

7T 1
a encontrar los x que satisfacen la ecuacién cos (2 X - —) = —
2 2

b
En este caso hacemos las sustituciénH = 2 x- — , entonces resolveremos
2

1 .
cos (‘H) = — para despues reemplazar H y despejar x

2

. s 1

De acuerdo al signo positivo del coseno, cos (7‘() = — se cumple para

b 5
H = — enellercuadrante comopara H = —n enel 4 to cuadrante
3

El primer conjunto de soluciones es :

bid
H= —+k-2n , keZ
3

El segundo conjunto de soluciones es :

5
H=—n+z-27x , zZ€Z
3

s
Ahora reemplazamos H = 2 x - — para despejarx :
2

T T (3+2)7r 5
2x-—=—4+k - 2717 = 2x=—+—+k-2x=—""—+k - 2= —7w+k - 21 =
2 3 2 3 6 6
2x+k-2m
6
= Xz —————— = X= —7n+k-.7
2 12
Entonces :
S1: x= —n+k-nw , keZ

12
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bis
Ahora reemplazmos H = 2 x - — para despejar x en el otro conjunto de soluciones :

n 5 n 5 (3+10) =
2X-—= —A+Z2-2N0 = 2X=—+—N+Z-2A=—"+2Z-27=—N+Z-27T =
2 3 2 3 6
13
?7r+z-27r 13
= X=z————— = X= —A+Z- -7
2 12
Entonces :
13
S2: X= —mn+z-mwm , Z€EZ
12

Tt
Por lo tanto el c’de f (x) = 2 cos (2x— —) -1 entodoR es:
2

C°=81USZ={xE]R:x= i7r+k-7r, keZ}U{xe]R: X = £n+z-7r, zeZ}

12 12
12 36
Veamos cudles de éstos pertenecena [-7, 3 7] ([—180°, 540°]) -—nm=-w; —n=3nm
12 12
sik=0 = x=—n+0.-m =
12
5
sik=1 = x=—7nw+l.-wm = —mw+m=
12 12
5
sik=2 = X=—n+2-T = — AN +27w=
12 12
5 41
sik=3 = xXx=—7n+3.w =—n+3x=—nm no
12 12 12
Ahoraparak <0
5 5
sik=-1 = x=—7r+(—1)-7r = — 7 -7=
12 12
5
sik=-2 = x=—7r+(—2)-7r =—n-2n=-—7m no € [-x, 3]
12 12 12
Entonces :

del primer conjunto de soluciones las que pertenecena [-7, 3 7] son :

-—m,
12

Veamos cudles de las soluciones del segundo conjunto

12
pertenecena [-, 3 7] ([—180°, 540°]) -—n=-7;

12

36
—an=3r
12

13
siz=0 = x= —na+0-7m =

12

13 13
siz=1 = X=—7nw+1l-T =—xw+w=

12 12
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13 13 37
siz=2 = X=—7nN+2-T =—A+20=—T7 no
12 12 12
Ahoraparaz <0
13 13 7 )
siz=-1 = x=—7r+(—1)-7r = — T -7T=— si
12 12 12
13 11
siz=-2 = x=—7r+(—2)-7r = —n=-2x=-—T71 si
12 12 12
13 13 23
siz=-3 = x=—7r+(—3)-7r =—n-3n=-—7m no € [-m, 3 7]
12 12 12

Entonces :

del segundo conjunto de soluciones las que pertenecena [-7, 3 7] son:

o 11 7 7 5 13 17 25 29
(of ={——7r,——7r,—,—7r,—7r,—7r,—7r,—7r}
12 12 12 12 12 12 12 12

bid
Veamos el graficode f (x) = 2cos (2 X - —) -1
2

bid
Plot[{2 Cos[2x— —] —1}, {x, -m, 3x}, PlotRange » {{-m, 37}, {-3.1, 1.1}}, AspectRatio~» 0.5]
2

2c08(2x- 1) ~

2

|
|
|
|
|
|

T
CalculemoselC*yelC de f (x) = 2 cos (2x— —) -1 en [-m, 37]
2

C"={xeDom (f) : £ (x) >0}

7
f(x) >0 = 2cos(2x——)—1>0
2

C ={xeDom (f) : £ (x) <0}

| 87
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7
f(x) <0 = 2cos (2x——) -1<0
2
- = 2 7l-
Como f (X) = cos (x) es continua como también £ (x) = 2 cos (2 X - —) -1

usaremos el corolario del Teo de Bolzano para afirmar que entre dos ceros consecutivos
obienf (x) >0 of (x) < 0 endicho intervalo entre raices consecutivas

Tenemos los ceros o raices entre [-7, 3 7] :

o 11 7 b 5 13 17 25 29
C ={——7r,——7r,—,—7r,—7r,—7r,—7r,—71'}
12 12 12 12 12 12 12 12

Entonces los intervalos de evaluaciénde £ (x) entre raices seran :
11 ) ( 11 7 ] 7 s s 5 5 13 13 17
[-7, -—=|: |-—7n, -—=|; (——ﬂ, —J; (—,—ﬂ): (—n,—ﬂ]: (—n,—ﬂ];
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12

17 25 25 29 29
(—n,—n];[—n,—n);(—n,Bn]
12 12 12

1lm 117 7w 7T w n bm 5m 13w 13n 17w 17m 25w 25T 291 291
=== | i) | i =) (555} e | Ve v e e (=53]
12 12 12 127 12 12" 12 127 12 12 7 12 12 12 12 7 12 12
" — 23 3n T T 3ar 5 n 9T 651
promedio del o 4 4 4 i 4 4 4 24
intervalo)
f(x) -0.482362 1 -3 1 -3 1 -3 1 -2.93185
f(x) es - + = + & + = + -

7
EntoncesC'y C  de f (x) = 2 cos (2x— —] -1 en [-7m,37x], son:
2

ot - (_E,r, _ln]u(l, in)U(Eﬂ, En)u(én, Qn]

12 12 12 12 12 12 12 12
y
11 7 7 5 13 17 25 2
C'=[—7r,——7r]U(——7r, —) {_ﬂ',—ﬂ')U(—ﬂ',_ ]U(—n,37r]
12 12 12 12 12 12 12 12

Ej 17 d) HallarC®, C*y C de £ (x) en los intervalos indicados

f(x)=25en(x—£)+1 en [0, 3]
4

t—t—+t—F—t—+t—+t—t—Ft—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -+ -+ -+ -+ -+

b
Nota : 2 sen (x - —) + 1 es una composicién de funciones asi :
4

s 7
.- una traslacién de sen (x) en — a la derecha seguin las x sen (x) —sen (x - —)
4 4

.- unadilatacién al doble segin lasy (laamplitudde la onda se duplica)

T T
sen (x——)—»Zsen (x——)
4 4
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.- finalmente una traslacién segun las y hacia arriba en 1 unidad

b b
2 sen (x——)—>2sen (x——)+1
4 4

t—d—d—d—d—t—t—t—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+

Plot[{2Sin[x- =] +1, Sin[x]}, {x, -2, 27},
4

PlotRange » {{-2x, 27}, {-2.1, 4.1}}, AspectRatio - 0.5]

2sen(x— %)+1

c® = {xeDom (f) : £ (x) =0}

7 7 7 1
f(x) =0 = 2sen (x——)+1 =0 = 2sen (x——) =-1 = sen (x——) = - —
4 4 4 2
b
Esto quiere decir que encomtrar los cerosde £ (x) = 2 sen (x - —) +1 se reduce
4
7T 1
a encontrar los x que satisfacen la ecuacién sen (x - —) =--
4 2

b
En este caso hacemos las sustituciénH = x - — , entonces resolveremos

4
1
sen (‘7'() = - — para despues reemplazar H y despejar x
2
1
De acuerdo al signo negativo del seno en la ecuacién, sen (‘7'() = -—
2

tendremos generadores de soluciones enel 3 er y 4 to cuadrante (alli sen < 0)

El arco del 1 er cuadrante cuyo seno en valor absolutoes —
2

N
se cumple para H = en el 1 er cuadrante

o |y

P
Entonces enel 3 er cuadranteserd n+H = H =7+

o |y
I
o |~
b

| 89
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P
yenel 4 to cuadrante sera 2x-H = H=2n-

o |y
n
I
=

El primer conjunto de soluciones es :

7
H= —n+k-2n7n , kezZ
6

El segundo conjunto de soluciones es :

11
H=—n+z-27 , Z€Z

bis
Ahora reemplazamos H = x - — paradespejarx:
4

w1 T 7 (3+14) x 17
X-—=—nm+k-2n = x=—+—n+k-2nx=—""—+k-2n=—n+k -2 =
4 6 4 6 12 12
= x= —7mw+k-27
12
Entonces :

17
S1: x= —n+k -2 , kez
12

T
Ahora reemplazmos H = 2 x - — para despejar x en el otro conjunto de soluciones :
2

7 11 7 11 (3+22)7r
X-—= —7N+Z-2N0 = X=—4+—A+Z -2 =——"""—4+2Z2-20=—RN+2-271 =
4 6 4 6 12 12
25
= X= —N+Z-27
12
Entonces :
25
S2: xX= —nw+z-2m1 , zZ€Z
12

s
Por lo tanto elc’de f (x) = 2 sen (x— —) +1 entodoR es:
4

17 25
(o] =S1U52={xe]R x= —nmx+k- -2, keZ}U{xe]R: X= —nw+z-2m, zeZ}
12 12
Veamos cuales de éstos pertenecena [0, 3 7] ([0°, 540°]) On; —m=3mw
12
17
sik=0 = x=—n+0-27m =
12
17 17 41
sik=1 = x=—7n+1.:-2n =—n+2n0=—n no
12 12 12
Ahoraparak <0
17
sik=-1 = x=—7+ (—1)-27r =—n-2n=-—7m
12 12 12

Entonces :

del primer conjunto de soluciones las que pertenecena [0, 3 7] son:
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Veamos cudles de las soluciones del segundo conjunto

pertenecena [0, 3 7] ([0°, 540°]) 0x;
—na=3n
12
25
siz=0 = x=—mn+0-27m =
12
25 25 49
siz=1 = X=—7n+1-271x =—nwn+2x=—n no
12 12 12
Ahoraparaz <0
25
siz=-1 = x=—7r+(—1)-27r =—n-2n=
12 12
25 3
siz=-2 = x=—7+ (—2)-27r =—n-4n=-—7m no € [0, 3 7]
12 12 12
Entonces :

del segundo conjunto de soluciones las que pertenecena [0, 3 7] son :

7
Por lo tanto el C’de £ (x) = 2 sen (x— —) +1 en[0,3n] es:
4

7 17 25
SEEREE
12 12 12
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7
CalculemoselC*yelC de f (x) =2 sen (x— —) +1 en [0, 3]
4

C"={xeDom (f) : £ (x) >0}

big
f(x)>0 = 25en(x——)+1>0
4

C ={xeDom (f) : £ (x) <0}

big
f(x) <0 = 25en(x——)+1<0
4

7
Como £ (xX) = sen (x) es continua como también f (x) = 2 sen (x - —) +1
4

usaremos el corolario del Teo de Bolzano para afirmar que entre dos ceros consecutivos
obienf (x) >0 of (x) <0 endicho intervaloentre raices consecutivas

Tenemos los ceros o raices entre [0, 3 7] :
cl = {—, —, —71'}
12 12 12
Entonces los intervalos de evaluacién entre raices de £ (x) son :

b4 b4 17 17 25 25
[0, —J; (—,—71'); (—n,—n); (—7r,37r]
12 12 12 12 12 12

0 H) {rr '177:} 17w 257:} l[25?1' 3]
e el el S - 12
1 12 12 12 " 12 12
X (tomamos el n am 7 6lm
pr_cmed iclr del ﬂ T T E
intervalo)
f(x) -0.217523 3 -1 2.58671
f(x) es - +- - +

7
EntoncesC'y C de f (x) =2 sen (x— Z) +1 en [0, 3x], son:

T 17 257
e = (2, D) U (25, 3
12 12 12
y
7T 17 25
ol &) 0 %)
12 12 12

Ej 17 e) HallarC®, C*y C de £ (x) en los intervalos indicados

£ (x) = 2 sen? (x) - sen (x) en [-m, 7]
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t—t—+t—F—t—+t—+t—t—Ft—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -+ -+ -+ -+ -+

c® = {xeDom (f) : £ (x) =0}

n
o

f(x) =0 = 2sen? (x)-sen (x) si sacamos factor comin sen (x)

]
o

= sen (x) - [ 2sen (x) -1]
Este producto sera cero cuando :
sen (x) =0 6 2sen(x)-1=0
lercaso:

sen(x) =0 = =x=k-mwm , kez

2docaso:
1
2sen (x) -1=0 = sen (x) = —
2

Como seno es posotivo los arcos generadores de soluciones pertenecen al

1l er o el 2 do cuadrante

|

un generador es el arco del 1 er cuadrante t=— y el otro generador de
6

soluciones es el arco del segundo cuadrante -t = -

o |y
[}
ol
N

Entonces para el 2 do caso tenemos dos conjuntos de soluciones :

b
X=—+p-2n , PEZ

5
X=—7n+q-2n , q€E€Z

Recapitulando tenemos 3 conjuntos de soluciones :

dellercaso S;: x=k-nwn , keZ
7 5

del2docaso S;: x=—+p-2n , PEZ 6 S3: X=—7n+q-2n7n , gqEZ
6 6

S=81Us2USs3

7 5
S={xe]R:x:kcn,keZ}U{xE]R:x=—+pc27r,pEZ}U{xe]R:x=—7r+q-27r,qEZ}
6 6

Veamos para que valoresde k, p, g las soluciones pertenecena [-7, 7]
Para S; :

sik=0 = x=0-7

sik=1 = x=1.7 =

sik=2 = x=2-7w=2nm no € [-m, 7]
sik=-1 = =x-= (—1) T o=

sik=-2 = x-= (—2) T =-27 no € [-m, x]
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Para S; : ahoraparap:

i
sip=0 = x=—4+0-2n-=
6
s 7 13
sip=1 = x=—+1.-2n=—+2n=—nm no € [-m, 7]
6 6 6
7 7
sip=-1 = x=—+(—1)-27r=——27r=——7r no € [-, 7]
6 6 6
s
Sz = —}
6
Para S3 ahora para q;
5
sig=0 = x=—7n+0-2mn=
6
5 5 17
sig=1l = x=—7n+l1-2n=—7n+2nx=—m no € [-x, 7]
6 6 6
5 5 7
sig=-1 = x=—7r+(—1)-27r=—7r—27r=——7r no € [-rm, 7]
6 6 6
5
S3={—7T}
6
Por lo tanto
5
s=s1Us2US2={-x,0, =, =n, x
6 6
Estos son los cerosde f (x) = 2 sen? (x) - sen (x) en [-m, 7]

CalculemoselC*yelC de f (x) =2 sen? (x) -sen (x) en [-m, 7]

C*={xeDom (f) : £ (x) >0}

f(x) >0 = 2sen? (x)-sen (x)>0

C = {xeDom (f) : £ (x) <0}

f(x) <0 = 2sen? (x)-sen (x)<0
Como £ (x) = sen (x) es continua también lo sera 2 sen? (x) - sen (x)

usaremos el corolario del Teo de Bolzano para afirmar que entre dos ceros consecutivos
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obienf (x) >0 o £ (x) <0 endicho intervalo entre raices consecutivas

Tenemos los ceros o raices entre [-7, 7] :

5
c0= - IOI zr_ ’

Entonces los intervalos de evaluacién entre raices de £ (x) son :

SCHCHICESEES

6 6 6 6
o m b b
[—m,0) (9 =) -, — — .,
= (2. (=.m
X (tzmamos el m T T 11m
prumedio del - 12 E 17
irtervalo)
f(x] 3 0.124844 1 0.124844
f(x) es B - + =

EntoncesC'y C de f (x) =2 sen? (x) -sen (x) en [-m, ] , son:

im0 Uz 2
Y
0.3 u(3nn

t—t—+—+—F—+t -+t —t—Ft—F—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+—+

Plot[{2 Sin[x]z—Sin[x]}, {x, -n, n}, PlotRange » {{-n, n}, {-1.1, 3.1}}, AspectRatio -» 0.5]

3l
2sen’(x)-sen(x) |

s 0l

oy
o
=

| o5
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Ej 17 f) HallarC®, C*y C de £ (x) en los intervalos indicados
1
£ (x) = (—+sen (x)][cos (x)1] en [-m, 7]
2

t—d—t—d—d—t -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+

c®= {x eDom (£) : £ (x) =0}
1
f(x) =0 = (—+sen (x)] - (cos (x)) =0
2
Este producto sera cero cuando :
1
cos (x) =0 6 —+sen (x) =0
2

lercaso:
T
cos (x) =0 = x=—+k-w , kez
2
2docaso:
1 1
—+sen (x) =0 = sen (x) =-—

Estas soluciones corresponden a arcos del 3 er y 4 to cuadrante pues ahi sen < 0

-~ T
el arco que genera el mismo valore de seno en valor absolutoes t = —
6
7 . 3
El arcodel 3 er cuadrantees: wm+ — = —7n y las soluciones seran:
7
X=—7n+p-27 , p €Z
6
bis
El arcodel 4 to cuadrantees: 271- — = — sy las soluciones seran:
6
X=—mn+q-27 , q€EZ
Recapitulando tenemos 3 conjuntos de soluciones :
T
dellercaso S;1: x=—+k.-w , keZ
2
7 3 11
del2docaso S2: x=—m+p-2n, p €Z 6 S3: X=—n+qg-2n, gqEZ
6

S=8:1Us2USs3
s 7 11
S={xE]R: x=;+k-7r, keZ}U{xe]R:x=g7r+p-27r, P eZ}U{xE]R:x=?7r+q-27r, qu}

Veamos para que valoresde k, p, g las soluciones pertenecena [-7, 7]

Para S; :
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7
sik=0 = x=—+0-7mw =

2
b 7 3
sik=1 = x=—+1-w=—+7n=—7m no € [-rm, 7]
2 2 2
i
sik=-1 = x=—+(—1)-7r=
2
i i 3
sik=-2 = x=—+(—2)-7r=——27r=——7r no € [-m, 7x]
2 2 2
i
Sl={' — _]'
2
Para S, : ahoraparap:
7 7
sip=0 = x=—7n+0-2n=—rx no € [-m, 7]
6
7 19
sip=1 = x=—7w+1-2n=—7n+2nm=—m no € [-mw, 7]
6 6 6
7 7
sip=-1 = x=—7r+(—1)-27r=—7r—27r=
6 6
7 7 17
sip=-2 = x=—7r+(—2)-27r=—7r—47r=——7r no € [-m, 7]
6 6 6
Sz={——7l'}
Para S3 ahora para q;
11 1
sig=0 = x=—n+0-2n=—r no € [-x, 7
6 6
11 11 23
sig=1l = x=—n+l-2n=—mn+27n=—m no € [-mw, «]
6 6 6
11 11
sig=-1 = x=—7r+(—1)-27r=—7r—27r=
6 6
s
5= {-2)
6
Por lo tanto
5 Vg T
s=s1Us:Usz={-=n, - =, -—, =}
6 2 6 2
1
Estos son los cerosde f (x) = (— + sen (x)) - [cos (x)] en [-m, 7]
2

1
CalculemoselC*yelC de f (x) = (— + sen (x)) - [cos (x)] en [-m, m]
2
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C" = {xeDom (f) : £ (x) >0}
1
f(x) >0 = —+sen (x)| - [cos (x)] >0
2

C ={xeDom (f) : £ (x) <0}

1
Como f (X) = sen (x) es continua también lo sera (— + sen (x)) - [cos (x)]
2

usaremos el corolario del Teo de Bolzano para afirmar que entre dos ceros consecutivos
obienf (x) >0 o £ (x) <0 endicho intervalo entre raices consecutivas

Tenemos los ceros o raices entre [-7, 7] :

5 7 Tow
C0= -, - —y -y -
{ 67r 2 6 2}

Entonces los intervalos de evaluacién entre raices de £ (x) son :

-2 (Ene 2 () (2 D)

s T - | 2R Em
[l | Lt g 5 3 7 T
X (tomamos el 11m 2T T 3
promedio del 12 3 Bl g 4
intervala)
f(x) -0.232963 0.183013 -0.183013 0.866025 -0.853553
f(x) es - + 4 + =

1
EntoncesC'y C de f (x) = (; + sen (x)) - cos (x) en [-m, ] , son:

C* =

Q
1
1
3
|
I
i/
1
NN

1
—_——

|

| ;n

NI

(£+Sin[x]J - Cos[x]
2

252
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t—t—t—+-—+—Ft-—+—Ft—F-+t—F—+—Ft—F—Ft—F—F+—F—F+—F+—F -+ —F+-—+—-+—+

1
Plot[{(—+$in[x]) Cos[x]}, {x, -x, 7}, PlotRange » {{-x, 7}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]
2

[;— + sen(x)] cos(x)

-1.0+

B R R R R b o o R R R R e s

Ejercicio 18.- Hallar la imagen de f Determinar el valor maximo y el valor minimo de

f e indicar en qué puntos se alcanzan dichos valores.

a. f(-")Z%SEH(T) b. [f(x)=-2sen(2x+rx)
¢. f(x)=3cos(—x)+2 d. f(x)=2cos(3x)-1

t—d—d—d—d—t—t—t—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+

Imagen, Amplitudy Periodo

Observemos el grafico de sen (x) y el de cos (x)

Vemos que el conjunto Imagen de seno y coseno es el intervalo [-1, 1]

Imagen (sen (x))

[_11 1]

Imagen (cos (x))

[_ 1 ’ 1]
Y que cada 2 mel grafico se repite: esto se 1llama periodo T

que no es otra cosa que decir que cada vueltade 2 in los valores de seno y coseno

vuelven a dar lomismo.
Se dice que tanto sen (x) como cos (x) tienen periodo 2 7w
+—+—F+—+—+—F+—+—-F—F+—-F+—-F—+—F+—F—F+—-F—F+—F+—-F—F+—F+—F—F+—-F+—+—+

Plot[{Sin[x]}, {x, -4, 4 7}, PlotRange » {{-4 7w, 4}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio-» 0.5]
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19 > _
T=2m Amplitud

sen(x)

0.5

Imagen =[-1, 1]

-10 -5

T=271 AmplltUd

cos(x)

-10

t-t -t -+ttt -+t -+ttt -+ —F—F+ -+ —+-+—+-+—-+—+
En un sentidomas amplio consideremos la funcién f (x) = A - sen (bx) (Idempara coseno)
El factor |A| se 1lama Amplitud de la onda y el factor |b}, dentrodel argumento del seno estéa

relacionado al periodo T mediante la siguiente expresién:
27
b} = — (%)
T

{A} = Amplitud (*=*)
Es decir que la férmula de la funcién sinusoidal o cosinusoidal
nos da informacién sobre la Amplitud y el periodo de 1la misma
Ejemplo: Seaf (x) = 2sen (x) = 2sen (1 - x)
comob =1 aplicando (*)

27 27

11} =1= = T=—=2n
1

T
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f (x) = 2sen (x) tieneperiodo T =2

ComoA =2,y |A} = Amplitud, tiene Amplitud2

(el factor A comprime o dilata el conjunto Imagen (las "y") de acuerdo a si
0< |A} <1 6 |A} > 1 respectivamente, segun las "y")

Como Amplitudes 2, el conjunto Imagen de f (x) = 2sen (x) es [-2, 2]
+—t—t—t—t—Ft—F—F—F—F -t -t —t—Ft—F—F—F—F—F—F—t—F—F—F—+—+

Plot[{2 Sin[x], Sin[x]}, {x, -4 n, 4 7}, PlotRange » {{-4x, 47}, {-2.1, 2.1}}, AspectRatio —» 0.5]

2F >

2sen(x)
T=27

P - n L 1 L L n L 1 L PR
\7 v

t—d—d—d—d—t—t—t—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+

1 L L L L
-10 _2 -5

-2

1 1
Ejemplo 2 : £ (x) = sen (—x) =1-sen (—x)
2 2

1
comob = — aplicando (*)
2

1
£ (x) = sen (—x] tieneperiodo T=4rn (sedilaté segin las x)
2
ComoA =1, y |A} = Amplitud, tiene Amplitudl
1
Como Amplitudes 1, el conjunto Imagen de f (x) = sen (—x) es [-1, 1]
2
+—t—t—t—t—Ft—F—F—F—F -t -t —t—Ft—F—F—F—F—F—F—t—F—F—F—+—+

1
Plot[{sin[—x], sin[x]}, {x, 0, 6 x}, PlotRange -» {{0, 6 1}, {-2.1, 2.1}}, AspectRatio -» 0.5]
2
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2 [
T=4r

1k
0 10 A

0 4
» I sen(x)

»
T=2m

A

t—t—+—+—F—+t -+t —t—Ft—F—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+—+

1
Ejemplo3: f (x) = - —sen (-4 Xx)
3

comob = -4 aplicando (%)
27 b4
|-4}1 =4=— = T=—
T 2
1 b4
f (x) = -—sen (-4x) tieneperiodo T = — (se comprimié segtn las "x"y roté)
2

1 1
ComoA=-—,y |A| = Amplitud, tiene Amplitud — (se comprimié segtn las "y"y roté)
3 3

1 1 1
Como Amplitudes —, el conjunto Imagen de £ (x) = - —sen (-4x) es [-—, —]

3 3 3 3
bmtb—t -ttt -ttt -t —F—F b —F—F—d—F—F—F—F—+

1 1 1
Plot[{- —sin[-4x], Sin[x], -—, —}, {x, 0, 37},
3 3 3

PlotRange » {{0, 37}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]

[ 3
T T=27
sen(x)
0.5 k 1_ T = g
3 —_—

AN ANMVANNANWANA
BV RVAAVIAV.AV. AN
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t—t—t—+-—+—Ft-—+—Ft—F-+t—F—+—Ft—F—Ft—F—F+—F—F+—F+—F -+ —F+-—+—-+—+

1
Ej 18 a) con f (x) = — sen (x) hallar imagende £, valor maximo yminimo y en cuadles x se da eso

1 1
- | = — el conjunto Imagen se comprimird a —
3

1
ComoA = — y Amplitud = |A} =
3

de los valores maximos y minimos de sen (x)

Entonces Imagen (f) = [_—, —]
3 3

N

7 27
= Jl}=1=—= T=2rx

Comob =1y |b} = —
T T

Tiene periodo 2 &

1
Valor Maximo = — se da en los maximos del seno

7T
xv=—+k-2n, kezZ
2
1

ValorMinimo = - — seda en los minimos del seno
3

3
Xm= —n+zZ-27n, Z€Z
2

t—t—+—+—F—+t -+t —t—Ft—F—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+—+

1 11
Plot[{=sin[x], -—, =}, {x, 0, 37}, PlotRange » {{0, 3x}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]
3 3 3

1or
— gsen(x)
T=27m
I >
05F 1
3
3
r 2
00 2 ~_ &« T T &% s
0 g T 27T s
2
1
-05F 3
-1.0f
+—t—t—t—t—Ft—F—F—F—F -t -t —t—Ft—F—F—F—F—F—F—t—F—F—F—+—+
Ej 18 b) con f (x) =-2sen (2 X+ 7r) hallar imagende £, valormaximo y minimoy en cudles x se da eso
ComoA = -2 y Amplitud = |A} = |-2} =2 el conjunto Imagen sedilatara 2

de los valores maximos y minimos de sen (x)

Entonces Imagen (f) = [-2, 2]
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27

7
Comob=2 y |b}j=—7 = |2}|=2=z—= T=mx
T

Tiene periodo n
Para obtener los valores maximos y minimos de - 2 sen (2 X+ 7r) usaremos la sustitucion
H = 2 x + 7 para calcular los valores maximos yminimos de - 2 sen (‘H)

Como - 2 sen (‘H) es una rotacién rigida de sen (‘H) alrededor del eje x yunadilatacién

segun las "y" al doble (ver gréfico)
+—+—F+—+—+—F+—+—-F—F+—-F+—-F—+—F+—F—F+—-F—F+—F+—-F—F+—F+—F—F+—-F+—+—+

Plot[{-2sin[H], Sin[H]}, {H, 0, 37}, PlotRange » {{0, 3x}, {-2.1, 2.1}}, AspectRatio - 0.5]

2,
[ sen(H)
s 5m
L 2 2
0 L L L
\ 2 8
3
1k
I T=27m
_2,
+—+—F+—+—+—F+—+—-F—F+—-F+—-F—+—F+—F—F+—-F—F+—F+—-F—F+—F+—F—F+—-F+—+—+
los valores Maximos = 2 sedan en losminimos de sen (‘7'()
3
Xy=—n+k-2n, keZ
los valores Minimos = -2 se dan en 1los maximos de sen (‘7‘()
Xm= —+2Z2-2n, Z€Z
Ahora para obtener los maximos de -2 sen (2 x + )
ycomoH =2x+n , reemplazamos para despejar x
3 3 (-2+3)
2x+nm=—7m+k 27 = 2X =-+—n+k-2n1 = 2x =——7n+k -2 =
2 2 2
1 §+k-27r T
= 2x =—nm+k-27n = x=—7T—=—+k. .1
2 2 4

Entonces, losmaximos de -2sen (2x+7) sedanen:

7
xM=Z+k-7r, keZ
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y el valor Maximo que alcanza f (x) =-2sen (2x+7n) es 2

para obtener los minimos de -2 sen (2 x + )

ycomoH =2x+n , reemplazamos para despejar x

T T
2X+7T=—+2 -2 = 2X =-NT+—+2 -2 = 2X = ——=7+2-271 =
2 2 2
- —’2—'+z-27r -
= 2X =-—+2-2n1 = X = ———=-—+2Z- -7
2
Entonces, losminimos de -2sen (2x+7) sedanen:
7T
Xp=-—+2 -7, Z€EZ
y el valor Minimo que alcanza f (x) =-2sen (2x+7n) es -2
Veamos un graficode £ (x) = -2sen (2x+7n) entre [0, 3 7]

t—d—d—d—d—t—t—t—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+

Plot[{-2Sin[2x+ 7], -2, 2}, {x, 0, 37}, PlotRange » {{0, 37w}, {-3.1, 3.1}}, AspectRatio—» 0.5]

2

T /7N 7N /TN

L/ \ ~2sen(2x+1) / \ T=1 / \
I f \ / \._
1t/ / \ 1
/SN 2 /N 2 )\
of T / . 4 /[ \ s
o " T . \ | r‘ k1
f . an 5 8 |
0 m o er 5 "\ %ﬂ o T\ 3”/
= \ / = =4 / p \ /
1 4 ‘.,\ | / - \ / ‘\ /
\\ / \\-, / \ /
i\ 'l \ / \
_aL 0 W4 AV V4 \al

+—+—F+—+—+—F+—+—-F—F+—-F+—-F—+—F+—F—F+—-F—F+—F+—-F—F+—F+—F—F+—-F+—+—+
Ej 18 c) con f (x) =3 cos (-x) +2 hallar imagende £, valor maximo yminimo y en cudles x seda

ComoA =3 y Amplitud = |{A} = |3} =3 el conjunto Imagensedilatara 3

de los valores maximos y minimos de cos (x)
Pero ademas, como tenemos una traslacién segun las "y" en 2 unidades hacia arriba

Entonces Imagen (f) = [-1, 5]

27 27
Comob=-1y |b}j=— = |-1}=1=—
T T

Tiene periodo 2 &
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Para obtener los valores maximos y minimos de 3 cos (-x) + 2 usaremos la sustitucion

H = -x para calcular los valores madximos y minimos de 3 cos (7—() +2

Como 3 cos (‘H) +2 esunadilatacién segun las "y" al triple de cos (7—() y una traslacién

rigida de estadltima segun las "y" en dos unidades hacia arriba (ver gréfico)

t—d—d—d—d—t—t—t—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+

Plot[{3Cos[H] +2, Cos[H], -1, 5}, {H, I, 171'},
2 2

PlotRange -» {{—E, 171'}, {-2.1, 6.1}}, AspectRatio » 0.5]
2 2

-1

ot
+-+-F+—+—-+-—F+—F+—-F—F—-F+—-F—F+—F+—F—F+—-F—F—F+—-F—F+—-F+ -+ -+ -+ -+ -+
los valores Maximos = 5 se dan en 1los maximos de cos (‘H)
xM=0+k-2nr=k-27n, kez
los valores Minimos = -1 se dan en los minimos de cos (7—()
Xpm = N+Z-27T= (22+1)7r, ZEZ
Ahora para obtener los maximos de 3 cos (-x) +2

ycomoH = -x , reemplazamos paradespejar x

-x=k-2n1n =» x=-k-2rx

Entonces, losmaximos de 3 cos (-x) +2 sedanen:

Xv=-k-27, kez
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y el valor Maximo que alcanza £ (x) =3 cos (-x) +2 es 5

para obtener los minimos de 3 cos (-x) +2

ycomoH = -x , reemplazamos para despejar x

-X = (22+1)7r = x =—(22+1)7r

Entonces, losminimosde 3 cos (-x) +2 sedanen:
Xm=-(22z+1) m, zZz€Z

y el valor Minimo que alcanza f (x) =3 cos (-x) +2 es -1

w7
Veamos un graficode £ (x) = 3cos (-x) +2 entre [——, —7r]
2
t—dt -t -t —t—Ft—F—F—F—F -t —t—Ft—F—F—F—F—F =t —F—F—F -+ —+

Plot[{3Cos[-x] +2, -1, 5}, {x, - =, lﬂ},
2’ 2

PlotRange -» {{—E, 171'}, {-2.1, 6.1}}, AspectRatio » 0.5]
2 2

3 cos(—x) + 2

-1

-2+

+—t—t—t—t—Ft—F—F—F—F -t -t —t—Ft—F—F—F—F—F—F—t—F—F—F—+—+
Ej 18 d) con f (x) = 2 cos (3 x) -1 hallar imagende £, valor maximo yminimo y en cuales x seda

ComoA =2 y Amplitud = {A} = |2} =2 el conjunto Imagensedilatara 2

de los valores maximos y minimos de cos (x)

Pero ademas, como tenemos una traslacién segtn las "y" en 1 unidad hacia abajo

| 107
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Entonces Imagen (f) = [-3, 1]

27 27 2
Comob=3 y |b}=— = |13 =3=—
T T 3
- Z 2
Tiene periodo g bis

Para obtener los valores maximos yminimos de 2 cos (3 x) -1 usaremos la sustitucion
H = 3 x paracalcular los valores maximos y minimos de 2 cos (7—() -1

Como 2 cos (H) -1 esunadilatacién segun las "y" al doble de cos (H) y una traslacién

rigida de estadltima segun las "y" en una unidad para abajo (Ver gréfico)

t—t—+—+—F—+t -+t —t—Ft—F—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+—+

Plot[{2Cos[H] -1, Cos[H], -3, 1}, {H, —z, 17r},
2 2

PlotRange - {{—z, 17r}, {-4.1, 2.1}}, AspectRatio - 0.5]
2 2

cos(H)

34

4l
+—t—t—t—t—Ft—F—F—F—F -t -t —t—Ft—F—F—F—F—F—F—t—F—F—F—+—+
los valores Maximos = 1 se dan en 1los maximos de cos (‘H)
xM=0+k-2nr=k-27n, kez

los valores Minimos = -3 se dan en los minimos de cos (7‘()
Xp = N+Z-27T= (22+1)7r, ZEZ

Ahora para obtener los maximos de 2 cos (3x) -1

ycomoH =3x , reemplazamos para despejar x

3x=zk-2n1n = Xx = =k-—r
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Entonces, los maximos de 2 cos (3x) -1 sedanen:
xv=k-—m, keZ
3
y el valor Maximo que alcanza f (x) =2cos (3x) -1l es 1

para obtener los minimos de 2 cos (3x) -1

ycomoH =3x , reemplazamos para despejar x
2 1
3x=(22+1)7r = x = ( Zr )ﬂ = (22+1) —
3

Entonces, losminimos de2 cos (3x) -1 sedanen:
Tt
Xm=(2z+1) - —, Z€Z
3

y el valor Minimo que alcanza f (x) =2 cos (3x) -1 es -3

7
Veamos ungraficode f (x) =2cos (3x) -1 entre [-—, 2]
6

t—d—d—d—d—t—t—t—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+

Plot[{2Cos[3x] -1, -3, 1}, {x, -3, 2},
6

PlotRange » {{- ~, 2x}, {-4.1, 2.1}}, AspectRatio - 0.5]
6

4L

| 109
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t—t—t—+-—+—Ft-—+—Ft—F-+t—F—+—Ft—F—Ft—F—F+—F—F+—F+—F -+ —F+-—+—-+—+

Ejercicio 19.- Hallar la amplitud y el periodo de f.

a. f(x)=cos(x+7) b. f(x)=3sen(2x)
€. f(x)=—sen(3x—m) d f(x)=2 cos{ % +7 /

Ej 19 a) Sea f (x) =cos (x+7) HallarAyT
f(x) =1:-cos (x+m)

ComoA =1yAmplitud = |A] =
Amplitud=1

f (x) = cos (1-x+7r)
27

27
Comob=1y |[bj=— = |l}=1=— = =—nw=2n
T T 1
Tiene periodo 2 »
t 7
Veamos un graficode £ (x) = cos (x+x) entre [-—, — 7]
2

t—t—+—+—F—+t -+t —t—Ft—F—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+—+

Plot[{Cos[x+7r], -1, 13, {x, —z, 17r}, PlotRange - {{—z, 17r}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio—>0.5]
2 2 2 2

05T CoS(X+77)

NS

T=2r7

Ej 19 b) Sea f (x) = 3 sen (2 x) HallarAyT

£ (x) =3 - cos (2x)



ComoA =3 y Amplitud= |A}] =
Amplitud =3
f (x) = cos (1-x+7r)
27
Comob=2 y |[b}j=— = |[2}=2=
T

Tiene periodo n

Veamos un graficode £ (x) = 3 sen (2 x)

t—dt—dt—d—d -ttt —t -k —F—F—F—+
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N
= (3
NN

entre [— %, 2 7r]

—t—t—F—F—F—F—F—F—F—F+—+

| 111

Plot[{3 Sin[2 x], -3, 3}, {x, —E, 27r}, PlotRange -» {{—E, 27r}, {-3.1, 3.1}}, AspectRatio » 0.5]
6 6

3
3 |
» 3 sen(2x)
2l
1L
o] 1‘
» s
» 4
1
2
-3 _3:_
Ej 19c) Sea f (x) = - sen (3x—7r) HallarAyT
f (x) = (—1) - sen (3x—7r)
ComoA =-1 y Amplitud={A} =|-1}=1 =
Amplitud=1
f (x) = cos (1-x+7r)
27 27 2
Comob=3 y |b}j=— = |3}=3=— = T=-—-mx
T T 3
2

Tiene periodo ; 7
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Lo 7
Veamos un graficode £ (x) = - sen (3 X - 7r) entre [— -, 2 7r]
6

t—t—+—+—F—+t -+t —t—Ft—F—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+—+

Plot[{—Sin[3x—7r], -1, 1%, {x, —2, 27r},
6

PlotRange -» {{—E, 27r}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio » 0.5]
6

1.0+
-sen(3x-7m)
051
0 s
6
-05F
=40+

b4
Ej 19d) Sea f (x) = 2 cos (—+7r) HallarAyT
2

1
f (x) =2 - cos (—x+7r]

2
ComoA =2 y Amplitud=|A} = {2} =2 =
Amplitud =2
f (x) = cos (1-x+7r)
1 27 1 1 27
Comob=—y |b}=— = |—|=—=— = T=4r
2 T 2 2 T

Tiene periodo 4 n

x
Veamos un graficode £ (x) = 2 cos (— + 7!') entre [0, 7 7]
2

t—t—+—+—F—+t -+t —t—Ft—F—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F+—+—+

x
Plot[{2 Cos[—+7r] , -2, 2}, {x, 0, 7x}, PlotRange -» {{0, 7x}, {-2.1, 2.1}}, AspectRatio » 0.5]
2
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2}
» 1
2cos(5+71)
al T=41
‘ 3 . /57 . I
5 o 10 4 15 GJT 20

B R R R R b o o R R R R e s

Ejercicio 20.- Sea f(x)=-3sen(x+7)+k.Determinar el valor de & para que
Im f =[-4:2]. Con el valor de k hallado. dar un x, tal que f(x,)=—-4 yun x, tal que

.f(x1 =2.

Ej20 Seaf (x) =-3sen (x+7n) +k Hallar k para que Imagen (f) = [-4, 2]
Por una parte, comoA = -3 y |A} = |-3} =3 es laAmplitud}
el conjunto Imagende £ (x) sera: [-3+k, 3+k]

Por hipétesis Imagen de f tiene que ser [-4, 2]

Entonces k=-1

Conestevalordek = -1 darunxo talquef (x0) = -4 yunx; talquef (x1) =-2

Conk=-1 , f(x)=-3sen (x+m -1

Como £ (%0) = -4 entonces -3sen (X0+7) -1=-4 = -3sen (x0+7m) =-4+1

-3
= -3sen (x0+7) =-3 = sen (xXo+m) =—=1

= sen (xp+mw) =1

Si llamamos H = X0 + 1 resolver sen (H) =1 es encontrar los maximos de sen (H)

y como los maximos de sen (H) se danpara

i
H=—+k-27 , k ez
2

reemplazamos H

7T 7T (—2+1) 7T
Xo+nm=—+k-2n17r = Xo=-7m+—+k-2n= n+k-2nx=-—+k-2nm
2 2 2 2
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s
esdecir: xo=-—+k-2m7m
2
Para dar un xo que cumpla £ (x0) = -4
7 7
s6lobastaelegirunvalordekporejemplo, k=0 = x=-—+0.-2n=-—
2
Por lo tanto
T
X0 = —E paraque £ (x¢) = -4
De manera similar encontrar un x; tal que f (x1) =2
planteamos f (x1) =2 conf (x) =-3sen (x+7m) -1
3
-3sen (x1+7m)-1=2 = -3sen(x1+7) =2+1=3 = sen(x1+7m) =—=-1
-3
= sen (x31+7mw) =-1
Hacemos lomismo que antes : llamamos H = X1 + 7T = sen (H) =-1

es ecnoctrar los minimos de sen (H)

que se dan para

3
H=—m+2z2-27 , ZEZ
2

reemplazamos H para despejarx :

(—2+3) 7
X1+ =—N+2Z -2 = X1 =-TT+—N+2Z 20 =————"—N+2Z2 -20=—+2 -2 =
2 2 2 2

7
= X1=—+z2-2n1 , zZ E€EZ
2

Basta elegir unvalor de z para obtenerun x; : £ (x1) =2

T
seaz=0 = x1=—+0-2nx=
2

NN

Por lo tanto

7T
X1 = ; paraque £ (x1) =2

T
Verifiquemos que efectivamenteconxo = -—es f (xo0) = -4
2
Tt
yque conx; = — es f (x1) =2 paraf (x) =-3sen (x+m) -1
2
T
conxo = - — reemplacemosen f (x) :

Fh
%
o

[}

Hh
HI N
NN
N—

n

1

w

0

]

=]

1

|

+

S
N—

1

[y

n

1

w

0

]

=]
—_—
bl/

1

[y

n

1

w

[y

+

=

n

1

w

1

[y

n

I

=)

n

'.‘.

:
g

[}

(1]
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b
Ahora con x; = — ver que reemplazandoda £ (x1) = 2
7 7 37
£ (x1) =f(—) =—3sen(—+7r)—1=—3sen(—)—1= (-3) - (-1)-1=3-1=2 sicumple
2 2 2

B R R R R b o o R R R R e s

Ejercicio 21.- Hallar los ceros. el conjunto de positividad y el de negatividad. los

maximos y minimos y la imagen de f. Hacer un gréfico aproximado.

a. f(x)=3sen| 2x —% J en [0:27]

b. f(x)=2cos(3x—71)-1 en [7:27x]

/ k)

c: )= 4c05[ 2x—

en [—7:7]

ro | X

v

' 7\
d. f(x)= Esen[ 3x =5 ;—l en [-7:7]

A = r

Ej2la) Hallarc’, C*, C°, maximos yminimos e Imagen de f con grafico aprox.

f (x) = 3sen (2x+£) en [0, 2 7]
4

7 7
f (x) = 3sen (2x+—) =3sen[2 (x+ ;J]
4

+—-+—-+—+—-+—-+—+-—+—+-
Nota : respectoasen (x) £ (x) esuna

.- compresién segunel eje x a lamitad 1o que hace reducirel priodoaT =7

b
.- una traslacién respecto de las x en — para la izquierda
8

.- unadilatacién al triple segun lasy
+—+—F+—+—+—F—+—+—+-

ComoA =3y |A} es laAmplitud = Amplitud = 3

y como no hay una traslacién segun el ejede la "y" sera
Imagen (f) = [-3, 3]

27
comob = 2 yb serelacionaconel periodoT apartirde |b} = —
T
27 27
tenemos |2} =2=— = T=—=m
T 2

Periodode f (X) esT=m

Calculemos el C°

| 115
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c® = {xeDom (f) : £ (x) =0}

planteamos £ (x) = 0

7 7 0
f(x)=3sen(2x+—)=0 = sen(2x+—)=—=0 =
4 4 3

7T
= sen (2x+—) =0
4

T
Sillamamos H = 2 x+ — tenemos que resolver la ecuaciénsen (H) =0

es decir encontrar los ceros del seno como paso intermedio
Recordandoque sen (H) =0 para H=k-m , ke€Z

Plot[{ Sin[#], -1, 1}, {H, -4, 4}, PlotRange » {{-4x, 47}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]

1.0

sen(H)
0.5
i

-10 -5 5 10

-4t =31 2 T 0 T 3 4
-0/5
-1.0

T
reemplazamos H =2 x+ — en las soluciones H=k -7, k € Z despejamos x
4

-4k
4

7 i s 7
2x+—=k-m = 2x=-—+k-W = X=———-=-—+k- - —
4 4 2 8 2

7
= loscerosdef (x) = 3sen (2x+ —) son :
4

T T
x=-—+k-— , keZ
8 2

Veamos cudles de estas infinitas soluciones estdnenel intervalo [0, 2 7] ( [0 , 720°] )

16

[0, 2x] ([0, 720°]) 2x= —=x
8
big big 7
sik = X=-—4+0.-—=-— no € [0, 2]
8 2 8
. big big Tn (—1+4)
sik=1 X=-—+1.—=-—4+—= T =
8 2 8 2 8
7 (—1+8)

T 7T
sik=2 X=-—4+2.—=-—4 = —— 7=
2 8
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3 (-1+12)

7 7 b
sik=3 X=-—+3 —==-—4 — = —— T =
8 2 8 2 8
. 7T 7T b4 (—1+16)
sik=4 X=-—+4. —=-—4+275w= 7T =
8 2 8 8
. 7 7 7 5 (—1+20) 19
sik=5 x=-—4+5.—=-—%4 —=—"—"7"—"5w=—n noe€ [0, 2]
8 2 8 2 8 8
Ahoraconk < 0
. b bis Tox (—1—4) 5
sik=-1 x=——+(-1)-—=————= T=-—7 no € [0, 2]
8 2 8 2 8 8

Por lo tanto, el conjuntode cerosde f (x) en [0, 27xt] es:
7 11 15

3
c®={= r Y, T/ N, T
{87r 87r 87r 871-}

CalculodelC*yC~

bid
Como £ (x) = 3 sen (2 X + —) es continua
4

utilizaremos el corolario del Teo de Bolzano que afirma que entre dos ceros consecutivos
obienf (x) >0 of (x) < 0 endicho intervalo entre raices consecutivas

Tenemos los ceros o raices entre [0, 2 7] :
7 11 15

3
ct = {_”r -, —_— _71'} y [0, 2 7] como Dom (£f)
8 8 8 8

Entonces los intervalos entre raices, de evaluaciénde £ (x), seran:

3 3 7 7 11 11 15 15
[0,—71');(—7r,—7r);(—n,—n);(—n,—n];(—n,Zn]
8 8 8 8 8 8 8 8

0 3n 3r Im 7 11w 1im 15w 157 .
' g 8’8 B’ 8 8 e ! | Vg
X (wmamos el 3 S 9y 13u 31n
prlamc:lio del 16 g8 g 16
intervalu)
f(x) 2.77164 -3 3 -3 1.14805
f(x) es + - 4 _ +

7
EntoncesC'y C  de f (x) = 3 sen (2 X+ —

3

c*=[o0, =
[o, 5=

4

J en [0, 27], son:
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Tt
Calculemos los mdximos yminimos de £ (x) = 3 sen (2 X+ —) en [0, 2]
4

T
Maximos de £ (x) = 3 sen (2x+ —J en [0, 2 7] :
4

i
f (x) = 3sen (2x+—)
4

T
Llamamos H =2 x+ — = buscamos los méximos de 3 sen (H)
4

Mirando el grafico de sen (H) vemos que 1los maximos se dan para

b
H=—+k -2 , k €Z
2

Reemplazando +, despejamosx :

n (-1+2)
2x+—=—+k-2n = 2x=-—+—+k-2n= n+k-2n=—+k- 27
4 2 4 2 4 4
f+kc27r -
= x= =—+k- .7
2 8
en
7 L 7
x=—+k-nmt, kez sedanlosmax1mosdef(x)=3sen(2x+—)
4
3 6

Veamos cuéles de ellas pertenecena [0, 2 7] [— =2 7r)

bid
sik=0 X=—4+0.-7=

8

bid bid
sik=1 X=—+1.-7m=—+7m =

8 8

7 7 17
sik=2 X=—4+2 -T=—+27W = —7N no € [0, 2 7]

8 8 8
Ahoraconk < 0

7 Vg 7
sik=-1 x=—+(—1)-7r=——7r=——7r no € [0, 2 7]
8 8
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7
Minimos de £ (x) = 3 sen (2x+ —] en [0, 2 7] :
4

7
f (x) = 3sen (2x+—)
4

7
Llamamos H =2x+ — = buscamos losminimos de 3 sen (#)
4

Mirando el grafico de sen () vemos que los minimos se dan para

=—7n+z-2m1 ,2 €Z
2

Reemplazando #, despejamos X :

— X = = —T+Z -7
2 8
en:
5 o b
X=—n+2z2-7, Z€ELZ sedanlosmlnlmosdef(x)=3sen(2x+—)
4
3 16
Veamos cuéles de ellas pertenecena [0, 2 7] [— =2 7r)
siz=0 x=—7n+0.-7=
8
5
siz=1 X=—7w+1l-7w=—7w+7w =
8 8
5 21
siz=2 X=—N+2 -T=—7A+27W = — 7 no € [0, 2]
8 8 8

Ahoraconz <0

5
siz=-1 x=—7r+(—1)-7r=—7r—7r=——7r no € [0, 2]
8

7
Por lo tanto, losminimosde £ (x) = 3 sen (2 X + —] que pertenecena [0, 2 ] son :
4

xm={§7r, ?ﬂ'}

7
Veamos un graficode £ (x) = 3 sen (2 X + —)
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7T Tt 9
Plot|{ 3Sin|2 =, -3, 3%}, p= T, T,
o [{ :Ln[ x+4] } {x . 471'}

PlotRange -» {{—E, g71'}, {-3.1, 3.1}}, AspectRatio » 0.5]
4 4

3 sen(2x+%)

Ej 21 b) HallarC®, C*, C°, maximos yminimos e Imagende f con grafico aprox.

f (x) = 2 cos (3x—7r) -1 en[m, 2 7]

H
X
n

2cos (3x-7) -1=2cos|[3 (x‘g)]

t—t -ttt —+—

Nota : respectoacos (x) £ (x) esuna

N
e

.- compresién segunel ejex al tercio lo que hace reducir el periodoaT =

4

b
.- una traslacién respecto de las "x" en — para la derecha

.- unadilatacién al doble segin lasy

.- una traslacién respectode las "y" en 1l hacia abajo
+—+—F+—+—+—F—+—+—+-

ComoA =2y |A} es laAmplitud = Amplitud = 2

y como hay una traslacién segun el ejede la "y" en 1 hacia abajo sera

Imagen (f) = [-3, 1]

27

comob = 3 yb serelacionaconel periodoT apartirde |b} = —
T

27

b
tenemos |3} =3=— = T=—
3

7T

wIN
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2
Periodode f (x) esT= g big

Calculemos el Cc°
c® = {xeDom (f) : £ (x) =0}

planteamos £ (x) = 0

£(x) =2cos (3x-7)-1=0 = cos (3x-7) =

N R
[

= cos (3x—7r) =

N |-

1
Si llamamos H = 3 x - 71 tenemos que resolver la ecuacién cos (H) = —
2

es decir encontrar los ceros del coseno como paso intermedio

Mirando la tabla de valores de seno y coseno para arcos en el 1 er cuadrante

1 7
vemos que cos (H) = — para H = —
2 3

Ahora el coseno es positivo para arcos en el 1 er cuadrante y en el 4 to cuadrante

T
En el 1 er cuadrante, es como vimos por tabla H = —
3

En el 4 to cuadrante serad H = 2 it -

w Iy

5
=—7
3
1
las soluciones de cos (H) = — sondos conjuntos infinitos :
2

T 5
S1: H=—+k-2n ,kez 6 S: H=—7n+z2-2n ,2€7Z
3 3

cos(H)

1
-10

-1.0+

Paraobtener xde f (x) talque cos (3x-7x) =

N |-

reemplazamos H = 3 x - 7 para luego despejar x :

En S; :
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7 b (3+1)
3x-m=—+k-2n = 3x=n+ —+k-27n= w+k-2m = —mw+k -2 =
3 3 3 3
4
;7r+k-27r 4 2
= X= —— = —7w+k-—7
3 9 3

4 2
Entonces S; = {xe]R:x=—7r+k- -, kez}
9 3

Veamos el conjunto S2

En Sy :
(3+5)
3X-T=—7+2-2n07 = 3X=7+ —N+Z -2 =—""—"FRN+2Z-20 = —A+2Z2-27T =
3 3 3 3
sz .2m
3 8 2
= Xz ——————— = —J+Z-—T7
3 9 3
8 2
Entonces S; = {xe]R:x=—7r+z-—7r, zEZ}
9 3
Por lo tanto,
4 2 8 2
S=81USZ={xE]R:x=—7r+k-—7r, keZ}U{xE]R:x:—n+z-—7r, zEZ}
9 3 9 3

Este es el conjuntode cerosde f (x) =2cos (3x-7) -1 entodo R

C°={xe]R:x=§7r+k-§7r, keZ}U{xe]R:x:%7r+z-§7r, zeZ}

Veamos cudles de estas infinitas soluciones de ceros estan en el intervalo [x, 2 7] ( [180° , 360°] )

9 18
[7, 2 7] ([180°,360°]) = —w , 2nx= —nx
9 9
Para S; en [, 2 7]
2
XxX=—7nw+k-—m
9 3
2 4
sik=0 x=—7w+0.—7n=—7m no € [w, 2]
9 3 9
_ 4 2 4 2 (4+6)
sik=1 X=—7m+1l.- —7w=—7mw+—7m= =
9 3 9 3 9
_ 2 4 4 (4+12)
sik=2 X= —+2- —N=—7+—7N= T =
9 3 9 3 9
2 4 (4+18) 22
sik=3 X=—7n+3 - —n=—7w+2nw= T=—T7 no € [x, 2]
9 3 9 9 9
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Ahoraconk <0

2 4 2
sik=-1 x=—7r+(—1)-—7r=—7r——7r=—7r=——7r no € [, 2 7]
3 9 3

~ 10 16
1:{_7l',_7l']'
9 9
~ 9 18
ParaSzen [n, 27n] [x, 2 7] ([180°,360°]) = —nw , 2nx= —nx
9 9
8 2
X=—7n+2Z2-—7
9 3
2 8
siz=0 x=—7w+0.—n=—m no € [w, 2]
9 3 9
_ 8 2 8 2 (8+6)
siz=1 x=—7w+1l.—7n=—7+—7m= T =
9 3 9 3 9
2 8 4 (8+12) 20
siz-= X=—7+2.- —=—7A+— = = —7m no € [w, 2]
9 3 9 3 9 9
Ahoraconz <0
_ 8 2 8 2 (8-6)
siz=-1 x=—7r+(—1)-—7r=—7r——7r=—7r= no € [, 2 7]
9 3 9 3 9

Por lo tanto, el conjunto de soluciones Sz de £ (x) en [, 27] es :
~ 15
Ss = {— 7l'}

9

—n, — 7w, —7A

10 15 16
c0={9 9 9 }

CalculodelC*yC~
Como £ (x) =2cos (3x-n) -1 escontinua
utilizaremos el corolario del Teo de Bolzano que afirma que entre dos ceros consecutivos

obienf (x) >0 of (x) < 0 endicho intervalo entre raices consecutivas

Tenemos los ceros o raices entre [, 2 7] :

o 10 15 16
(o] ={—7r, — 7, —7r} y [7, 2 7] como Dom (£f)
9 9 9

Entonces los intervalos entre raices, de evaluaciénde £ (x), seran:

| 123



10 10 15 16
[71', —71'); (—7r, —71'); (—71', —7r]; (—7r,27r]

9

9 9

15 16

9 9 9
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( 10?3:) 10r 15=% 157 167 (161{ 2]
™y 9 ' 9 9 ' 9 g =4
X (tomamos el 197 2597 31w 17w
pr.omediodel E ﬁ ﬁ T
intervalo)
f(x) 1.73205 -1.73205 1.73205 -1

f(x) es -+ - + -

EntoncesC'y C de f (x) =2cos (3x-xn)-1 en [x, 2x], son:

10 15 16
c* [ﬂ,—ﬂ)U(—ﬂ',_ﬂ'J
9

Calculemos los maximos yminimosde f (x) =2cos (3x-xn) -1 en [rx, 27]
Maximos de £ (x) = 2 cos (3x—7r) -1 enf([m 27 :
£(x) =2cos (3x-x) -1

Llamamos H = 3x-7 = buscamos losmaximosde 2cos (H) -1

Como el factor 2 generaunadilatacién segun las "y" de cos (H) yel -1 generauna traslacién
segun las "y" los maximos y minimos de 2 cos (#H) - 1 se dan para los mismos x que para cos (H)
Mirando el grafico de cos (H) vemos que 1los maximos se dan para

H=k-27n , k €Z

Reemplazando H = 3 x - 71, despejamos x :

n+k-2n 7w 2
3x-n=k-2n = 3x=n+k-2n = X=——=—+k.—nr
3 3 3
en
2
X=—+k-—7n, k€Z sedanlosmaximosdef (x) =2cos (3x-n)-1
3 3
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7T 2 7T
sik=0 x=—+0-—mw=— no € [, 2]
3 3 3
b4 2 Tt 2
sik=1 X=—4+1.-—7w=—4+—7m =
3 3 3 3
b4 2 t 4
sik=2 X=—+2-—7=—+—7 =
3 3 3 3
7T 2 7T 7
sik=3 x=—4+3-—nwm=—+2n =—7 no € [, 2 n]
3 3 3 3
Ahoraconk < 0
7T 2 T 2 7T
sik=-1 x=—+(—1)‘—7r=———7r=—— no € [m, 2 n]
3 3 3 3 3

Por lo tanto, losméaximosde £ (x) = 2 cos (3 X - 7r) -1 que pertenecena [n, 2 7] son :
5

XM = {7'(', - 71'}
3

Minimos de £ (x) = 2 cos (3x—7r) -1 en([n, 2n]:

f (x) = 2 cos (3x—7r) -1

Llamamos H = 3x-nm = buscamos losminimosde 2cos (H) -1

Como el factor 2 genera unadilatacién segin las "y" de cos (H) yel -1 generauna traslacién

seguin las "y" los mdximos y minimos de 2 cos (H) - 1 se dan para los mismos x que para cos (H)
Mirando el grafico de cos (H) vemos que 1los minimos se dan para
H=n+z-27w , Z€Z

Reemplazando H = 3 x -7, despejamos x :

2w +z-27 2 2

3x-m=7+2-2n0 = 3X=A"A+A+2Z2-27N=27+2Z2 -2 = X=————=—7+2Z2:-—T7
3 3 3
en :
2 2 z -
X=—n+z-—7n, z€Z sedanlosminimosdef (x) =2cos (3x-7x) -1
3 3
6
Veamos cuales de ellas pertenecena [r, 2 7] —n=n, —W=2T7
3
2 2
siz=0 x=—7n+0. —mw=—rm no € [m, 2 7]
3 3 3
. 2 2 2
siz=1 X=—7m+1l. —mw=—7w+—7m =
3 3 3 3
2 2 4 6
siz=2 X=—7+2. —=—N+—A=—7N =
3 3 3 3 3

Ahoraconz <0
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2 2 2
siz=-1 x=—7r+(—1)-—7r —nm-—mw =0 no € [n, 2 n)
3 3 3

Veamos un graficode £ (x) = 2 cos (3 X - 7r) -1

Plot[{2Cos[3x-7m] -1, -3, 1}, {x, 0, 2n}, PlotRange » {{0, 2x}, {-4.1, 2.1}}, AspectRatio » 0.5]

2F |
L |

1k

of /1\ : o

L0 T 10n
i 9

-1+ :

ol |

i 2 cos(3x-m) -1 !

3l :
-3 |

al |

Ej21c) Hallarc®, C*, C°, maximos yminimos e Imagende f con grafico aprox.

f (x) = 4 cos (2x— ZJ en [-, 7]
2
7 7
f (x) =4cos (2x——) =4cos[2 (x——)]
2 4

+—-+—-+—+—-+—-+—+-—+—+-
Nota : respectoacos (x), £ (x) esuna

.- compresién segun el eje x a lamitad 1o que hace reducir el periodoaT =

b
.- una traslacién respecto de las "x" en — para la derecha
4
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.- unadilatacién al cuddruple segun lasy

+—t -t -t -t -t —F—F -+

ComoA =4y |A} es laAmplitud = Amplitud = 4

y como no hay una traslacién segun el ejede la "y" sera
Imagen (f) = [-4, 4]

2
comob = 2 yb serelacionaconel periodoT apartirde |b} = —
T
27 27
tenemos |2} =2=— = T=—=m
T 2
Periodode f (X) esT=mn
Calculemos el C°
c® = {xeDom (f) : £ (x) =0}
planteamos £ (x) = 0
s 7
f (x) = 4 cos (2x——) =0 = cos (2x——) =0
2 2

7
Si llamamos H = 2 x - — tenemos que resolver la ecuaciéncos (H) =0
2

es decir encontrar los ceros del coseno como paso intermedio

Mirando el grafico de 1la funcién coseno
i
vemos quecos (H) =0 para H=—+k-n , kezZ
2
las solucionesdecos (H) =0 entodoR es el conjunto infinito:
i
S: H=—+k-n ,kez
2

t—dt—d—d—d -ttt —F—F—F—F—F—F =+ —

Plot[{Cos[#], -1, 1}, {H, -x, 37}, PlotRange » {{-m, 37}, {-2.1, 2.1}}, AspectRatio -» 0.5]
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cos(H)

-2+

R e e e e T e e e e e

T
Para obtener xde £ (x) tal que 4 cos (2 X - —) =0
2

T
reemplazamos H = 2 x - — para luego despejar x:

2

S:

T 7T 7T
2x-—=—+k -1 = 2x=—+—+k-7r=7r+k-7r=(k+1)~7r =

2 2 2 2

k+1) -
I L I P
2 2

Entonces S = {xe]R:x: (k+1) . 1, keZ}
2

7
Por lo tanto, el conjunto de cerosde £ (x) = 4 cos (2 X - —) en todo R es:

C°={xe]R:x= (k+1)-§, kez}

Veamos cudles de estas infinitas soluciones de ceros estidn enel intervalo
[-7, 7] ([—180°,180°]) -T= -—7xn , A= —7

ParaSen [-7, n]

sik=0 x-= (0+1)-

sik = x=(1+1)-

Ny NN
1]
N

Ny
0]

sik=2 x=(2+1)- no e [-n, n]

NI
n
w

NN
n

|
N



Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 12 a 21 Practica 4 - Func trigonometricas.nb

Ahoraconk <0

sik=-1 x:(-1+1).£=
2
sik=-2 x:(—2+1).£=
2
sik=-3 x:(-3+1).£=_2_=
2 2
T T 3
sik=-4 x=('4+1)‘;=‘3_=-;7f no € [-7, 7l

Por lo tanto, el conjunto de soluciones Sdef (x) en [-n, 7] es :

~ 7 7
S={-m®, -—,0, —, &
{ 4 2 4 4 2 4 }
s
Finalmente el conjuntode cerosde f (x) = 4 cos (2 X - —) en [-m, ] es :

C°={—7r, —g, 0, g, 7r}

CalculodelC*yC~

7
Como £ (x) = 4 cos (2 X - —) es continua
2

utilizaremos el corolario del Teo de Bolzano que afirma que entre dos ceros consecutivos

obienf (x) >0 of (x) < 0 endicho intervalo entre raices consecutivas

Tenemos los ceros o raices entre [-7, 7] :

T
C°={—7r,-—,o, ;r”} y [-7m, 7] como Dom (f)

7
2

Entonces los intervalos entre raices, de evaluaciénde £ (x), seran:

15 T 0 0 m T ]

m,-5) (-5 0) (0, 3) (.7
X ({tomamas el 3 _E E 3T
promedio del intervalo) ) 4 4 4 4
F(x) 4 4 i .2

f(x) es + o + e

| 129
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T
EntoncesC'y C de f (x) = 4 cos (2x— —] en [-x, w] , son:
2

C+

1]
—
I
S
|

N
N —
C
—_——
o

N
N —

Q
1
I
I
| N
-
-
| N
A

bid
Calculemos los maximos yminimos de £ (x) = 4 cos (2 X - —) en [-m, 7]
7 - 7r
Maximos de £ (x) = 4 cos (2 X - —) en [-m, 7] :
2

i
f (x) = 4 cos (2x——)
2

T
Llamamos H =2 x- — = buscamos los maximos de 4 cos (H)
2

Como el factor 4 genera unadilatacién segun las "y" de cos (H) los maximos y minimos

de 4 cos (H) sedanpara los mismos x que para cos (H)

Mirando el grafico de cos (H) vemos que 1los maximos se dan para

H=k-27n ,k ez

b
Reemplazando H = 2 x - —, despejamos x :
2

7 7
x=—+k-nm, ke€eZ sedanlosméximosde f (x) =4 cos (2x-—)
2
4 4
Veamos cuales de ellas pertenecena [-7, 7] (——7r= T, — = 7r)
4 4
Tt
sik=0 x=—+0-.-7m=
4
7 7 5
sik=1 X=—4+1-w=—+mw =—m no € [-sm, ]
4 4 4
i i 9
sik=2 X=—4+2 -7T=—4+427 = —7 no € [-x, x]
4 4 4

Ahoraconk <0



Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 12 a 21 Practica 4 - Func trigonometricas.nb | 131

sik=-1 x=—+(—1)-7r=
4
7
——n =
4
7 7 5
sik=-2 x=—+(—2)-7r=——27r=——7r no € [-x, 7x]
4 4 4

T
Por lo tanto, losméaximosde £ (x) = 4 cos (2 X - —) que pertenecena [-7, 7] son :
2

7
Minimos de £ (x) = 4 cos (2x— —) en [-m, 7] :

i
f (x) = 4 cos (2x——)
2

T
Llamamos H =2x- — = buscamos losminimos de 4 cos (H)
2

Como el factor 4 generaunadilatacién segun las "y" de cos (H) los mdximos y minimos
de 4 cos (H) se dan para los mismos x que para cos (H)

Mirando el grafico de cos (H) vemos que los minimos se dan para

H=n+2-2n , 2€Z
b
Reemplazando H = 2 x - —, despejamos x :
2

3
. ;7r+z-27r 3
=M+Z2-20 = 2X=—+7N+2Z2-20=—NA+Z-27T = X=——— = —JA+Z- -7

2 2 2 4

2x-

N Y

entonces en :

3 b
X=—n+z-n, z€Z sedanlosminimos de f (x) =4 cos (2x——)
2
4 4
Veamos cuales de ellas pertenecena [-7, 7] (——7r= -, — = n)
4 4
siz=0 x=—7m+0.-7m=
4
3 7
siz=1 X=—7m+1l-wt=—mw+mw =—m no € [-m, 7]
4 4 4
Ahoraconz < 0
3 3
siz=-1 x=—7r+(—1)c7r=—7r—7r=
4 4
3 3 5
siz=-2 x=—7r+(—2)-7r=—7r—27r=——7r no € [-x, 7x]
4 4 4
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T
Por lo tanto, losminimosde £ (x) = 4 cos (2 X - —] que pertenecena [-7, 7] son :
2

c0= _ﬂl_zlolzlﬂ}
2 2
xu={-=m, f}
. 3
e {-2, 27
T=or

)

7T 3 3
Plot|i4C 2x-—|, -4, 44, y - — 7T, — ’
ot[{4Cos[2x 2] }o{x 27r 27r}

Veamos un graficode £ (x) = 4 cos (2 X -

N Y

PlotRange -» {{—in, iﬂ'}, {-5.1, 5.1}}, AspectRatio » 0.5]
2 2

4 cos(2x-1)

Ej 21 d) HallarC®, C*, C°, maximos yminimos e Imagende f con grafico aprox.

f(x)=25en(3x—£)—1 en [-7, 7]
2

7 s
f (x) = 2sen (3x——) —1=25en[3 (x——)] -1
2 4

t—t -ttt —+—

Nota : respectoasen (x) £ (x) esuna
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una dilatacién al doble segin lasy

compresién seguin el eje x a un tercio lo que hace reducir el periodoa T =

2

|

w |

T
una traslacién respecto de las "x" en — para la derecha

4

.- una traslacién respectode las "y" en 1l hacia abajo

t—t -ttt —+—

ComoA =2y |A| es laAmplitud = Amplitud = 2

y como hay una traslacién segun el ejede la "y" en 1 hacia abajo sera

Imagen (f) = [-3, 1]

comob = 3 yb serelacionaconel periodoT apartirde |b} =

27 27
— = T=—
T 3

tenemos |3} =3 = = — 7

wIN

2
Periodode f (x) esT= g big

Calculemos el C°
c®= {x eDom (£) : £ (x) =0}

planteamos £ (x) = 0

f (x) = 2sen (3x—

N Y

7T 1
= sen (3x——) = —
2 2

27
T

7T 1
)—1 =0 = sen(3x——)=— =
2

7 1
Si llamamos H = 3 x - — tenemos que resolver la ecuacién sen (H) = —
2 2

es decir encontrar los ceros del seno como paso intermedio

Mirando la tabla de valores de seno y coseno para arcos en el 1 er cuadrante

1
vemos que sen (H) = — para H =
2

oIy

Ahorabien, el seno es positivo para arcos enel 1 er cuadrante y en el 2 do cuadrante

T

En el 1 er cuadrante, es como vimos por tabla H = —

En el 2 do cuadrante serad H = i -

o |y

5
= -
6

6

1
Entonces las soluciones de sen (H) = — sondos conjuntos infinitos :
2
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7 5
S1: =—4+k-27n ,kez &6 Sz: =—n+2z-2n7 ,Z€Z
6 6

1
Plot[{ sin[#], =}, {#H, -4, 4 x}, PlotRange » {{-4 7, 47}, {-1.1, 1.1}}, AspectRatio - 0.5]
2

sen(H)

! " " " " !

-10 -5

s 1
Para obtener los xde f (x) tal que sen (3 X - —J = —
2 2

bis
reemplazamos H = 3 x - — para luego despejar x :

En S; :
T o7 T (3+1) 2
3x-—=—+k-2n = 3x=—4+ —+k-27= w+k-2nx =—n+k -2 =
2 6 2 6 6 3
2
;71’+k-27r 2 2
= X=——=—7w+k.—7
3 9 3

2 2
Entonces S; = {xe]R:x=—7r+k- -, kez}
9 3

Veamos el conjunto Sz

En Sy :
7 x 5 (3+5) 4
3X-—=—7+Z2-270 = 3X=—4+ —N+Z-2N=———N+Z2 -2 = —N+2-27T =
2 6 2 6 6 3
4
;7r+z-27r 4 2
= Xz ———————————— = —JT+Z-—T7
3 9 3
4 2
Entonces S; = {xE]R:x=—7r+z-—7r, zeZ}

Por lo tanto,

2 2 4 2
S=81USZ={xe]R:x=—7r+k-—7r, keZ}U{xe]R:x=—7r+z-—7r, zez}
9 3 9 3
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T
Este es el conjuntode cerosde £ (x) = 2 sen (3 X - —) -1 entodo R
2

C°={xe]R:x=§7r+k-§7r, keZ}U{xe]R:x=§7r+z-§7r, zeZ}

Veamos cuadles de estas infinitas soluciones de ceros estanen el intervalo [-7, 7] ( [— 180°, 180°] )

9 9
[-7, 7] ([—180°,180°]) -T==- —7 , WX= —7
9 9
Para S; en [-7, 7]
2 2
x=—7nw+k-.- —
9 3
2
sik= XxX=—7n+0. —7m=
9 3
_ 2 2 2 (2+6)
sik=1 X=—7m+1l.- —mw=—7mw+—7m= =
9 3 9 3 9
2 2 4 (2+12) 14
sik = X=—M+2- —7T=—7+—7= = —7 no € [-rm, 7]
9 3 9 3 9 9
Ahoraconk < 0
2 2 2 2 (2-6)
sik=-1 x=—7r+(—1)-—7r=—7r——7r= T =
9 3 9 3 9
2 2 2 4 (2-12) 10
sik=-2 x=—7r+(—2)-—7r=—7r——7r= T=-—7 no € [-sm, m]
9 3 9 3 9 9

N:|_= -—x, — 7T, Tt
=57 % }
~ 9 9
Para Sz en [-7, 7] [-7, 7] ([180°,360°]) -nT= —x , W= —T7
9 9
4 2
X= —N+Z-—7
9 3
4 2
siz=0 x=—7mw+0. —mw=
9 3
2 4 2 (4+56) 10
siz=1 X=—7n+1l.- —nw=—7n+—nW=——""xw=—T7 no € [-m, 7]
9 3 9 3 9 9

Ahoraconz <0
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_ 4 2 4 4 (4-12)
siz=-2 x=—7r+(—2)-—7r=—7r——7r=—7r=
9 3 9 3 9
_ 4 2 4 6 (4-18) 14
siz=-3 x=—7r+(—3)-—7r=—7r——7r=—7r=——7r no € [-x, x]
9 3 9 3 9 9

Sg={-—m, -—w, — 7
{ N
Finalmente el conjunto de cerosde f (x) = 2 sen (3x— —] -1 en|[-m, 7] es
o 8 4 2 2
C ={——7r, -—-n, -—mx, —R{W, —T7, —7r}
9 9 9 9

CalculodelC*yC~

bid
Como £ (x) = 2 sen (3 X - —) -1 escontinua
2

utilizaremos el corolario del Teo de Bolzano que afirma que entre dos ceros consecutivos

obienf (x) >0 of (x) < 0 endicho intervalo entre raices consecutivas

Tenemos los ceros o raices entre [-7, 7] :
0 8 4 2 2 4 8
Cc" = {——71', -—-n, -—mw, —wW, —7, —7r} y [-7, 7] como Dom (f)
9 9 9 9 9

Entonces los intervalos entre raices, de evaluaciénde £ (x), seran:

o) () )

9 9 9 9 9
2 2 2 4 4 8 8
(——71',—71'), (—71', n); (—n, 7!'), (—n, 7r]
9 9 9 9
8 8m 4 ar 2n 2 2m 2n 4w 4w 8w 8m
[—m—=) Sia | gy | gl | T il | 1
X (tomamos el . @ o 2£ _ E 0 E g ﬂ
promedio del intervalo) 18 3 3 3 3 18
f(x) 0.732051 -3 1 -3 1 -3 0.732051
f(x) es + - + - + - 4

T
EntoncesC'y C  de f (x) = 2 sen (3x— —|-1 en [-7w, ], son:
2
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Tt
Calculemos los mdximos yminimos de £ (x) = 2 sen (3 X - —) -1 en [-7m, m]
2

7
Maximos de £ (x) = 2 sen (3x— —J -1 en([-m, x]:

i
f (x) = 2sen (3x——)—1
2

T
Llamamos H = 3x- — = buscamos losmaximosde 2 sen (H) -1
2

Como el factor 2 generaunadilatacién segun las "y" de cos (H) yel -1 generauna traslacién

segun las "y" los maximos y minimos de 2 sen (#H) - 1 se dan para los mismos x que para sen (H)

Mirando el grafico de sen () vemos que los maximos se dan para

b
H=—+k -2 , k €Z
2

T
ReemplazandoH = 3x - —, despejamos x :
2

T T wn+k-2n 7 2
3x-—=—+k:-2n = 3x=—+—+k-2x = x=——=—+k.—m1
2 2 2 2 3 3 3
en
L= 7t
XxX=—+k-—n, kezZz sedanlosmax:.mosdef(x)=2sen(3x——)—1
3 3 2
) 3 3
Veamos cuales de ellas pertenecena [-7, 7] -—mT=-m, —W= n)
3 3

7
sik=0 x=—4+0-

2
i
3 3
b4 2 T 2
sik=1 X=—+1.—7w=—+—7 =
3 3 3 3
7T 2 T 4 5
sik=2 X=—4+2 . —=—4+—797 = —71 nOE[—ﬂ',ﬂ']
3 3 3 3 3
Ahoraconk <0
7 2 T 2
sik=-1 x=_+(—1)-—7r=———7r=
3 3 3 3
7 2 t 4
sik=-2 x=—+(—2)-—7r=———7r=
3 3 3 3
7 2 T 6 5
sik=-3 x=_+('3)'_"=_'_7"=‘_" no € [-, 7]
3 3 3 3 3

Por lo tanto, losméaximosde £ (x) = 2 cos (3 X - 7r) -1 que pertenecena [-7, ] son:
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R IO S

7
Minimos de £ (x) = 2 sen (3x— —J -1 en[-xw, 7] :

7
f (x) = 2sen (3x——)—1
2

7
Llamamos H = 3x- — = buscamos losminimosde 2sen (H) -1
2

Como el factor 2 generaunadilatacién segun las "y" de sen (H) y el -1 generauna traslacién

segun las "y" los maximos y minimos de 2 sen () - 1 se dan para los mismos x que para sen (H)
Mirando el grafico de sen () vemos que 1los minimos se dan para

b
H=-—+2-21m1 , ZE€EZ
2

T
ReemplazandoH = 3x - —, despejamos x:
2

7T 7T T z-27 2
3x-—=-—4+2z2:-2n = 3X=—-—4+2-2A=2-271 = X-= =z.- -7
2 2 2 2 3 3
en :
2 .
X=2Z-—7n, ZEZ sedanlosmin:l.mosdef(x)=2sen(3x——)—1
3
3 3
Veamos cuales de ellos pertenecena [-7, 7] -—n=-w, —w=2 7r]
3 3
2
siz=0 Xx=0-—7n=0m =
3
2
siz=1 x=1.—7x=
3
2 4
siz=2 X=2-—mw=—Tn no € [-x, 7
3 3
Ahoraconz <0
2
siz=-1 x=(—1)-—7r=
3
2 4
siz=-2 x=(—2)-—7r=——7r no € [-, 7]
3 3

T
Por lo tanto, losminimos de £ (x) = 2 sen (3 X - —) -1 que pertenecena [-7, ] son:
2

xm={—§7r, 0, %7‘(‘}
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. 8 4 2 2 4
c={-=n,-—x,-—x, =x, —x, =x} y [-x, x], comoDom (£).
9 9 9 9 9
Toox
XM—{—7T,— ,3,71'}
2
={-—7n,0, —
¥m= {-— 7 37r}
2
T=—m
3

7
Veamos un graficode £ (x) = 2 sen (3 X - —) -1
2

10

7T 11
Plot|{2Sin|(3x-—| -1, -3, 1}, gy -, — ’
ot[{2sin[3x 2] }o{x 97r 971'}

10 11
PlotRange -» {{-—n’, —7r}, {-4.1, 2.1}}, AspectRatio -» 0.5]
9 9

| 2+ |
! r 27 !
) T=5 |
1 4 >
| _2_7T |
) 3 I
| G
: -1
! b1
X _
) 8 _2n
| )
I
I
I
2
? r=%
I
I
I
I
I
t
I
I
I
I
I

4t

t—t -ttt -ttt —t—t—F—Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+—+



