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Resolucién de ejercicios seleccionados - Practica 6

Repaso para Final deMate 51 - 1 er cuatrimestre de 2020

Qué hay que saber?
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Repaso Practica 6 :

Integrales

Estudiar teoriade lospdf' s:

integral indefinida.pdf

Método de sustitucién.pdf

Método de integracién por partes.pdf

integral definida.pdf

Calculo de areas.pdf

Resolver Ejercicios : 1, 2, 3b, 3¢, 3g, 3h, 4a, 4b, 4e, 4 £,
4g,4i, 4q, 4r, 5b, 5¢, 5d,5f, 6a, 6b, 6e, 6£f, 7¢c, 7d,
10b, 104d, 10£f, 11a, 11e, 11 £, 11 h, 12a, 13a, 14, 15a, 15c¢,

15e, 15£f, 16b, 16d, 16 £f, 17a, 17c, 17£f y 18

Resolver Ejercicios Surtidos Practica6: 1,

3,5,6a,6e,6f, 6n, 7y 8b
+-+-+—+—-+-—F+t—F+—-F—F—-F+—-F—F+—-F+ -+ —F+—-F—F—-F+—-F—F+—-F+—-F—F+—-F—F—F—F—F+—-F—-F—F+—-F—F+ -+ -+ —-+—-+
Comentarios tedéricos previos :

TODO EL MUNDO DEBE SABER QUE BUSCAR UNA PRIMITIVA DE UNA FUNCION ES CALCULAR LA INTEGRAL
INDEFINIDA DE ESA FUNCION

Llamaremos Primitiva 6 integral indefinida de una funcién £ (x) a una funcién F (x)
talque F' (x) = £ (x)

"la derivada de F grande de x da como resultado f chica de x"

Notacién - un nuevo simbolo :

Vamos a usar el simbolo J.f (%) dx parahablar de integrales indefinidas é

Primitivas es decir :

F (x) = J.f (x) dx siysélosi F' (x) = £ (x)

jf (x) dx debe leersecomo: "la integral de f(x) diferencial x"
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como también se sueledecir "integral de f(x) d x"
Ejemplo :
Calcular laprimitiva o integral indefinidade £ (x) = x

problema que se escribe asi (reemplazamos f (x) por x) :
F (x) = jx dx siysélosi F (x)=x

Buscamos una F (x) tal que derivada dé el integrando x

Vemos que hay infinitas primitivas que al ser derivadas dan x

1
Por ejemplo, — x? es una primitivade £ (x) = x dado que
2

[ ] =x

1
Es mas si sumamos un nimero real constantea — x? también es unaprimitivade x

2

1 '
esdecir laderivadade [~ x*+C|] =x+0=x , tambiéndax.
2

Entonces el resultado correctode hallarprimitivade f (x) = xes

1.
F (x) =jx dx = —x“+C
2
Este resultado va a pasar siempre que calculemos integrales indefinidas:

Siempre dan como resultado tener una constante C arbitraria

salvo que nos den un dato adicional para determinar el valorde C (tipo Ej. 2)

Observacién : calcular una integral indefinidade £ (x) es el proceso inverso

de derivar

Por ejemplo, al derivar, si teniax?, restabaun1l al exponentey el exponente bajaba

como factor : es decir [xz] o 2.x>t=2.x'=2x

Ahora al calcular una integral indefinida de x por ejemplo, debo sumar un1 al

exponente y ajustar el factor que bajara al derivar esdecir:

si tengo x — al integrar sumo 1 al exponente y obtengo x!*! que es x? y

como al derivar me va abajar un 2 como factor

1 1
le pongoun — a laprimitiva = — x°
2

Otra notacién que quizéas confunda un poco :
Sea g (x) una funciénderivabley g  (x) suderivada

entonces se cumple que :
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jg' (x) dx =g (x) +C por ladefiniciénmismade primitivaé

integral indefinida

Pasemos a resolver el Ej. 1 de 1la Practica 6

t—t—t -ttt -ttt -ttt —Ft—F—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+—+

Halbswmafmass & el
LLaY LICHIACHL UILICh AuiiIcauran ‘:..: Lal Lll'lb

;
i o'(x)=x i
L &) ii
fii. g'(x)=sen(x) iv

&

. X .
sl X
v. gi(x)=e vi.

viii.
b. Hallar una primitiva de [

i.  f(x)=2sen(x) ii.

il f(x) =32 +/x iv.

Ejl a) hallar una funcién g (x) tal que :
Ejla)i) g (x) =x
Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé x

1
Por lo que vimos anteriormente, tal g (x) = —x2+C
2

o' (x)=3

& Y

o’(v) = coel )
S5 \) TR N
g =+
g'(x)=3+¢"
FO)=R+ =

Escrito en notacién complicada para que se vayan acostumbrando :

. , 1
sig (x) = x buscamos g (x) = J-g (x) dx = [xdx=—x%+C
2

1
Respuestadel la) i) g (x) = Exz +C

| 3
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Ejla) ii) g (x) =3
Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé 3

entonces g (x) = 3x+C porque si la derivamos

[3x+C] =[3x] +[C] =3[x] +0=3-1=3

Escrito en notacién complicada para que se vayan acostumbrando :

sig (x) = 3 buscamos g (x) =Jg' (%) dx=J3 dx=3x+C

Respuestadel 1la) ii) g (x) =3x+C

+-+-+—+—-+-+—-+—-+-+
De este G1ltimo resultado podemos observar 2 cosas :

Asi como al derivar, las constantes son transparentes a la derivacién también

lo son con la integracion :

(quiero decir que al derivar [3x] =3[x] =3.x laconstante3

sale afuera de la derivacién)

En el casode la integraciénes similar;
jB dx=3j1 dx=3-x+C

ademas algo para recordar es que jl dx =x+C
Propiedadl :

jk-f(x)dx:k-J-f(x)dx keR
Ejla) iii) g  (x) = sen (x)
Buscamos una funcién g (x) tal que derivada dé sen (x)

entonces g (x) = -cos (x) + C porque si la derivamos

[-cos (x) +C] = -[cos (x)] +[C] =-(-sen (x)) +0 = sen (x)

Escrito en notacién complicada para que se vayan acostumbrando :
sig (x) = sen (x) buscamos g (x) = Jg' (x) dx = jsen (x) dx o

g (x) = -cos (x) +C

porque si la derivamos
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[-cos (x) +C] = -[cos (x)] +[C] =-(-sen (x)) +0 = sen (x)

Respuestadel 1a) iii) g (x) =-cos (x) +C

Ejla) iv) g’ (x) =cos (x)
Buscamos una funcién g (x) tal que derivada dé cos (x)

entonces g (x) = sen (x) + C porque si la derivamos

[sen (x) +C] = [sen (x)] + [C] = (cos (x)) +0 = cos (x)

Escrito en notacién complicada para que se vayan acostumbrando :
sig (x) = cos (x) buscamos g (x) = Jg' (x) dx = jcos (x) dx o
g (x) =sen (x) +C

porque si la derivamos

[sen (x) +C] = [sen (x)] +[C] =cos (x) +0 = cos (x)

Respuestadel 1la) iv) g (x) =sen (x) +C

Ejla)v) g (x)=e*
Buscamos una funcién g (x) tal que derivada dé e*

entonces g (x) = e +C porque si la derivamos

Escrito en notacién complicada para que se vayan acostumbrando :
sig (x) = cos (x) buscamos g (x) = Jg' (x) dx = jex dx <

g (x) =e*+C

porque si la derivamos

[e*+C] = [e*] +[C] =e*+0 =¢e*

Respuestadel la)v) g (x) =e*+C
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Ejla)vi) g (x)=%
3

Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé x

1
entonces g (x) = — x! + C porque si la derivamos
4

Escrito en notacién complicada para que se vayan acostumbrando :

sig (x) = x> buscamos g (x) = jg' (x) dx = [x® dx =

1 4
g(x) =—x"+C
4

porque si la derivamos

[£x4+c]' =£[x4]'+[C]'=£-4-x3+0=x3
4 4 4

1
Respuestadel 1la) vi) g (x) = Z xt+C

Nota; como regla general cuando tenemos que calcular la integral indefinida

de un funcién de x elevado a una potencia entera o fraccionaria hacemos lo siguiente :
sumamos un 1 al exponente y el resultado del nuevo exponente 1o ponemos

como factor en el denominador

xp+1

Ejemplo : jxp dx +C es claroquep # -1 para que valga la igualdad

p+l

x> 1 1
— +C= —x®>+C porqueal derivar — x°bajael 5 se simplifica
5

%
»®
IS
Q.
%
I
-~
+
[
+
Q
n

con el 5 del denominador y queda x? y 1a C constante da cero al derivar

Ejemplo2 :

S Xz 1 3 2 3 2 [
j‘\/x dx:sz dx = +C=:-x2+C=—x2+C=— x3 +C
3 3 3
2

porque al derivar

Sigamos conelEj la) vii) :
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Antes escribamos esta otra propiedad :

Asi como la derivada de una suma 6 resta de funciones era igual

a la suma de las derivadas de cada funcién, estoes
[£(x) £g (x)] = [£(x)] = [g(x)]

con las integrales pasa lomismo

Propiedad 2 :

J{ f (x) £+ g (x) }dx:Jf (x) dx + Jg (x) dx
Esta propiedad nos viene bien para las polinémicas :

1 2 1
j(x3+2x2—x)dx=jx3dx+j2x2dx— xdx=—x'+—x3-—%%:C
4 3 2

Usemos esta propiedad paraelEj 1 a) vii) :

Ejla)vii) g (x) =x+2x

Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé x®>+2x

1
entonces g (x) = — x° + x2 + C porque si la derivamos
6

[£x6+x2+c]' =£[x6]'+[x2]‘+[0]' = -6-x°+2x+0=x>+2x
6 6

[

Escrito en notacién de integrales para que se vayan acostumbrando :
sig' (x) = x> +2x buscamos g (x) = jg‘ (x) dx = j(xs +2x) dx

5 1 6 1 s x?2 1 6, .2
@g(X):jx dx+j2xdx=—x +2jxdx=—x +2 — dx+C=—x"+x“+C
6 6 2 6

porque si la derivamos

[£x6+x2+c]' =£[x6]'+[x2]‘+[0]' = -6-x°+2x+0=x>+2x
6 6

[

1
Respuestadel 1a) vii) g (x) = E x+x%+C

Nota : eneste ejercicio aparecerian dos constantes, C; de integrar primero

jxs dx y otraC; de integrar JZ x dx pero pueden agruparse en una unica que

terminamos llamando Cy seriaC = C; +C2
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Ejla) viii) g’ (x) =3+e*
Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé 3 +e*

entonces g (x) = 3x+e*+C porque si laderivamos

[3x+e*+C] =3[x] +[e*] +[C] =3-1+e*+0=34+¢e*

Escrito en notaciénde integrales para que se vayan acostumbrando :

sig (x) = 3+e* buscamos g (x) =jg' (%) dx=f(3+e") dx

= g (x) =J3 dx+J~ex dx=3j1 dx+e*=3-x+e*+C=3x+e*+C

porque si la derivamos

[3x+e*+C] =3[x] +[e*] +[C] =3-1+e*+0=34+¢e*

Respuestadel 1a) viii) g (x) =3x+e*+C

+-+-+—+—-+-—F+t—F+—-F—F—-F+—-F—F+—-F+ -+ —F+—-F—F—-F+—-F—F+—-F+—-F—F+—-F—F—F—F—F+—-F—-F—F+—-F—F+ -+ -+ —-+—-+
Ej1l b) hallar una primitivade f (o seahallar F (x) talqueF (x) = £ (x))

Vean que nos cambiaron la notacién, pero es lo mismo que antes

Ej1l b) i) £ (x) = 2 sen (x)

Buscamos F (x) = Jf (x) dx
F (x) = j2 sen (x) dx =2 jsen (x)dx =2 (-cos (x)) +C
porque :

F' (x) = [2 (-cos (x)) +C] =2 (-1)[cos (x)] +[C] =

=-2(-sen (x)) +0=2sen (x) = £ (x)

Respuestadel 1b) i) F (x) =-2cos (x)) +C

1
Ejl b)ii) £ (x) =x3+—
X

Buscamos F (x) = jf (x) dx wunaprimitivadef

3, 1 3 1 1,
F(x):jx+— dx:jx &+j—dx=—x +1n |{x|} +C
X x 4
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porque :

F (X)=[—x4+ln|x}+c] == . 4x3+—+0=x3+—
4 4 " x

1
Respuestadel 1b) ii) F (x) = Zx‘l +1n |x} +C

1
Lean debajo la explicaciénde porqué laprimitivade —esel ln |x} +C

X
+—+—F+—+t—+—F+—+—F—F+—F+—-F—+—+—F—F+—-F—F—F+—-F—+—F+—-F—F+—F—F+—F+—F+—+—
Nota importante :

Recordemos la funcién médulode x :

_ x six20
Il = {—x six<0

Por estadefinicién para calcular | -2} usando la parte de abajo

de la férmulaporquex = -2 es -2<0 da - (-x) =-(-2) =2>0

Y si x = 5 entonces para calcular |5} usamos la parte de arriba de la

definiciénporquex=5es5>0 da x=5>0
Ysix =0 entonces |0} =0

La funciénmédulode x = |x}| es derivableen todoxenRR salvoenx =0
porque ahi enx = 0 "pincha"

six=20

gréficodellx}:{ x six<0

La derivada del méduloes :

v 1 six>0
[1xH] _{—1 six<0

enx = 0 laderivada del médulo no esta definida
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1 six>0

graficode [{x}] = { Loses

4+

e I e A et A A e e e e A e e e it it o

Observemos cuanto da la derivadadel 1n | x| :

1 . 1 .
(1o |x}]" = { [1n (x)]' six>0 _ = six>0 -~ six>0
[ln (-x)]' six<0 _l—x(—l) six<0 i six<0
es decir:
1 1
[In|x}] = — six# 0 peroentoncesln |x| esunaprimitivade —
X x

paratodox # 0 (ynoséloparalosx>0)

Este es un resultado nuevo para Uds !

Lo que deben recordar es :

[1n (x)]' vale para x > 0 porque se debe poder sacar el logaritmo

[1n |x}]’ vale para todo x # 0 porque se puede sacar el logaritmo

X P X P

Pero entonces :

1
J.— dx = 1n | x| + C porque debe poder considerar tanto losx > 0 comox < 0
X

(Observacién : sino tomaramos el 1n |{x| nos estariamos perdiendo la rama

1
de los x negativos de — , porque como el logaritmo esta definido para argumentos
X

positivos, al poner el médulo, podemos tomar logaritmoa los x > 0 como a los x < 0)

+t—F+—F+—F -t -t -t -t -t -t -t -t —F—F—F -t -t -t -+ -+ -+ -
Ej1l b) iii) £ (x) =3x%+Vx

Buscamos F (x) = jf (x) dx wunaprimitivadef



Repaso Practica 6 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb | 11

F (x) =j(3x2+\/;)dx=3jx2dx+j\/;dx=3-§x3+jx:_dx=

1a 3
X2 X2 2 3 2
=x3+ +C=x3+—+C=x3+—x2_+C=x3+—\/x3 +C
L,1 3 3 3
2 2
porque
. 2 | ' 2 3 1 L
F (x)=[x3+— x3 +C] =3x%+— . —x2+0=3x%+x2z=3x%>+Vx
3 3 2

Ej1l b) iv) £ (x) = -4e*

Buscamos F (x) = Jf (x) dx unaprimitivadef

F (x) =j-4exdx=—4jexdx=—4ex+c

porque :

F (x) = [-4e*+C] =-4[e*] +[C] =-4e*+0=-4¢*

Respuestadel 1b) iv) F (x) =-4e*+C

t—t—t -ttt -ttt -ttt —Ft—F—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+—+

Ejercicio 2.- Hallar la funcion g tal que

a. g'(x)=38 v 2(0)=4
b. g'(x)=-x y g)=5
c. g(x)=-2cos(x) v g()=3

En este ejercicio 2 el cdlculodeg (x) es similar al Ej 1 pero
como nos dan el dato adicional de que g evaluada en un x da un resultado

podremos determinar el valorde C

Hallar "la" funcién g tal que :
Ej2a) g (x)=8x y g(0)=4

Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé 8 x
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2
X

entonces g (x) =8 - — +C = 4 x? + C porque si la derivamos
2

[4x2+C]'=4[x2]'+[C]'=4-2cx+0=8x
Ycomog(O) = 4 evaluamos enx = 0 para determinarC
g(0)=4-02+C=0+C=4 = C =4

Entonces g (x) = 4 %%+ 4

Escrito en notaciénde integrales :

sig (x) = 8x buscamos g (x) =Jg' (x) dx=J8x dx o
1. 2

= g (x) =8dex=8-—x +C=4x“+C
2

Ycomog (0) =4

g(x)=4-02+C=0+C=4 = C=4

Por lo tanto g (x) = 4x%+4

Respuestadel 2a) g (x) =4x?+4
Hallar "la" funcién g tal que :
Ej2b) g (x)=-x> y g(1)=5

Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé -x

4
X
entonces g (x) = - — +C porque si la derivamos
4
x* ' 1 ' , 1
[——+C] =——[x4] +[C] =-=-4-%x%+0=-%°
4 4 4

Ycomog (1) =5 evaluamos enx = 1 para determinarC

g(1)=-uc=-tices = c-s5. 12
4 4 4 4
1 21
Entonces g (x) = -—x's —
4 4

Escrito en notaciénde integrales :
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sig' (x) = -x° buscamos g (x) =Jg' (%) dx=J—x3 dx o
3 1 4
= g (x) ='Jx dx=-—x"+C
4

Ycomog (1) =5

1, 1 1 21
g(1)=-=1%4C=-=4C=5 = C=5+—= —
4 4 4 4
1, 21
Por lotanto g (x) = -—x" + —
4 4
1 4 21

Respuestadel 2b) g (x) =- Zx + T

Hallar "la" funcién g tal que :

Ej2 c) g (x) =-2cos (x) y g(g) =3

Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé -2 cos (x)

entonces g (x) = -2 sen (x) +C porque si la derivamos

[-2sen (x) +C] =-2[sen (x)] +[C] =-2cos (x) +0 = -2 cos (x)
i i

Y como g (—) = 3 evaluamos en x = — para determinarC :
2 2

i i
g(_] =—2sen(—)+C=—2-1+C=3 = C =3+2=5
Entonces g (x) =-2sen (x) +5

Escrito en notaciénde integrales :

sig' (x)

= g (x) —2jcos (x) dx = -2 sen (x) +C

b
Y como g (—) =3
2

n w
g(—)=—2sen(—)+c=—2-1+c=3 = C=3+2=5
2 2

Por lo tanto g (x) = -2sen (x) +5

-2 cos (x) buscamos g (x) = jg' (x) dx = J—Z cos (x) dx <

| 13
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Respuestadel 2c) g (x) =-2sen (x) +5
Fmt—d— -t —F—F—F—F -t —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t —F—F—F—F -k —F—F —F -+ —+

Ejercicio 3.- Calcular las integrales.

a. J.\'zdx j.\'mdx

@ j 2+ x)ax d. j (637 +sen(x))dx

e. j (x* +2)dx f. j 2 (L+/x)dx
« 1 5
e [+ [ 3eos(x) ~2sen(x))dx
.
x123+1 1
Ej 3 b) jxlmdx— +C=— x4
123+1 124
1 C1 ' ,
(Verificacién: [—x**+c] = —[x*] +[C] = — -124 .32 +0=x' |, Ok
124 124
. x:—+1
Ej3 c) j(2+Vx)dx=j2dx+ij dx=2J~1dx+J-xz_dx=2x+1 +C =
=41
2

1 3 2

= j(2+'\jx)dx=2x+?xz_+c=2x+—'\/x3 +C
2 3
2

Por lo tanto

J-(2+'\/?)dx=2x+§'\/x_3+c

_— (o]
(—4+1) 3 3x3+
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1 ' , 1.1.- ,
(Verificacién: [e* - +C] =[e*]'- =[=] +Ic] =
3x3 3 x3
1 -3-1 -3-1 -4 1
=ex——(—3)x +0=e*+x —e*+x " =ze*+ —, Ok
3 x4

Ej3 h) J(3cos (x) -2 sen (x)) dx = JBcos (%) dx—sten (x) dx =

3jcos (x) dx—2jsen (x) dx = 3sen (x) -2 (-cos (x)) +C =

3sen (x) +2cos (x) +C

Por lo tanto

J(3cos (x) -2sen (x)) dx=3sen (x) +2cos (x) +C

(Verificacién: [3sen (x) +2cos (x) +C] = [3sen (x)] +[2cos (x)] +[C] =
=3[sen (x)] +2[cos (x)] +[C] =3cos (x)+2 (-sen (x)), Ok)

Estudien el Método de sustitucién, teoria sugerida por la catedra de Mate 51

t—dt—d—d -ttt -ttt -t —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+
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Método de sustitucion

Método de integracién por sustitucion

Recordemas cimao se caloula |a derivada de

a compnsicidn (Regla de la cadena)

Si I'v ¢ son funciones derivables, entonces

(For(x)Y =(F(gl(x))) = F'(g(x)).8(x).

Nos queda enlonces que |a derivada de | compuesta con § en un valor X es [ evaluada en ¢( 1 ) multiplicada por |a
derivada de § en .

Integremos a un lado y al otro:
’[I__i oglx))ydx = }‘ Flgix)).g (xpdx.
Obtenemos:
Fog(x)=+C = [F'lg(;ﬂb.g'{ x)dx.
Luego, si gueremas integrar K (8l J.'} ]l.‘-.';'l | ¥}. nos basta con caleular |7 porque ya conocemos £,

E| métode de sustifueién nos ayuda a integrar una funcidn que proviene de haber derivado una composicion de
funciones, simplificande la notacian a través de |a sustitucion de g(x ) por una nueva variable i, y ¢'( x)dx por gy

i du .
/(F( ﬁ ) g (x)ix = F( g{x) )+ &

Mos sugiere gue nos "olvidemos” de £ v de 'q' ¥ nos concentrermas en hallar [,

Para comprender en qué consiste este método, veamos unos ejemplos:

Elasnslom & Hoalioaplas | Dase fand 1 A
e IpRIRr 0, sl el .' &AW A ™ 1l Ui,
T e ] " T i i
La funcidn fi{ x} = 2vs/ 2% 4 1 noesta en tabla, y no es ni una suma ni una resta de funciones, Podriamos sacar el 7 que

esta multiplicando, pero esto no nos facilitaria |2 tarea,

L

Lo que podemos apreciar es que hay una composicion: |a funcien ¢y | — 1= . | esta "adentre” de |a funcion raiz
L]

T PR T RIS R A LV ARPAR. ol A P e L, S ! i Ty P PR = Ty
%]

Giadrada, Y, mas aun, lambign vemos Gue esia la denvada de § multiplicanda: v | 1 21, 5l la func
de |a integral viniera de |a derivada de una compaosician, tenemos identificadas muchas partes:

(Fog(x)) = F(r(x)g'(x).

Mos fallarfa identificar ' y deducir quién es [, Este método nos ayuda a simplificar la notacién para poder finalizar el
célculo de |a integral.

Vamos a sustituir ¢ v ) por una nueva variable que llamaremos jj, ¥ sustituiremos d-.g’-l xddx por gy
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. = . 1 1 i
J2xy/ 3% & 14dx = [ Vudu = | uZdu = —uZtl e C
3 +1
} l
i=x2+1 integral
du = (x2 +1)'dx por tabla
= Zxdx
13 2 3 2 3
= ) AW = —ui 4 = (241t
= %n C U C 3(.1' 1§24 C

Cuando terminamos de integrar, volvermaos a la varable original (que en este caso es X).

Verifiguemos gue realmente llegamos a |a solucidn buscada, Para esto, tenemos que derivar y ver si nos da |a funcion de

adentro de la integral:

TEiri-- n% --‘:]f = [E{xl—ijgr-icr: 2 r{:@*iﬁr-o:
EA I E ] 3 |
23 3 .\% | B ] Y Ig = i -
=350 +1)2(x*+1) =§iu-——|} Zx =+ 12y = Zxva- 4+ 1
como gueriamaos,
fa
Ejemplo 2. Calcular /-—]" —%x dx.
J o =3xc47

La funcion a integrar no esta en tabla, ne hay sumas ni restas, ni constanies que podamos "sacar afuera”, A diferencia del
ejemplo anterior, la composicion agui no es tan evidente. Pero el hecho de que haya una funcion polinomica de grade J ¥
ofra de grado 7 podria hacemus saspechar gue la :’segunﬁa puecta eslar relacionada con |a derivada de |a primera,
Propongamos y = v% — 337 4 7. Entonces du = (a* — 3x% + 7)ldx = (3x? — 6x)dx = 3(x? — 2x)dx. Y esta litima
expresion es el numeradeor, salve por un 3 que esta mulliplicando, Para poder utilizar el métedo de sustifucion, vames a
agregar este ] de la siguiente manera:

f =2 f‘ x —2.1' 3 P —2x _dx = 1 36%-2x)
=32+ 32+ 3 — 3x% + 3 —32+7
Mhora “sacamos afuera®™ el% y aplicamos sustitucidn como antes:
1=|- - 2% ; _ ] i - ] = | I | 3
3_[ = 11—— dx = 3fu i = 3'lrulu} C_.31n{.1 =3x“47) C.
|
u=x-3c47 integral
du= (x— 3! +7)dx por tabla

= 3(x? —2v)dx

tot—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—F—t—t—t—t—F—t—t—F—F—+t-—+t—+—+-+

Ejercicio 4.- Calcular aplicando el método de sustitucion.

OlE=C (o) Jasencasya

lﬂdx
XT3

I xﬁdx @ I (Jadf 1)’

c. I cos(4x)dx d. J

| 17
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In(x cos(x
j %) e h. I#dx
X sen’ (x)
e e
I e % i I—dx
x

J
k. J. x” cos(x?)dx L Imdx
P
- o513 1.3 2
. Iln( 2x+3) i . I 44.\ +6;\ iy
—4x+6 3x"+6x" -9

0. _[.\'\/.\‘4— 2dx p- IA‘(S:\'+1)50’.\'

_[ xe* Py @ I e“™ sen(x)dx

Ej4 Aplicandométodode sustitucién calcular las siguientes integrales

Ej 4 a)

x
j dx
x%2+1

el método de sustitucidédn nos sugiere encontrar en el integrando

una funciénu (x) y suderivada u' (x) amenos de alguna constante que pueda

arreglarse

Si ello sucede bastara con sustituir la funciénde xporuy llamar a sudiferencial

du =u dx

La idea es tranformar la j dx enotra integral jg (u) du

x?+1

en una nueva variable u que sea sencilla de resolver

fijense que sielegimosu=x*+1 = du=u dx=2x dx

pero en el integrando no aparece 2 x sino x

Entonces hacemos aparecer el 2 que faltamultiplicando y dividiendo por 2 y arreglando

el integrando convenientemente

X 1 2x 1 2 xdx
x2+1 2 x2+1 2 x2+1

llamando entoncesu =x?+1 y du=2xdx sustituyendoen lanueva variableu :

1 du

2 u

1
Pero esta integral tiene primitiva inmediataquees — 1ln |u} +C
2

1
= —1n {u} +C
2

volviendo a lavariablex y comou = x? +1 me quedara :



=£ln|x2+1|+C
2

por lo tanto :
X 1 2
j—dx: —lnix +1| +C
x?+1 2

Verificacién :

Repaso Practica 6 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

1
Siderivamos — 1n |x*+1| +C como resultado tenemos que obtener
2

X

el integrando
x2+1

Veamos :

[§1n|x2+1|+C] - [§1n|x2+1}]'+ [c1’

N |-

[1n|x2+1|] +0-=

j4sen (4 x) dx

en este caso 1llamamos

u=4x = ycomodu=u dx = du=u dx=4dx

sustituyendo quedara :

jllsen (4 x) dx:jsen (4 x) 4dx=jsen (u) du=-cos (u) +C=-cos (4x) +C

por lo tanto :

J4 sen (4x)dx=-cos (4x) +C

Verificacién:

Siderivamos -cos (4x) +C como resultado tenemos que obtener

el integrando 4 sen (4 x)

Veamos :

[-cos (4%) +C] = [-cos (4%x)] +[C] =-[cos (4%x)] +0

=-(-sen (4x)) -4=4sen (4x) , ok

| 19
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Ej4d e)
jx '\/x2+3dx
llamemosu=x?>+3 y como du=u dx = du=2xdx = —du=xdx
2
sustituyendo quedara :
1

jx %%+ 3 dx=f\/x2+3 xdx= | Vu —du——j u du-=

1 1 1 1 1. 1 1 3 1 2 3
=—ju2du=— uz +C=—.—uz+C=—.—uz+C=

2 2 (1+1 2 % 2 .3

2

por lo tanto :

Jx '\/x2+3 dx:%d (x2+3)3 +C

Verificacién:

1
Si derivamos — '\/ (x2 + 3) ® +C como resultado tenemos que obtener
3

el integrando x \ x?+3

Veamos :
[ 1\ (+3)7 vc] = [2/(22+3)7] +1cl' = =[(x2+3)7] +0-=
3
=£ 3(x2+3)21 2x = i(x2+3):_ 2x=x\x%>+3 , ok
3 2 2
Ej4 £f)
J" dx
(3x+1)2
llamemosu=3x+1 ycomo du=zu dx = du=3dx = —du=dx

sustituyendo quedara :
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por lo tanto :

dx 1
J = - +C
(3x+1)2 3(3x+1)

Verificacién :
Si derivamos - ;+C como resultado tenemos que obtener
3 (3x+ 1)
el integrando
(3x+ 1)2
Veamos :
1 ' 1 1 1
- C| =-— Cl] =-—](3 1 0=
[ 3(3x+1)+:| 3[(3x+1):|+[:I [( x+) ]+
sl 1) Bxen) 3 cD(C1) 3 (3xe1) e —2 , ok
3 3 (3x+ 1)2
Ej4 g)
J‘ 1n (x) dc
x
como i es laderivadadel 1n (x) conviene llamar
x

, 1
u=1ln(x) ycomo du=u dx = du=—dx
x

sustituyendo quedara :

1n (x) 1 1,
j—dx:fln(x) —dx = udu=—u“+C-=
X x 2

1 1
== (1n (x))2+C= =1n? (x) +C
2 2

por lo tanto :

J wdx: 11n2 (x) +C
X 2
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Verificacién:
. . 1 2
Si derivamos — 1n“ (x) + C como resultado tenemos que obtener
2

1n (x)

X

el integrando

Veamos :
[ilnz (x) +C] =£[ln2 x)] +[c1 = l 2 inx).tio0-
2 2 2 %
e
X
Ej4 i)

conviene llamar

' 1
u=-6x ycomo du=u dx = du=-6dx = -—du=dx
6

sustituyendo quedara :

por lo tanto :

1
Je-Gxdx=_Ee-6x +C

' 1
llamamos u=x>+5 ycomo du=u'dx = du=2xdx = —du=xdx
2

sustituyendo :
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x2+5 x2+5 u 1 1 u 1 u
X e dx= | e xdx= | e" —du=— [ e" du=—e"+C
2 2 2

volviendo a la variablex:

= i ex2+5 +C
2

por lo tanto :

Verificacién :

X

1 .
Si derivamos — e**5+C como resultado tenemos que obtener

2

%245

el integrando x e

Veamos :

1 245 ' 1 2,5 1" ' 1 245 245 245
[-e¥®+c] =—[e¥?] +[C] = —e¥*®.2x+0=e"".x=x ", ok
2 2 2

Ej4 r)

je‘”s *) sen (x) dx

llamamos u=cos (x) ycomo du=u dx = du=-sen (x) dx

= -du = sen (x) dx

sustituyendo :

jecos (*) gen (x) dx = jeu (-du) = _jeudu - -e'+C

volviendo a la variablex:

= —gcos (x) +C

por lo tanto :

Je“s *) sen (x) dx = -e®°% () 4 C
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Verificacién:

Siderivamos - e®* * . C como resultado tenemos que obtener

el integrando % () sen (x)

Veamos :

[—e"°s ) +C]' = - [e"°s ) ]'+ [C] =-e°s® (_sen (x)) +0 = e (®) gen (x) , ok

B ke A T e e e e B e e e ks s s Tl T T T SR AP A A AP A A S
Para resolver el Ej 5 hace falta estudiar el Método de integracién por partes

sugerido por la cdtedra de Mate 51

Método de integracion por partes

Recordemos como se calcu a la derivada del producto de dos funciones:
Si [y g sonfunciones derivables,

(Flx)glx)) = flx)g(x) + flx)g'(x).
Integremos ambes miembros:
JTUf(x).g(x)"dx = [[F'(x).g[x) + Fx).g'(x)}dx.

El miembro izquierde nos da (per definicidn de integra| indefinida), f{a hg(i) + C y en el miembro derecho podemos
eseribir |a integral de |a suma come |2 suma de |as integrales:

flx).glx) +C = [ f'{x).g(x)dx + [ f(x).g' (x}dx.
Si pasamos rastando una de |los términos, obtenemos |a siguiente expresion:
flx)-glx) = [ Flx)g(x)de +C — [ fx)g"(x}dx.

De esias cuentas gus acabamos de hacer surge €| método de integracion por partes gue nos indica gue
[ £x)g' () = fx).g(x) — [ () glx)ix

Veamos en un ejzmplo coma nos es ol este meteda:
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Ejemplo 1. Calcular | ¥ cos(x)dx,

Esta integral ne esta en tabla, ne fiene ninguna suma (o resta), ne tiene ningun nimere que pueda "sacarse afuera”, ni tiene
ninguna composicion evidente. Intentamos entonces calcularla utilizando el método de integracién por partes, Entre los
faclores, ¥ y cos(x), elegimos uno que llamaremos f( 1)y olro que jugard el rol de 2'( v} Tomemos fx) = xy

¢'(x) = cos{x). Para aplicar el método, tenemos que obtener f’(x}), que en este casoes f'(x) = 1.y g{x} que es una
pnmcl:va des u} {x). y en esle caso vemas en la tabla que pueds ser g{;) sen(x). Entonces nos queda

| xcos(x)dx xsen(x) — [ Lsen(x)dr = xsen(x) — [ sen(x)dx

}
flx)=x— fi{x) =1
- . I . { -
&lx) = cos(x] — g{x) = sen(x)
= rsen(x) = (= cos(r)) «=C = |rsen(x) < cos(x) + C
integral por tabla
Algunas observaciones:
= Esie méiodo nos reduce & calculo de una integral al de otra mas sencilia, En este ejempio, pasamos de integrar

= La constante de integracion (T la sumamos una vez que no tenemos gue calcular mas integrales, Hay otras formas
correctas de tratar la suma de estas constantes, pero sumarla en esta instancia es una de las farmas mas
convenientes,

= La funcion £ puede ser \textof{cualguier} primitiva de la funcion que llamamos ﬂq". En general, conviene elegir aguella
cuya constante de integracian es cero,

= No hay una forma clasica de elegir qué funcién jugara el papel de _fy cual al de 3'. A pesar de gue existen algunas
reglas praciicas que indican qué eleccidn conviene hacer, la mejor manera de aprender a elegir es a traveés de la
practica, calculande muchas integrales. En este gjempla, si hubiéramos elegido f [x) = cos( X}y g" (x)=x
habriarmos llegado a una integral gue tampoco sabemos resolver con los métedos anteriores:

www resco ridos mate cbie, uba armod wikiprettyview, php?page d=68 13

| 25
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2
]'1"505-{1’]'“'«1' = %[— sen(x}) — ‘/{.— senl[:x}]-%dx

= —%sen{x'}+ ; /J—:‘sen{xjdx

= - =

Ejemplo 2. Calcular [ x2 sen(x )dx,

Esta integral tampoco esta en tabla, no tiene ninguna suma (o resta), no tiene ningtin nimero que pueda “sacarse afuera”, ni
tiene ninguna composicion evidente. Intentamos, nuevamente, resolverla utilizando e método de integracién por partes, Entre
los factores, y2 ¥sen(x ). elegimos uno que llamaremos f( v )y olro gue jugara el rol de ,g’ (x} Tomemos f{x) = ¥2 y

._‘a_\_f{:x']. = s-en{\x:]- (irué pasaba si lo tomabamos al reves?),

| xlsen(x)dx = x2( —cos(x)) — J 2x(— cos(x)jdx = —x2oos{x) +2 [ xcos(x)d:

!
flx) =22 = flx) =2

b’rtx.] =gen(x) —+ glx) = — ol x)

Esta (ltima integral que nos aparece no esta en tabla, pero |a calculamos en el ejemplo anterior (también utilizando &l método
de Integracién por partes), Asi, utlizande el método de integracién por parte dos veces, resolvemos nuestra integral original:

i o Fat dla o Py P v | D Mss e da
j ATSCILA UL = R -'—LJ ALaesl A Pl
[

= —xcos{x) + E(J;s.en{xi - senl[_x}dx)

filx) =x 5 fx) =1
(%) = cos(x) = glx) = sen(x)

= - cos(x) + 2{xsen(x) +cos(x)) + C
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Ejemplo 3, Calcular f {‘3-"{ 51+ 1)dx.

a integral de una suma. Sin embargo, separar
8 _— i
3 1

FPLEa )

S|,

Aungue vemaes la composicion de la funcion ¢* con fif X} = 3x, no encontramos relacidn entre 51 + 1 ny}' =3 Luego,
podemos trer si 5@ resuelve con el rné-tcdn de integracidn por partes. Vamas a tomar f{x) = 5x + 1 y porlo tanto sera
_,l"’{x} = 5. Y si tomamos a’{;} — % {que no esté en la tabla), para hallar g tenemes que aplicar el método de sustitucion,

por |a composicion que acabamos de mencionar,

'?.‘\'il. 25 -3 3x _l gl _l.n _1?.\. -~
= dx = —edx =< [Mdu=e"+C =z +C
yE I3 31¢ 3 3
4
i =3x
JH == :guiT'
Entonces, para resolver nuestra integral procedemos. de |a siguiente manera:
1 1 ! 1, TR .
[ (5x +1)dx = 5x+ 1) — [5.-.8%dx == (5x +1) — 3 Jedx =
o » ) b fu
L
flx)=(5x+1)—=+ f(x) =5
gx) = &y glx)= %r"r
1 51 i 1 5 ]
= (B dl)e — oM L= fbxL1)eM — oML
3 hx Je 33 3-{_"n. Je 9:

i
como arriba
wwwe reco mdos, mate,coe. uba armodiwik fprettyview, php paged=68 243

t—t—t -ttt -ttt -ttt —Ft—F—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+—+

Ejercicio 5.- Calcular aplicando el método de integracion por partes.

a. J xcos(x)dx . J. xe“dx
@ IA‘\/ X+ 2dx @ J ¥ In(x)dx
e. J i ln(% dx @ J‘ x’e “dx

g. j % sen(x)dx h. j (7 +x)(x—2) " dx

El método de integracién por partes deducido de la derivacién del producto de
funciones sugiere encontrar en el integrando funcionesuy v que hacen que

la integral a resolver se transforme en una mas sencilla

Usaremos esta notacién :

seanu, v dos funciones reales de x , derivables e integrables
entoncescomo (u-v) =u -v+u-v

si integramos en ambos miembros :
j(u-v)'dx:J-(u' -v+u-v')dx=J-u' -v dx+J-u-v' dx  (*)

del lado izquierdo de la igualdad, la integral es de resolucién inmediata

| 27
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por definiciénmisma de primitiva 6 integral indefinida

(la integral de la derivada de una funcién es lamisma funcién)

j(u-v)’dx:u-v +C

Reemplazandoj(u -v) ' dx=u-v +C : en

j(u-v)'dx:fu'-v&+fu-v' dx
=u-V+C=Ju'-vdx+ju-v' dx

despejando ju -v dx:

el método de integracién por partes sugiere entonces que :

ju-v' dx:u-v—fu'-vdx+C

Apliquemos el método al Ej 5

Ej 5 b) calcular

jx e* dx

en el integrando hay un producto de 2 funcionesde x :

x y e

mirando las integrales del método de integracién por partes :

ju-v' dx:u-v—fu'-vdx+C

X

llamamos u=x y V =e* entonces:

si u=x = u =1
si v =e* =>V=J‘e"dx=ex

(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)

reemplacemos todo esto para ver como queda la integracién por partes :
ju-v' dx=u-v—fu’ -vdx + C

jx-exu=x-ex—J1-exu =x-ex—Jexu=x-ex—ex+C

= e* (x—l) +C
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por lo tanto :

Jx e*dx=e* (x-1) +C

Verificacién:

Si derivamos e* (x - 1) + C como resultado tenemos que obtener

el integrando x - e*

1]
—
0

®
—

]
(1]

Ej 5 c) calcular

jxmdx

en el integrando hay un producto de 2 funcionesde x :

X y Vx+2

mirando las integrales del método de integracién por partes :
ju-v' dx=u-v—ju’ -vdx + C

llamamos u=x y VvV =<VYx+2 entonces:

si u=x = u =1

3
2

' 1 2
si v =Vx+2 = Vv =j X+2 dx=f(x+2)2u=;(x+2)

(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)

reemplacemos todo esto para ver como queda la integracién por partes :

ju-v' dx:u-v—fu'-vdx+C

jx-'\/x+2 dx=x-3(x+2)%—J1-3(x+2)§dx =
3 3
3 2 2 2 5
= — 2)2 - — 2)2dx = — 2)2 - — . — 2)z +C =
- (x+2) BJ(“) e (xe2)i- 2 (xe2) s
=—x(x+2)2_——(x+2):_+c=3x'\/ (x+2)3—i'\/ (x+2)5 +C
3 15 3 15
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por lo tanto :

jx Vx+2 dx=§x'\/ (x+2)3 —f—s'\/ (x+2)° +C

(Nota : enel mediodel cdlculo hemos usadométodo de sustitucién

llamandom=x+2 = dm=1dx etc etc)

Verificacién :

2 4
Si derivamos — x \/ (x + 2) 3. — '\[ (x + 2)  +C como resultado tenemos que obtener
3 15

el integrando x Vx+2

Veamos :
[Ex'\,(x+2)3—i'\,(x+2)5 +C]‘=[Ex(x+2)2_—i(x+2)z_]‘+[C]'=
3 15 3 15
2 3. 4 50
= - 2 2 - _— 2 2 0:
(2 (xe2) ] - [ (xv2) ] s
[2x] - (xe2)7 s Zx [(xe2)7] - [(xe2)F]
= |—x X + 2 + —X X + 2 -—(x+ 2 =
3 3 15
2 3 2 3 kS 5 3
= — . 2):2 —_ X . — . 2)2 = — . — . 2)2 =
N (x+ ) + 3x ; (x+ ) = 2 (x+ )
2 : L2 £l
= — . 2) 2 2)2 - — . 2)2 =
3 (x+) + X (x+) 3 (x+)
=X (x+2):_= , X X+2 , ok

Ej 5 d) calcular
jxg 1n (x) dx

en el integrando hay un producto de 2 funcionesde x :
x° y 1ln (x)

mirando las integrales del método de integracién por partes :

ju-v' dx=u-v—J‘u"vdx+C

llamamos u=1ln (x) y v =x° entonces:

1
si u=1n (x) = u = —
X

. 1
si v =x° = v=J~x9dx=—x10
10

(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)
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reemplacemos todo esto para ver como queda la integracién por partes :
ju-v' dx=u-v—fu’ -vdx + C
1 1

1
jln (x) - x° dx = 1n (x) - — x*° —j—-—xlodx =
10 x 10

1 1
=—x1°ln(x)——Jx9dx=
10 10

= —x01n(x) -— - — % +C=
10 10
1 1

= —x¥1n (x) -—x¥ +C=
10 100

1 1
= —x (ln(x)——] +C
10 10

por lo tanto :

5 _ L w0 1
Jx 1n (x) dx_lox (1n (x) )+C

Verificacién :

1 1
Si derivamos — x'° (ln (x) - —] +C como resultado tenemos que obtener
10 10

el integrando x° 1n (x)

Veamos :

[ix10 (ln (x) - LJ +C]
10 10

[ixl"]' . (ln (x)—i)+ix1°- [(ln (x)—i)]‘+[C]' =
10 10 10

L 0% (1n <x)—i]+ix1°- ([1n (x)]‘—[i]')+°=
10 10 0 10

1 1 1
x° . (ln (x)——]+—x1°c (——0) =
10 10 X

1 1 1
x° . 1n (x) -x° . —+ —x'0. (—) =
10 10

1
¥ 1ln(x) - — x>+ —x° =

10 10

x°.1n (x) , ok
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Ej 5 f) calcular

sz e *dx

en el integrando hay un producto de 2 funcionesde x :
x2 y e*

mirando las integrales del método de integracién por partes :

ju-v' dx:u-v—fu'-vdx+C

2 ! -X

llamamos u=x“ y Vv =e entonces :

si u=x?> = u =2x

si v z=e* = v =Je"‘dx= -e™*

(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)
reemplacemos todo esto para ver como queda la integracién por partes :

ju-v' dx:u-v—fu'-vdx+C

sz .e*dx =x%. (-e™¥) —j2x- (-e™) dx =

calculo auxiliar :

calculemos por partes tambien fx e *dx

jf-g' dx:f-g—ff'-gdx+c

llamamos f=x y g =e* entonces:
si £=x = £ =1
si gi=e®* = g = Je"‘ dx = -e™* (acé usamos sustitucién)

(u:—x du=-1ldx=-dx = je'xu=Je“ (-du) = -e" = -e™* )

reemplacemos todo esto para ver como queda la integracién por partes del

calculo auxiliar :

(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)
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jf.g' dx:f.g_Jf'.gdx

Jx e ¥ dx=x- (-e™) —jl - (-e™) dx

[
1
%
o
1
»®
+
—
o
%
1

n
I
%
)
|
%
+
T
(]
|
%
1
|
®
|
X
»®
+
[y

reemplazando el cdlculo auxiliaren (%)

-x%2e® +2jxe"‘dx = (%)

-x*e™* +2 (-e* (x+1)) +C =

=-x"e™* -2e* (x+1) +C =e™ (-x*-2x-2) +C=
=-e™ (x*+2x+2)+C

por lo tanto :

sz e *dx=-e* (x2+2x+2) +C

Verificacién:

Si derivamos -e7* (x2 +2x+ 2) +C como resultado tenemos que obtener

2 x

el integrando x“ e~
Veamos :
[‘e_x (X2+2x+2) +C]' = ‘[e_x (x2+2x+2)]' +[C1' =

-{re™1" - (x*+2x+2) + ™. [x2+2x+2]'}+0=

—{—e"‘- (x2+2x+2) + e™*. (2x+2)} =

{e'x- (x2+2x+2) - e™*. (2x+2)} =

e'x{x2+2x+2 —2x—2} =

e™* {xz} =x2e* , ok

t—t—t -ttt -ttt -ttt —Ft—F—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+—+

| 33
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Ejercicio 6.- Calcular.

@ jx%(,\'—B)zdx me

cos(x)

c. j(A’3 +5x% (5x—-1)° )dx d. '[ln(sen(x)) dx

sen(x)
I(%@H}fr @ J(xl COS(6,\'—2)+£2:X)01.\'

Ej 6 Calcular las integrales:
3
Ej 6 a) J‘xz_ (x—3)2dx
Usaremos integracién por partes para ir bajandole el grado al exponente de
(x-3)*
en el integrando hay un producto de 2 funcionesde x :
2 2
X2 y (x - 3)

mirando las integrales del método de integracién por partes :

ju-v' dx:u-v—fu'-vdx+c

llamamos u=x?> y v =sen (x) entonces :

si u=(x—3)2 = u' =2 (x-3)

3 3 1 3 1 5 2 s
. ' = = —+1 = =
si v =x2 = v = |xz2dx-= X2 = — X2 = — X2
5 5
2
(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)

reemplacemos todo esto para ver como queda la integracién por partes :

ju-v' dx=u-v—fu’-vdx+C

(x—3)2-x2_—§j(x—3)~xz_dx= (*)

1
oN

Vemos que el método de integracién por partes esta funcionando porque la

integral que resta por calcular es mas sencilla que la original
s 3 2
j(x—3) -x2dx frentea sz (x—3) dx

Observen que (x - 3) bajé un grado y cuando apliquemos integracién

por partes nuevamente no estara en el integrando
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calculo auxiliar:

5

calculemos por partes también j(x -3) - xzdx

jf-g' dx:f-g—jf'-gdx+c

5
llamamos f=x-3 y g =xz entonces:

si £=x-3 = f =1

. s s 1 2 1 12
sig:xz = g = x2 dx = X2 = —X2 = —X
z 7
2

reemplacemos todo esto para ver como queda la integracidén por partes del

calculo auxiliar:

(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)

jf-g' dx:f-g—ff'-gdx

.J-(x—3) ~x:_ dx = (x—3) . Exz_ —jl- 3x;_dx=

7 7
=3 (x_3).x;__£J‘x;_dx=
7 7
=3 (X—3)'xz_—E = x:_+1_
7 7 1.1
2
= — (x—3)-x:_-§-§x:_=§ (x—3) xz_—;-zxz_=
2
2 4 °
== -3 7 - — . x2
. (x ) x = x
reemplazando el cdlculo auxiliaren (%)
2 5 4 5
Jp— _32, __—j -3) . x2d =
5(x ) X2 5 (x ) X2 ax (*)
2 s 5 4 (2 z 4 2
= — -3 . - — | — -3) - x2 - — 2 C =
= (x-3)7 - x: 5[7(x)x i)
=—(x—3)2-xz_—i(x—3) -x;_+ 16 -x:_+C
5 35 315

por lo tanto :

3 2 2 5 5 8 7 16 9
sz (x-3)“dx=—(x-3)°-%x2- — (x-3) -x2 + -x2 +C
5 35 315
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Verificacién:

2 s 8 z 16 2
Si derivamos — (x- 3)2 cxz - — (x-3) - xz+ -xz +C como resultado tenemos que obtener

5 35 315

3
el integrando x: (x-3)?

Veamos :
[%(X—B)z-xz_—%(x—B)-x;_+31165 x2_+C]‘=
2 2 5.0 8 1.0 16 LA '
= Z[(x-3 - —[(x-3) - c]' =
2 [(x-3) 7] - o [(x-3) 7] ¢ 2= [x7] + 1c)
- 2 {x-3)7] e (e 3)? 1] b {[(x-3)] e (x3) - ] )
5 35
16 9
+ . —x2+0 =
315 2
2 5 2 3 8 z s 8 1
=={2(x-3 -3)2. = -— 1. _3) . ~. 2 oxrs
s { (x ) X2 + (x ) 2 xz} 35 { X2 + (x ) 2 xz}+ 35 X2
4 s , 3 8 1.8 1 s 8 1
= = —3 —3 L - - - —3 _— =
5 (x ) X2+(X ) * 35 * 35 2 (x ) xz+35 *
4 5 2 s 8 1 4 s 8 1
= — -3 2 -3 . - — - -3 2 4 — =
5(x ) x +(x ) X2 " X2 . (x ) x +35 x2
=(x—3)2 xz_ , Ok
Ej 6 b) JM&
X

1
Como la derivadadel 1n (x) es — y el ln (x) aparece compuesta con sen (x)
x

conviene usar método de sustitucién

. 1
llamamos u=1ln (x) = du=u dx=—dx
X

sustituyendo :

J‘sen (1In (x))

dx = jsen (1In (x)) i dx = jsen (u) du = -cos (u) +C
x

X

reemplazandou = 1ln (x)
= -cos (1In (x)) +C

por lo tanto :



Jsen (In (x)) dx = -cos (1n (x)) +C

X

Verificacién :

Siderivamos -cos (1n (x)) +C como resultado tenemos que obtener

el integrando M
X

Veamos :

[ -cos (1n (x)) +C]' =

=-[cos (1n (x))] +[C] =

=-(-sen (1n (x)) - [In (x) ] +0=
1

=sen (1In (x)) - — =
X

sen (1ln (x))

) J cos('\/;+1)
Ej6 e) — 41| dx

primero separamos en dos integrales :

Repaso Practica 6 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

j m_'_l dx = ‘J\de +J(1)dx=

Vx

Resolvemos la 1 era integral :

jcos (Vx +1)

Vx

Vx

dx

Observen que justo laderivadade Vx es
2vVx

entonces conviene utilizar método de sustitucién:

llamamos u='\/;+1 comou’ = [‘\/;+1]‘ = ['\/;]‘ + [1]'

1
dx = 2du=—dx

2+x Vx

= du=u dx-=

sustituyendo :

‘J\MQ:J‘cos(’\/;+l)l_dX= cos (u) 2du =

Vx

Vx

2

(*%*)

| 37
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=2jcos (u) du = 2sen (u) +C

ycomo u=Yx +1 reemplazando :

= 2 sen (\/;+1)+C

por lo tanto lal er integralda :

dx = 2 sen ('\/;+1)+C1

jcos (Vx +1)

Vx

Veamos de calcular la 2 da integral :

j(l) dx = x + Cp

reemplazando los resultadosde lal era integralydela2da:

cos ('\/; + 1)
==
= 2 sen (\/;+1) +C1+x+C2 =2 sen (‘\/;+1) +x+C

dx + j(l) dx = (%%x)

por lo tanto :

cos ('\/? + 1)
Vx

+1| dx=2sen ('\/x +1)+x+C

Verificacién:

Si derivamos 2 sen (’\/ X + 1) +x+C comoresultado tenemos que obtener

cos (1/; + 1)
Vx

el integrando +1

Veamos :

[2sen (Vx +1) +x+cC] =
_2[sen(«/?+1)] s[x] 4[]
os (Vx +1) - [Vx +1] +1+0=
os (Vi +1) - ([Vx] +1217) +1=
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=2cos(«/?+1) [ L +0]+1=

2Vx

2cos(\/;+1)- ! +1 =

2x

cos (\/;+1) .

cos (‘\/; + 1)

=——1 41, ok

Ej 6 f) calcular j(xz cos (6x-2) +e**) dx

1 ero separamos en suma de integrales para resolver por separado cada una de ellas
j(xz cos (6x—2) +e2") dx = sz cos (6x—2) dx +Je2xdx

La 2 da integral sale facil usando sustitucién :

, 1
llamamos u=2x = du=u dx=2dx = —du=dx

sustituyendo :

2x _ u£ _i u _iu -
e“*dx= |e du = e du = e +Cz =
2 2 2

reemplazandou = 2 x

1
= —e2x+C2

Calculemos la 1l era integral : sz cos (6x-2) dx

tendremos que usar integracién por partes 2 veces :

para ir bajandole el grado al exponente de x?2

en el integrando hay un producto de 2 funciones de x :
2

x> y cos (6x-2)

mirando las integrales del método de integracién por partes :

ju-v' dx:u-v—fu'-vdx+C

2

llamamos u=x*> y v =cos (6x—2) entonces :

si u=x2 = u =2x
si v' =cos (6x-2) = v=Jcos(6x—2)dx= (%)

para calcular v necesitamos usar sustitucién :

. 1
llamamosw=6x-2 — dw=w dx=6dx —= —dw=dx

| 39
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sustituyendo :

1 1 1
v =.J-cos (6x—2) dx=Jcos (w) ;dw: gsen (w) = Esen(Gx—Z)

Reemplacemos todos estos resultados para ver como queda la integracién por partes :

ju-v' dx=u-v—fu’-vdx+C

sz-cos (6x—2) dx = x2 - isen (6x—2) —JZx- £sen (6x—2) dx =
6 6

1
o |-

x? . sen (6x—2) - l [x - sen (6x—2) dx = (integrallera)
3

Vemos que el método de integracién por partes esta funcionando porque la

integral que resta por calcular es méds sencilla que la original
Jx - sen (6x—2) dx
Usamos método de integracién por partes nuevamente :

jf-g' dx:f-g—jf'-gdx+c

llamamos £ =x y g =sen (6x-2)

si f=x = £ =1
si g' =sen (6x-2) = g=Jsen(6x—2)dx= (&&)
para calcular g necesitammos usar sustitucién como antes :

. 1
llamamos z=6x-2 — dz =2z dx=6dx —= —dz=dx
6

sustituyendo para resolver ( &&) :
1 1 1
g = jsen (6x-2) dx = Jsen (z) —dz = — (-cos (z)) = -—cos (6x-2)
6 6 6
Reemplacemos en las integrales de partes :

jf-g' dx:f-g—ff'-gdx+c

Jx-sen (6x-2) dx=x (—lcos (6x—2)] —jl- (—icos (6x-2)|dx=

6 6

1 1
=-—x-cos (6x-2) +—Jcos (6x-2) dx = (%%)
6 6
pero la integral jcos (6x— 2) dx ya lacalculamos antesen (*)

1
ydabajcos (6x—2) dx = gsen (6x—2)

reemplazando en (%%) :
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1 1
-—x-cos (6x-2) +2Jcos (6x-2)dx=(%%)
6

—ix-cos (6x—2) +£- £sen(Gx—Z) =

1 1
-—x - cos (6x—2) + — - sen (6x—2) +C
6 36

Juntando todos los resultados para la integral 1 era :

szcos (6x—2)dx= ixz-sen(Gx—Z) —l[x-sen(sx—Z) dx =
6 3

=£x2-sen(6x—2) - -—X-cos (6x—2)+i~sen(6x—2) +C| =

6 36

w |

. —X-.cCcos (6x—2) ——-i-sen (6x—2) +C; =

xz-sen(6x—2) + —
3 6 3 36

xz-sen(Gx—Z) +Lx-cos (6x—2) —L-sen (6x—2) +C1 =
108

ok ok

por lo tanto, el resultadode lal eraintegrales :

szcos (6x—2) dx = ixz-sen (6x—2) +Lx-cos (6x—2) —L-sen (6x—2) +C1
6 18 108

_________________ O e e e e e -

En definitiva sumando los resultados de 1la 1 era integral yde 1la 2 da integral tenemos :
j(xz cos (6x—2) +e2") dx = J-xz cos (6x—2) dx +J-e2xdx =

xz-sen(6x—2) +ix-cos (6x—2) —L-sen (6x—2) +£e2"+C
18 108 2

|
o R

por lo tanto

J(xz cos (6x-2) + ezx) dx

1 1 1
= —Xx°.sen (6x-2) + —x-cos (6x-2) - .sen (6x-2) +—e?*+C
6 18 2

Verificacién:

Si derivamos lxz-sen (6x-2) +Lx-cos (6x-2) —L-sen (6x-2) +£e2"+c
18 108 2

como resultado tenemos que obtener

el integrando x? cos (6 X - 2) +e2x

Veamos :
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[ixz-sen (6x—2) +ix-cos (6x—2) —L-sen(Gx—Z) +£e2"+C]' =
6 2

18 108
1 5 ' 1 ' 1 R P ,
= — . 6x-2 — . 6x-2 -— 6x-2 - c =
6[x sen( x )] +18[x cos( x )] 108[sen( x )] +2[e ] + [C]
1

g{[xz]'sen (6x—2)+ xz[sen(6x—2)]‘}+11—8{[x]'cos (6x—2) +x[cos (6x—2)]'}—

—L{cos (6x-2) -6}+£e2x-2+0=
2

108
= £{2x sen (6x—2) + x? cos (6x—2) -6}+L{1-cos (6x—2) +X (—sen (6x—2) . 6}—
6 18
1
- — cos (6x—2) re2* =
18
= ix sen (6 x - 2) +£- 6 - x°cos (6x-2) +Lcos (6x-2) L 6x sen (6x-2) -
3 6 18 18
1
- — cos (6x—2) re?* =
18
= £x sen (6x—2) + %% cos (6x—2) +Lcos (6x—2) —ix sen (6x—2) -
3 18 3

—icos (6x-2)+e?* =

= %% cos (6x—2)+e2x , Ok

t—t—t -ttt -ttt -ttt —Ft—F—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+—+

Ejercicio 7.- Hallar la funcion g tal que

4x* —6x+2
x*=3x2+2x+1

b. g'(x)=xv3x"+9 v 2(3)=20
@ g'(x) = xe" ¥y g)=4

(@) g()=In(x+2) v g(-1)=3

g (x) =jg‘ (x) dx = fxexdx

Por partes :

mirando las integrales del método de integracién por partes :
ju-v' dx:u-v—fu' -vdx + C

llamamos u=x y VvV =e* entonces:

si u=x = u =1
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si v =e* = v=je"dx= e*

Reemplacemos todos estos resultados para ver como queda la integracién por partes :

ju-v' dx:u-v—fu'-vdx+c

jx-exdx=x-ex—j1-exdx =x-ex—Jexu =x-e* -e*+C=

= e* (x—l) +C
Entonces g (x) = e* (x—l) +C

Como g (0) =4

g(O):ex(x—1)+C=4 =
= e°(0—1)+C=4 = 1-(—1)+C=4 = -1+C=4 =
= C=4+1 = C=5

Por lo tanto

g(x)=e*(x-1) +5

Ej7d) g (x)=1n ('\/x+2 ) con la condicién g (—1) = 3 paradeterminarC

g (x) = jg' (x) dx = Jln (‘\/x+2 ) dx
trucomégico :

Vx+2

multiplicamos por 1 = — enel integrando
xX+2

jln(m)dx=J1. 1n(m)dx=J‘E

 1n (Va2 ax -

X+2

Por sustitucién :

. 1 1
llamemos u=Vx+2 = du=udx=———dx = 2du=——dx

2Vx+2 X+2

sustituyendo :
Vx+2 1
—-ln('\/x+2)dx=j'\/x+2 ln('\/x+2)—dx=
Vx+2 Vx+2

=Ju-ln(u)2du=2ju-ln(u)du= (*)
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calculo auxiliar

calculemos por partes Ju -1ln (u) du

mirando las integrales del método de integracién por partes :

jf-g' dx:f-g—jf'-gdx+c

llamamos £f=1n(u) y g =u entonces:

e |r

si £=1n(u) = £

. ' 12
si g =u =g=ju-du —u

Reemplacemos todos estos resultados para ver como queda la integracién por partes :

jf-g'dx:f-g—ff'-gdx+c
1, 1 1 ,
J.ln(u)-udu=ln(u)-—u —j—-—u du =
2
1, 1 1, 1 1,
= —u -ln(u)——fudu:—u -ln(u) -—- —u“+C=
2 2 2
1, 1, 1, 1
=—u“-1ln(u)-—u"+C=—u (ln(u)——]+c
2 4 2 2

Reemplazandoen (*):

2 .J-u - 1n (u) du = (*)

2{£u2 (ln (u) —i) +C} = u? (ln (u) _i).,.K
2 2 2

Como u = Vx+2 reemplazamosparavolver alavariable x:

Como g (—1) = 3 determinemosK

9 (-1) = (x+2) 1 (VaeZ) - 2} ox=3 o

2
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= (-1+2) (ln(m)—£]+K=3 = 1-[1n(\/?)—£]+K=3 =

2 2

1 1 1 1
= (ln(l)——)+K=3 = (0——J+K=3 = -—4+K=3 = K=3+—
2 2 2 2

= K=

N |

Por lo tanto

g (x) = (x+2) (m(«/ﬁ)_i)ﬁ

2 2

+—dt -t -t —t—Ft—F—F—F—F -t -t -t —Ft—F—F—F—F—F—F—t—t—Ft—F—F—F—F—F -t -t -t —F—F—F—F—F -+
Para resolver el Ejercicio 10 necesitamos un poco de teoria

Comentarios tedéricos :

Hasta ahora venimos calculando integrales indefinidas cuyo resultado llamamos Primitiva

1
Por ejemplo, si f (x) = x, unaprimitivaes jxdx ==—x2+C=F (x)
2

En realidad como C a priori no esta definida son infinitas posibilidadespara F (x) y

todas ellas cumplenque F' (x) = £ (x)
Apartir de ahora se introduce un nuevo concepto de integral : la integral definida

Estudien esto sugerido por la cadtedra de Mate 51

t—dt—d—d -ttt -ttt -t —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+



46 | Repaso Practica 6 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

Integral definida

Cefinicidn de inleyral deflinida

Sea [ una funcitn continua que toma valores posilivos o cero en un intervalo ﬂ" h] La integral definida de { entray
| (cue se nota {b f(x)dx yse lee "integral entre @y [de (v )dferencial A"} es el 4rea de a regién comprencida antre el
gréafico de [y el sje v en el ntervaloly, bl Ady a jrse los llama |imites de integracion

En al siguients grafico, £i 4 es el drea sombreada en rojo,

¥ 1

resulta que

]
= j'r Slx)dx.
Ja

T
Por e emplu, si fes lg Tunuidn corsianie I|".[;|':|. = 7 enuneey "J: r{l 'de resulla 2 ares del reclangule de bass 3 y lura

3 que s2 muestra en |a figura

-

y, porle tanio, [_g‘{“,{,-;: 3= 15,

]

Consideremos ahora |a funcion f{:f} = S5x y caloulemos, para un valor | = (), er dx
40

Coma la funcidén cumple que es positiva o cero en el intervalo en cuestion, la integral coincide con el drea del triangulo que

b5k

se muestra en |a figura de base i y altura 5h que vale es decir

www recomdosmate, che,uba armadiwiklpratlyview phpfpageid=70 1/4
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2
En &l caso en que |a funeidn [ tome valores positives, negatives o cero en el intervalo [;g,. 11} la inteqral definida de [
entre i v [r &5 |a suma de |as dreas de |as regiones gue determina el grafico de la funcion __1" y & eje y por arriba de| eje 1
menos la suma de las dreas de |as regiones que determina el grafico de la funcion [y el eje 1 por debajo del eje 1. Es

decir, en el
siguiente arafico, si f es lafuncién y Ay, As. A1y Ay son las areas correspondientes

J- -
5
[ Sxdx = =P,
J

enionces
f_ﬂ;i‘}d.t = A=A+ A4+ Ay
Ja

i
For ejemple, dadala funcién f( v} = 5x, calculemos J.i" S5x dx.
o )

Si miramos el grafico, el area que queda por debajo del eje Y es A, = 2%' = 10 v el &rea que gueda por arriba del eje
15 5
ES s = = —, Entonces
= 2 2
L . _ it o 15
;'I Wdx =—-A1+ A =—-104 == ——,
d=2 o Z Z

En general para calcular integral es definidas no utlizaremos formulas de areas sino una regla muy Util.

Regla de Barrow
La regla de Barrow nos permite calcular integrales definidas:
Sea [ una primitiva (cualquiera) de [. Entonces

[* f(x)dx = F(b) - F(a),

1
Por ejemplo, si queremaos calcular [ 51 ¢ 1 usando la regla de Barrow, primero tenemos gue buscar una primitiva de
b

f{x)=5x:
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ii

[5xdx=5. [xdx= 5 +C

b )

Tomamns cualguier pmitiva de [, por ejemplo F(x) = 5. 7 {euandc alegimoas  — ().

Enlonces, |a regla de Barrow dice gue

= [ O o
.{":5.1'..‘.1‘:!-[1}—.'-'1—2}:5_%._5_1 2F 5 15

gue es el misme resultado gue hablamos oblenico antes celculando |a intearal come resta de areas,

3
Supongamoes gue elegimos otra primitive de . por ejemglo C(x)= 5. . 1 (cuando elegimos ¢ = 1) En este caso la
2

regla de Barrow not asegura qua

12 (=2)%

1
[ Sxdx=G(1) =G(=2) = 5.5 +1- 5. —11=-

1| 5

+1) =

k2™~

Motar gue, no Impora que primitva elllamos, |2 Integral definldz da o misma,

Una notacidn usual pare |a resta | .|_'f-:} = I[ﬁ]-n:_!

i
F(x)| = F{b)— F(a).
i

(=27 _ 15

] F i

For gjemplo, 5_.E| I = 5_]__ -5,
Z|-2 2

F i
Eiemplo. Calcular ir sen(x jdy.
Ji

Fara poder aplicar la regle de Barrow, tenemos que caloular una primitiva de senf x )
[ sen(x}dx = = cos(x) + C.

Ahora elegimos una primitiva desen( a1} par ejemple — cos( 1) sl tomarmes C = (1 La regla de Darrew nos asegura cue

/.. sen{x)dx = — ﬂ!-i'[.l':-|.lll = —s(it] = (=0os(0))= =(=1)=(=1) =12,
n Ll

&5 decir
I

, sen{x)dx = 2L
| "

Mofar gue, como |a ‘uncon Seno es positiva o cero en ¢ intervalo {U,- ?r]. |o gue calculamos en 2| ejemplo anterior es &
drea A sohreada er la siguisnte figura:
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P seniy)

A continuacion enunciaremas algunas propiedades utiles para |as integrales definidas:

g
- f_ﬂ.l'jdx=[l

1]

] 5]
" [l{f{x] +glx))dxy = | flxdx+ J'r gl x)dx.
a b Ja i
. f”fu"'{-ﬂ}'fl = j;[ f(x)dx paraf nimero real fijo.

. /: flx)dx = fd llf (x}dx -—[ h_r'(-t}dx

Ejemplo. Sabicndo que /J{z_f{x}_:{]dx =5 cacularfj{x}dx_
o =1 y =1

Por |as propiedades anteriores, sabemos que

fllz.f{r_}vamx = fl 2._r{x}dx~f|3.:x = [4 _f{r}-iz'*‘/4l3dx.

Podemos calcular esta Gltima integral por medio de |a regla de Barrow: come 31 es una primitiva de 3. resuta cue
i
fl Jdx=3x| =34-3(-1)=15.
1 =
Luego t2nemos gue

4 r4
5= [ (@f(x)+3)dx=2. [ fxidx+15.
J=1= i
Despejando en la igualdad anterior, tenemos que

5__215 = JH[ fx)dx

f flx)dx = =5.
J=1

con lo que

t—t—t -ttt -ttt -ttt —Ft—F—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+—+

| a9
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Ejercicio 10.- Usando la regla de Barrow, calcular las siguientes integrales definidas.

a. J: 4xdx Ji\/;d.\'
o | 1
A 7
c. j cos(t)dt @ Icos(l)a’r
0

0

T 1
e. I sen(u)du @ i -
0

Ej 10 b)
4 4 4
4 41 1 .1 1 2 3 2 (3 3
xdx:jx2dx= X2 —:xz = — X2 =—(42—12)=
1 3
1 1 (;,,1 - . 3 . 3
2 3 2 2 2 14
——((«/4) —1):—(23—1)=—(8—1)=—(7)=—
3 3 3 3 3

Ej 10 d)

‘rrcos (t) dt = sen (t) " - sen (r) -sen (0) =0-0=0
0 0

Por lo tanto :

Jvr cos (t)dt=o0

0

usamos sustitucién para calcular la integral indefinida o sea laprimitiva :

je—x+1 dx

llamamos u=-x+1 = du=u'dx=(—1)dx = -du=dx

sustituyendo :

je“ (-du) = —Je“ du = -e% = -e*!

entonces Je"‘*l dx = —e**1
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laprimitiva obtenida - e**! la llevamos parausar Barrowen (*)

1
jle"“l dx = —e*1| = _{e-1+1 _e-(-1)+1} - _{eo _ez]_ - _{1 _ez]_ ce?_1
-1

Por lo tanto :

1
J e*ldx-e?-1
-1

e A A e e e e e e A e e e S e e A A e B A e il ik ke At A R A A

Ejercicio 11.- Usando la regla de Barrow, calcular las siguientes integrales definidas.

il e—1 df
[ e1rax B [
_ s Bl

Ci I(.\'2 +2)Vx+1dx d. '[ (1-cos(2x))? sen(2x)dx
0

72

‘ J.: COS(II) @ 'l[(el\’ _e-l\‘ )dY
74 SEN° (u) 0 ~
N j[ (In \) jd_\. @ -’Ji (t—r)cos(t)dt
. X 0

Ej 11 Usar Barrowpara calcular las integrales definidas:

Ej 11 a)

J:lex (x+1)2ax

1

usamos integracidén por partes para calcular la integral indefinida

o sea laprimitiva :

jex (x + 1) 2 dax
Por partes :

mirando las integrales del método de integracién por partes :

Ju-v' dx=u-v—J-u'-vdx+C

' X

llamamos u= (x+1)?> y v' =e* entonces:
si u=(x+1)2 = u'=2(x+1)

si v =e* = v=jexdx= e*

Reemplacemos todos estos resultados para ver como queda la integracién por partes :

| 51
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ju-v' dx=u-v—Ju"v&+C

j(x+1)2 -e*dx = (x+1)2 - e* —j2 (x+1) -e*dx =
=(x+1)2-ex—2j(x+1)-exdx= (%)

Vemos que el método de integracién por partes esta funcionando porque
en la nueva integral a calcular le pudimos bajar el exponente a (x + 1) 2
calculo auxiliar :

calculemos j(x +1) - e*dx para luego reemplazaren (#)

j(x +1) - e* dx
por partes nuevamente :

mirando las integrales del método de integracién por partes :

jf-g' dx=f-g—Jf'cg&+C

X

llamamos £ = (x+1) y g =e* entonces:

si f=(x+1) = £ =1

si g =e* = g=jexdx= e*

Reemplacemos todos estos resultados para ver como queda la integracién por partes :

jf-g' dx:f-g-ff"gd;”c

j(x+1) e*dx= (x+1) - e —Jl-e"dx -
= (x+1) cex—Jex&= (x+1) .e¥-e* = e* (x+1—1) =e*x=xe*
entonces : J(x+1) .e¥dx =xe*

reemplacemos en (*%*)

j(x+1)2.ede= (x+1)2-ex—2j(x+1) e dx =

= (x+1)2cex—2 (xe*) = (x+1)2-ex—2xex=

e* {(x+1)2—2x} = e* {x2+2x+1—2x} = e* {x2+1}
Por lo tanto la integral indefinidaes:

j(x+1)2 . e*dx = e* (x2+1)
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Con esta primitiva vamos a aplicar Regla de Barrow :

D lel(1741) - o ((-1)2+1)

jlex (x+ 1)2dx = e* (x2+1)
- -1

1

Por lo tanto :

J:lex (x+1)%dx =2 (e— i)

1 e

Ej 11 e)

Z cos (u
J’z (u) du
Z sen? (u)

usamos sustitucién para calcular la integral indefinida o sea laprimitiva :

cos (u)
j— du
sen? (u)
llamamos w = sen (u) = w = cos (u)

= dw=w du=cos (u)du = dw = cos (u) du

sustituyendo :
cos (u) 1 1 2
j—du:f—cos (u) du=J—dw=jw' dw =
sen? (u) sen? (u) w2
1 1
=(—1)W_1=——=——
w sen (u)

Entonces
cos (u 1
[
sen? (u) sen (u)

Con esta primitiva reemplazamos para usar Barrow :

j:_ cos (u) du - 1 y 1 1
x 2 T aen (| zy xyJ T
sen? (u) sen (u) 4 sen (2) sen (4)
1 1 2 V 2 2V2

2
-{7- ﬂ}=-{1-E}

2

=_{1_

N
N

NeS
-{1-v2}=v2 -1

Por lo tanto :

| 53
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ﬁz_ cos (M) oWz -1

2
T sen® (u)

Calculemos una primitiva de la integral indefinida de lal a integral

jezxdx

usamos sustitucién :

llamamos u=2x = u =2

. 1
= du=u dx=2dx = du=2dx = —du=dx

2
sustituyendo :
2x u1 1 u 1 u 1 2x
e“*dx = e’ —du=— e'du=—e"=—e
2 2 2 2
Entonces

1
jezxdx= — e?%
2

Con estaprimitiva reemplazamos para usar Barrowen la 1l era integral :

1
J: erdx=§e2x 0=§{e2'1—e2'°}=§{e2—e°}= i{ez_l}

Calculemos una primitiva de la integral indefinida de la 2 da integral

je'zxdx

usamos sustitucién :

llamamos u=-2x = u =-2

. 1
= du=u dx=-2dx = du=-2dx = -—du=dx

2
sustituyendo :
-2x u 1 1 u 1 u 1 -2x
e dx = e’ |[-—]|du=-— e'du=-—e"=-—e¢e
2 2 2 2
Entonces

je—Zxdx= _ie—Zx
2
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Con esta primitiva reemplazamos para usar Barrowen la 2 da integral :

jl e—Zxdx= _ie-Zx
0 2

1

=_£ -2.1 _ _-2-0 =_£ -2 _ 0 =_£ 2 _q
R L ol Chitd ol CREY

Finalmente reemplazamos en (%)

1 1 1
j (e2*-e72¥) dx=j e?*dx - J e?*dx = (%%)
0 0 0

1., 1, ., ] 1., 1, .,
=={e?-1}- [-={e?-1}| = —{e?-1}+ = {e?-1}=
S GREI R Ll CREEY) I CEE R CabEY
= le2-£+£e'2—£= le2+£e'2—1

2 2 2 2 2 2

Por lo tanto :

1 1 1
J (ezx-e'z") dx= —e?+ —e?-1
0 2 2

2 7 2 7 2 7T
j (t-m) cos (t) dt =j t cos (t) dt —J 7t cos (t) dt (*)
0

0 0

Calculemos una primitivade lal era integral :

Por partes :
jt cos (t) dt

mirando las integrales del método de integracidén por partes :
ju-v' u=u-v—Ju' -vdx + C

llamamos u=t y Vv =cos (t) entonces:

si u=t = u =1

si v  =cos (t) = v = jcos (t) dt = sen (t)

Reemplacemos todos estos resultados para ver como queda la integracién por partes :

ju-v' dx:u-v—fu'-vdx+C

jt -cos (t) dt =t - sen (t) —Jl -sen (t) dt =t - sen (t) - (-cos (t))

=t -sen (t) +cos (t)

| 55
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Entonces

jt cos (t) dt =t sen (t) +cos (t)

Con esta primitiva reemplazamos para usar Barrowen la 1 era integral :

2 7 27
j t cos (t) dt =t sen (t) +cos (t) =
0 0

={27r sen (27r) + cos (271')—(0 - sen (0) + cos (0))}:
={27r -0 +1—(0 +1)}={0 +1—(0 +1)}=0

Entonces

2 7
j t cos (t)dt =0
0

Calculemos una primitiva de la 2 da integral en (*)

jn cos (t) dt

jrr cos (t) dt = njcos (t) dt = v sen (t)

Con estaprimitiva reemplazamos para usar Barrow :

27

an 7t cos (t) dt = 7 sen (t) = n{sen (2 7r) - sen (0)} =
0

0
=7{0-0}=0

Entonces :

2 7
j ntcos (t)dt=0
0

Con estos resultados para lal eray 2 da integral reemplazamos en (*)

2 7 2 7 2 7T
j (t-m) cos (t) dt =j t cos (t) dt —J 7t cos (t) dt = (%)
0 0 0

2 7T 2 7T
=J t cos (t) dt —J mcos (t)dt=0-0=0
0 0

Por lo tanto :

2 7
J (t-7) cos (t) dt=0
0

t—d—d—d -ttt -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—d—d—d—d—F—F—F—F—F—F -+ —+
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Ejercicio 12.-

3 3
Sabiendo que _[ f(x)dx =35, calcular J‘ (F(x)+2x)dx .
1 1

1 1
b. Sabiendo que J (f(t)—3)dt =-2, calcular J f(t)ydt .

3 3
f(x)dx=5 = Calcularj (£ (x) +2x) ax

Se sabe que j
1

1

Aplicando propiedades de la integral definida :
3 3 3 3

j (£ (x) +2x) dx=j £ (x) dx+f 2xc1x=5+J~ 2 xdx
1 1 1 1

3
Solo falta calcular f 2xdx:
1

3 3 1
J‘2xdx=2J-xdx=2-—x2
1 1 2

Entonces :

3
=X
1

3 3 3 3
J(f(x)+2x)dx=ff(x)dx+J-2xdx=5+J-2xdx=5+8=13
1 1 1 1

Por lo tanto :

3
j (£ (x) +2x) dx =13
1
bttt —F—F—F—t—F—F—F—b—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—

Ejercicio 13.-

a

@ Hallar a e R tal que J i,a’.\‘ = g
£ 3 5

4
b. Hallar a € R tal que I(S x+ax)dx=0.
0

Ej 13 a)
a 4 16
hallara € R sabiendo que J — dx = —
1 x? 5
a
dx

Resolvemos la integral definida j
1

a 4 a 1
j — dx = j x2dx=4. ——x 21| -_4.x71
1 x? 1 (—2+1) 1

4
%2
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=-4.

% |

a 4 16 l1-a 16
Comoj —dx=— = -4 } = — despejamosa
2
1 X 5 5
-20 (1-a) =16a = -20+20a=16a = 20a-16a=20 =wd

= 4a=20 = a=5

Por lo tanto

a 4 16
siJ — dx=— debeser a=5
1 x2 5

+—+—F+—+t—+—F+—+t—-F—F+—-F+—-F—+—-+—F—F+—-F—F—F+—-F+—+—-+—F—F+—-F—F—F+—F—F+—-F+—F—F+—-F—F+—-+—-F+—+—-+ -+
Para resolver los ejercicios de aca en adelante es necesario que estudien

la teoria de calculo de &reas como lo sugiere la cadtedra de Mate 51
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Calculo de areas

Una de |as aplicaciones de |a regla de Barrow para 2| cdlcule de integrales definidas es ef calculs de dreas,

Calculo de area entre el grafico de una funcidn y el eje 1

i.
Ya vimos que, si la funcidn [ es positiva o cero en el intervalo i f']r la integral definida / f{x)dx es el &rea de |a regidn
: i
comprendida entre el eje X v el grafico de la funcion § entre los limites a v

Ejemplo. Calcular el 4rea de |a region comprendida entre el eje x y el gréfico de |a funcién f(y) = y2para() < y < 3.

El area pedida es |a sombreada en el siguiente gréfico:

Como la funcién _f' &5 positiva o cero en el intervalo {l}; ."-] {de hecho, la funcidn [ es positiva o cera para todos los reales),
el drea /| pedida esta dada por

n

r'll . [‘ r zlf.T-
J0
Para calcular la integral, podemos usar la regla de Barrow. Come Fx) = %.1'-‘ es una primitiva de ﬂ x)= v tenemos
que
- 137 1 1
2 3| (] 3
xdx=zx'| =3 -=0r=9

4 A=3eT3 T3

con lo cual

Si la funcién f es negativa o cero en el intervala{g; 11]. la integral definida da el &rea de |a regién comprendida entre el eje
x v el gréfico de |a funcidn [ pero con el signo cambiado, Por o tanto, para calcular el érea, bastaré con cambiar el signo
de |a integral definida,

Ejemple. Calcular el area de la region comprendida entre €l eje ¥ y el grafico de |a funcién (1) = - 12 — | para
=2<x<1

En el siguienta grafico aparece sombraada |2 regidn en cuastion:

v recomdos, mate,che,uba armodiwikipretyview, phpPpagaid=71 14
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La furcion (toma valores negatives en todus los ieales, con lo cual el dea 4 buscada es

s _[.j-_:{_x! = 1)dx = 11{‘..12{,,-2 ¢ Tili= (;%ri " *) Il

1-1 ’1' 253 - i 1_4 .
_(_31 1) [\3: P +(-2))=3+7 =6

2

Es decir,
A =6.
5 se qulere calcular el drea de |a ragldn comprendida entre el araflco de uia funcldn f yelele yparag < r < b.enel

caso en que |a funcién [ tome valcres positivos v negetivos en el intervalo Ju; b], se deben estudiar los cambics de siano
dw |a funcién, Por gjemplo, si cusremos calcular el drea de |a regitn semrbreada en |a figura
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debemos calcular e puntoc donde |a funcion corta el eje ¥ (es decir, donde |a funcion vale cero) y calcular la integra
defimda entre d ¥ ¢ con signo negativo, mas |a integrzl detinda ente £y j con sgno positivo,

Es decir, el area A a calcular sera

b
A=A+ Az2= - f_,l"{::}n‘.r* [ fx)dx.
Ja Je

Ejemglo. Cacular el area de a region comprendida entre el eje x y el grafico de la funcién fiy) = x% 4 2x — 3 para
-ls<x<4

Meamos primero si e| grafico de |a funcién f{ x) = % 4 2y — 3cortaal eje v paraalgan valor entre | v 3,
—2£,/22-41(-3) -24
2 -2

es decir, |as dos raices de |a cuadrdlica son | v 3. Hagamos un graflico aproximado para ver cudl es el draa pedida

Pe2-3=0ea=

Entonces, e area a calcular es
1 2
R A e -f (@ +20=3)dx+ [ (¥ +2x— 3)dr.
1 +1

Para cacular |as integrales definidas en cuestidn, tsamos |a regla de Barrow, Primero calculamos las primitivas de

fx)=x24+2x-%

/[’x:+2:¢' -3)dx = [.t:dx—-r?.fxd:r —3/[:-’:4:: P22 =By 4 C = P+ 22 =3E+C.
4 J . 3 2 3

Ahora, elegimos una primitiva (por ejemplo, con ¢ = () ¥ la evaluamos

A=- ( G-""*": "3‘) |I 1) i ( (%JLI: "M) |') i 7

1 1 o= o 16
s e =By [T [ T TEF e P s N b T= s W
({3 1-3)= (-3 +1 1}) ({32 2 )= (g +1 _|)_ (=3)*5:

Es decir, e| drea pedida es

Ejemplo. Caleular el drea de la regdn encerrada entre el gje x y el grafico de la funcién fiy) = ¥ 4y
Calculamos |os valores de [ para los cuales f(x) = () esdecr, donde el grafico de f cora alejex.

P-dx=lexn-4=0er=0602=4x=06y=26x= -2

| 61
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Para ver gué signos toma |a furcién dada en |os intervalos delimitados por las raices, podemos usar el corolario del
Teorema de Bolzano ya que |a funzién es conlinua:

r |-2| (-20) |[0o]| (02 2

flx)| 0 + 0 - 0

pues f(-1)=3 f(1)==3

Luega, en un grafice aproximado de [ sombreamos el drea a calcular (en =zu el drea debajo del eje v en rojo el drea
arriba del ge);

Es decir, el area a calcular esta dada por
74
A=A+ A= fJ (2% — 4x) dx - }f (2% — 4¥) dx.
J=2 JG
Calculamos ahora una primitiva de .T:’ — 4y vy aplicamos |a regla de Barrow, y nos queda
A=[(x-22 ! ) L :)— 0- :‘1(—?'}4 -z{—zﬁj) (2t - 223 -n) =4-—(-4)
Tk g Y '3 “ ) 4" : ‘4 J B

con lo que

Célculo de area entre el grafico de dos funciones

Supongamos que tenemos dos funciones [y ¢ que toman valores positivos y queremos calcular el area de la region
encerrada entre sus graficas, Yeamos primero e| casa de| siguiente arafico:

&




Repaso Practica 6 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

b
Enestecasc. | = [ [(x)dx nos da el drea encerrada entre el ardficode [ yelejex parag < v < by
a

b
As = | glx)dy nos da el drea encerrada enire e grafico de § y eleje ¥ parag < x < | El drea | resulta ser la

[' |
diferencia entre estas dos areas:

a

Vezmos ahora oire gjemplo:;

Cn este caso, el drea podida 4 es la suma de dos arsas. Usando lo que vimas antes, la primera esta cada por
= J':' (f(x) = gl(x))dryy aotraestz dacapor | = J,: (glx) = flx))dx Por otanto. 'enemos que

i
A= /; (f(x) = g(x))dx + [ {g(x) = filx))dx.

Para calcular en general el drea ge la region encerrada enbe los gréfives ce dos funciones [y 2, sin importar si so
positivas, negativas o cero, tenemos que buscar |os valores de \ para |os cuales [ xv) = ¢ 1} Una vez calculacos estos
valores, para cada par de valores @y o conssculives, nos fijames qué funcidn es mayor en el intervao (i b} Si

f{x) = gl x}enelintervalo {g; b}, 2l arza esta dada por L“{ fix) = g(x))dx. Si f{x) < g(x)enelnemwalo(g; b) el
drea esd dada por J‘:’ |g(x) = f[x) ydr. Unavez calculada el rea para cada intervalo, el drea total se obtiane sumando
las &reas sbtepidas,

Cbservamus que delerminar si | x) > gl x)o Ir'{x_} < I'T(T}Hﬁ eyuivalente a ver si (1) - 3 |'x] =Mo

f(x) = glx) < (0 es decir, estudiar la positividad o negatividad de |a funcion [ — ¢. Entorices, si [ v ¢ son funciones
continuas en un inervalo (4; b} en o cual sus grafices no se intersecan {y, por otante, f{x) — g(v) # D pacatode

X & li; i), por el corolario del Tecrema de Bolzano, para ver cudl ce ellas es mayor en lodo el intervalo, bastars
comparar |os valores gue tomman en un punto cuzlquiera ce(a; h),

Ejemple, Calcular ¢| area de |a regior encerrads entre |os graficos de [ 1) — 3! - 2)-'-';;{1_! =2x -1

Primera calculamas valores de x parales cuales [(x) = gl 1)

W -2=%x-183-x-1=02x=16x=—-—.

| 63
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; - 1 oy d
Es decir, los valores de § gue delimitan 2| drea son y = — 5 ¥ = 1. Para ver qué funcidn es mayor en €| intervalo
1 ; ; - 2 :
——:1), por el corclario de| Tecrema de Bolzano, basta ver qué funcién es mayer en un punto del intervalo, Por gjemplo,
3,I_]lp | lario de| T de Bal bast qué fu WO punto del intervalo, Por ejempl

tomemas el valor (X [(0) = =2y g(0) = =1 porloque f(x) < g(x)en el intervalo ( - % - 1). Un gréfico aproximado de
la situacion es el siguiente:

Entonces, el area a calcular es

r1

. 1 F I, . "'i': iy =
._/{Lg{n—j{.r};d.tuj (v -1-32-2))dx =

i

; F - ) : "
=j [I—S.‘r'+2.1'+l:-d:.-= (—.1-3,.,_1--*_1-”1 = (=14+1+1) - (_{_213_{_%}__{_%})

3

con lo que

Ejemplo. Calcular el area de |a region encerrada entre los créficos de [ (v ] = 407y ¢(r) = 4x.
Pimer caleularmos los valores de v donde los graficss de las funciones se cortan:
W =hedr-a=0a4a - 1)=0a1=00r=10x=~1,

Anara varros 3 usar & corolario de Tzoremna de Belzaro oara hacer una tabla gue muesTe gué pasa con [ v § enceda
intervale dzlimitado por estos valores de y:

x [~1 (-1,0) 0 (0,1) 1

f | -4|fl-0,5=-0,5[0]|/(0,5)=0,5|4

g -4| g(-05)=-2 |0| gi0,5) =2 |4
luego f>g f<g
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Podemos hacer ahora un grafico aproximado de |a situacion:

Entonces, el area de |a region encerrada entre los graficos resulta ser
i} i . 0 1
A= [ (flx) = glx))dx + [ (g{x) = f(x))dx =[ (437 - -'Ix)d:r +/ (-Ix - -lx5) dx
11 g0 o Y i
) G = - I
=(x'-22%) +@*-2%) =0-(1-2)+(2-1)-0
con o que

A=2]
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Usando integrales definidas podemes calcular también dreas delimitadas por graficos funciones pero entre dos valores de
la abscisa X,

Ejemple. Calcular ¢l area de |a regicn comprendida entre |os graficos de f{ X)= x! +1 5'.53{.-'5] = 2],-'*' para < v < 2.
Coma siempre, primero calculamos los valores de ¥ donde los graficos de |as funciones se cortan:
Yélz2o=rilaslear==16x=1L

Como el drea que nos inleresa esta dada por |os valores de y enlre () y 2, de los valores obtenidos sdlo nos inleresa
x=1

Hagamos una tabla para ver como se comportan [y ¢ en el intervalo [(); 2}

X 0; 1) 1 (1;2]

£ |0 =1]|f#1)=2| 2 =5

2 g0)=0|x(1)=2|g(2)=8

luego | f>g f<g

Podemas ver esta situacidn en e siguiente grafico:

] Ik dodo e

Luego, el drea lotal pedida sera

A=/:{—_r3+l).fjv'/;2|im'2—1:}.#.1'.

Ca culando primitivas para —v= - 1v 3! _ | v usando |z raola de Barrow. enemos gue

M a A 1 \ 2 A -
P e e R LS o . o dan g s 1 1 = 2

con lo que &l drea pedica seré

9
I
]

Con las heramientas que contamos anora, podemos caleular Areas de reginnes deliritadas por grafices de funcones en
otras situaciones,

Ejemplo. Caleilar el Area de |a region dalimtada por les grafiens de flx) = v+ 1 g(r) = /v = 1y¢
Mxl==x+3 - '
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En cste caso conviene hacor un grdfico primero para entender |2 situacion:

Para calcular esta ares, podemos penser en parlina en dos: primerc, calcular €l drea encerrada por |os graficos de [y 2
desde |la abscsa @ del sunto en que sa cotan hasta p donde [y Jp valen lo mismo; lusga, calcular el drea desde ase vaor
{» hasta ¢, que es |a abscisa ael punto donde sc cottan los graficos de Jpy 4 v finalmente, sumar estas dos arcas,
Primero basguemos los valores de @, h y ¢ en cuesticn,
E| valur ¢ e la abescisa del pento donde _IF' ¥ 5 it

Vidl==/r+led/r+l=0ar=-L

El valor |y ec |a abscisa del punio dende el gréafice de [ se corta con el ds

VIFI= =140 +1=(-x+52y-x+52 0 r+1=2"-10x+Byizx
S0=x"-1x+Uy5>xe (x=30x=8)y5>ryex=23.

El valur ¢ o5 la abscisa del punio donde o grafico de fjse coila con el de g

-VI4l==x+5&1+1=(-1+5Py-2+5<082+1=x-10r+25y5< ¢
#ﬂ=.r!—-113.'+24y5_’_{x1=[:r=3cl.r=8]}f5f-? Fe =48

Con todo esto tenemos gue e| area bascada serd

3 £
A= [1{_;“{4-; g(x))dx + J{ (h(x) — g(x)) dx =
3 ' g, A
/t(\,f.ravl— {(=vx +-I])d.1'—- /; |=x45=(=vx+ ]})dx
af - . L1
3 -8 .
=f 2WAFTdr+ [ (-x+5+ VEFT) d
-1 J3 !
Calculanda as primilivas correspondientes (jquede como eercicio para el lecter!! v aplicando la regla de Barrow lenemos
guo
y 4, Igﬁ_(lj sy Seepd) [F 32 9
1 (3.1' J' . lI1 X T 32X - {.\'. | ){ == —{]—ﬁl-zﬁ—r?

2 3

&,

con le que el Zrea buscada es

-
=l
n

t—t -ttt -ttt -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -ttt —F—F—F—F—F—F -+ -+ —+—+
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Ejercicio 14.- Expresar, usando integrales definidas, el area de las regiones sombreadas.

/\ f ~
\ .
—\§ : 0 4
\ (6.-2)
Vi
(s d.

e f. #
Mo oNg Lg
[\ INEY
h
5
f
(-3,-5
g P h e

Yo 4
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Gt

Ej 14

De acuerdo a lo visto en la teoria de cdlculo de areas y como las areas

son siempre positivas, tenemos:

1) Sif (x) >0 en [a, b] el d&rea encerrada entref (x) y elejex es:

b
A=Jf(x)dx

a

2) Sif (x) <0 en [a, b] el d&reaencerrada entref (x) y elejex es:

b
A= —jf(x)dx

a

3) Sif (x) >g (x) en [a, b] el &rea encerrada entref (x) y g (x) es:

b
A=J [£ (x) g (x)] dx

Ej14 a)

De acuerdo al grafico y como f (x) >g (x) entrex =0y x=6

el Area sombreadaes :

6
A=j [£ (x) -g (x)] dx
0

Ej 14 b)

De acuerdo al grafico y como f (x) >0Oentrex =0y x=4

el Area sombreadaes :

4
A=jf(x)dx
0
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Ej14 c)

De acuerdo al grafico el 4rea sombreada esta formada por la suma de A; y A2
comog (x) <0 entre x=1y x =3 el area A; se obtiene integrando -g (x)

comog (x) >0 entre x =3 y x = 6 el &rea A; se obtiene integrando g (x)

Por lo tanto el 4rea sombreada es :

A=A; +Ap = —jsg (x) dx +j6g (x) dx
1 3

Ej 14 d)
De acuerdo al grafico el area sombreada esta formadaporA; yA; :

A; es la que se forma entre la rectahorizontaly =3 y £ (x) entre x=-1y x=2

A es la que se forma entre la rectahorizontaly =3 y g (x) entre x=2 y x=5

Entonces :

A=A+, = f[s—f(xndx +j5[3—g(x)1dx
-1 2

Ej 14 e)
De acuerdo al graficoycomog (x) > £ (x) entrex=-3 y x=7

el drea sombreadaes :

7
A=j [g (x) - £ (x)] dx

3

Ej 14 f)
De acuerdo al grafico el drea sombreada esta formada por A;, A2 y Az
A; es la que se formaentreg (x) y elejex entrex=0y x=4

Az es la que se formaentre £ (x) y el ejex entrex

4 yx=5

Az es la que se formaentre f (x) y h (x) entrex=5y x=8

Entonces el drea sombreadaes A = A; +Az +A3 :

4 5 8
A=jg(x)dx+jf(x)dx+j [£ (x) -h (x)] dx
0 4 5
Ej 14 g)

De acuerdo al grafico el drea sombreada esta formadapor A; y A:
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A; es la que se formaentre f (x) y larectay=x entrex=-2y x=0

puesf (x) > x para -2<x<0

Ar es la que se forma entre larectay=x y f (x) entrex

Oy x=2

pues x > f (x) para0 <x<2

Entonces el drea sombreadaesA = A; +Ay :

A= jo [£ (x) -x] dx + jz [x-£ (x)] dx
- 0

2

Ej 14 h)

De acuerdo al grafico el &drea sombreada esta formadapor A; y A:

A; es la que se formaentre larecta y=3y f (x) entrex=0y x=2
pues 32 f (x) para -2<xx<0
A; es la que se formaentre £ (x) y larectay=3 entrex=2 y x=4

pues f (x) 2 3 para 0 <x <2

Entonces el drea sombreadaes A = A; +Az :

2 4
A=j [3—f(x)]dx+f [£(x) -3]dx
0 2
Ej14 i)
De acuerdo al grafico el area sombreada esta formadaporA; y A;

A; es la que se formaentre £ (X) v g (X) entrex=-3 y x=2

pues f (x) 2g (x) para -3 <x<2

Ay es la que se formaentre g (x) v £ (x) entrex=2 y x=3

pues g (x) 2 £ (x) para 2 <x<3

Entonces el drea sombreadaes A = A; +A :

2 3
A=~f W(X)—g(M]dX+~f [g (x) - £ (x)] dx
_ 2

3

Ej 14 j)
De acuerdo al grafico el drea sombreada esta formadapor A; y A;

A; es la que se forma entre larecta f (x) y elejex entrex=-4y x=0

pues f (x) 20 para -4<x<0

Como f (x) <0 parax entrex =0 y x =2 paracalcularA;

habra que cambiar el signode £ (x)

Entonces el drea sombreadaesA = A; +Az :
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0 2 0 2
A=j f(x)dx+j-f(x)dx=f f(x)dx—jf(x)dx
-4 0 -4 0

t—t—dt—F—t—F—F—F—F—t—F—t—d—F—d—F—F—F—F =t —F—F—F—F =t —F =t —F—F—F—F =k —F =t —F—F—F =+ -+
Ejercicio 15.- Calcular el area de la region encerrada entre:
@ el graficode f(x)=x"+2x-3 yeleje x.
b. el grafico de f(x)=x"—3x>—10x yel eje x.
@ los graficos de f(x)=-x+4 y g(x)=x" +2x.
d. los graficos de f(x)= Jx, g(x)=—x+6 yelee x.
e los graficos de f(x)=x" -1y g(x)=4x—1.
@ los graficos de f(x)=2x"+6x-5 y g(x)=x" —3x+5.

Ej 15 Calcular el area encerrada por las curvasy ejes
Ej 15 a)
adrea encerrada entre el graficode f (x) = x?°+2x-3 y elejex

Para hacer el graficode £ (x) que es una parabola recordemos que :

-b

Xy = — ;7 yv=£f (x)
2a

Koz 2 =1 = gz £ () = yo=(-1)?+2(-1)-3=1-2-3=-4
2.1

El vérticede f (x) es V= (Xv, Yv) = (—1, —4)

Las raices 6 ceros de £ (x) son las que verificanf (x) =0 = x?+2x-3=0:

bsVE 4. a.c -2:/22-4-1-(-3) _2:4a:12

X1,2= = = ——3
2-a 2.1 2
-2+/16 -2+4 -2+4 2 -2-4 -6
x1,2= = —2 x1=_=_=1 6 x2=_=_=_3
2 2 2 2 2 2

Hagamos un graficode £ (x) para ver cudl es el area encerrada a calcular
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-6

Como vemos en el grafico el drea encerrada A esta delimitadaporelejex y

f (%) entre lasraicesx=-3 y x=1

Como f (x) < 0 el &rea encerradapor f (x) yel ejexsera :

A=j1—f(x)dx=—j1f(x)dx=—jl (x*+2x-3) dx =
- -3 -3

3

1 %3
= - X“+2x-3)dx=-{—+x“-3x
[ (ee2x-3)ax=-{ox-3x)

1

-3

=_{13—3+12-3-1-[(_3)3 +(-3)2-3 (-3)]} -

=-{§+1-3- [_27 +9+9J)} =-{§-2- (-9+9+9))} =

3

-5 -32 32
{2220

3 3 3
Entonces :

32
A= —

3
Ej 15 c)
adrea encerrada entre el graficode f (x) = -x+4 y g (x) =x*+2x

Haremos el andlisisde £ (x) y g (x) para hacer los graficos :

1 ero determinaremos los puntos de intersecciénentre fyg
que seran aquellos endonde £ (x) = g (%)

f(x)=g(x) = -x+4=x*+2x = 0=x?>+3x-4
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resolvamos la ecuacién cuadratica x?+3x-4=0:

—31'\/32—4-1-(—4) -3x49+16 _—31‘\}25

X1,2 = = £
2.1 2 2
-3+5 -3+5 2 3 -3-5 -8
X1,2 = = X1=——=—=1 6 xp=—"""=—>=-4
2 2 2 2
entonces x1 =1 6 x2 = -4
X1 =1 6 x2 = -4 son las abscisas de los puntos de intersecciénentrefyg

obtengamos las ordenadas de los puntos
reemplazandoenf (x) = -x+4

yi=£f(x1) =-1+4=3 = P;=(1,3)
ahora con x>

reemplazandoen f (x) = -x+4

y2=£ (%) =-(-4)+4=8 = P,= (-4, 8)

Hasta ahora sabemos que f ygsecortanenx =-4yenx=1
______ X — e ==X - -
-4 1

Como el area encerrada entre dos curvas es la integral de la diferencia entre
las funciones falta determinar en cudles intervalos £ (x) > g (x) yen

cudles otros intervaloses f (x) < g (x)

Observenquesif (x) >g(x) = £ (x)-g(x)>0

Analicemos entonces los conjuntos de positividad y de negatividad
de la diferencia entre f ygen los intervalos determinados por los

puntos de interseccién de las dos funciones

Intervalos de andlisispara f (x) -g (x) :

(-, -4); (-4, 1); (1, +o)

Como f (x) y g (x) son continuas también lo sera ladiferencia f (x) - g (x)

y asi poder usar el corolario del Teorema de Bolzano :

En (-, -4) :

tomamosx = -5 = £ (-5)-g (-5) =-(-5)+4-((-5)2+2(-5)) =
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=5+4-(25-10) =9-15=-6<0

entonces entodo el intervalo (-, -4) sera £ (x) -g (x) <0

En (-4, 1) :

tomamosx=0 = £ (0)-g(0)=-0+4-(02+2(0))=4>0

entonces entodo el intervalo (-4, 1) sera £ (x) -g (x) >0

En (1, +o) :

tomamosx =2 = £ (2)-g(2)=-2+4-(22+2(2)) =
=2-(4+4))=2-8=-6<0

podemos escribir los intervalos de positividad y negatividadde £ (x) - g (x) :
C* (£-9) = (-4, 1)

C (f-9)

(o, -4) U (1, +=)

Esto quiere decirque f (x) -g (x) >0 en (-4, 1)

yquef (x) -g(x) <0 en (-», -4) U (1, +oo)

Por lo tanto habra una Ginica 4rea encerrada entre f y g delimitada por los puntos

de interseccidn :

A=J1 [£ (x)—g(x)]dx:jl [—x+4—(x2+2x)]dx=
- -4

4

£(x)=-x+4 ; g(x)=x*+2x

=J‘1 [—x+4—x2—2x]dx=‘[1 |:—x2—3x+4]dx=—J‘1 [x2+3x—4]dx=
-4 -4 -4
1
=—{£x3+ix2—4x}| =-{£13+312-4-1-(£(-4)3+3(-4)2-4(-4) } =
3 2 -4 3 2 3 2
1 3 1 3
=-{=+=-4-|=(-64) + = .16+16 =
{3+2 [3( )+2 ' ))}
=-{£+3—4+6—4—24—16}=
3 2 3
1 3 64 2+9+128-264 139 - 264 125 125
=-{=4+ =4 —-44) = - =-f—1=-f-—1=—
) B e R S RS CE D T

Por lo tanto el drea encerrada entre fyges

125

T 6

Graficode f (x) yg (x) para ver cudl es el drea encerrada calculada
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{fx)=-x+4, g(x)=x*+2x}
10

-5+

Ej 15 e)

adrea encerrada entre el graficode f (x) =x°-1 y g (x) =4x-1

Hagamos un graficode f (x) y g (%) :

Como £ (x) = x> -1 es similar al grafico de x> desplazado verticalmente en una unidad
hacia abajo, no tienemédximos ni minimos sino un punto de inflexiénenx =0

para graficar calculemos algunos puntos del graficode £

puntosde £ (x) =x3-1:

six=0 = 0°-1=-1 = (0, -1) e graf (f)
six=1 = 13-1=0 = (1, 0) e graf (f)
six=2 = 23-1=7 = (2, 7) e graf (f)
six=-1 = (-1)°-1=-2 = (-1, -2) e graf (f)

(- 2
six=-2 = (-2)°-1=-9 = (-2, -9) e graf (f)
punt05f={{ol _1}1 {1r 0}! {21 7}1 {_11 _2}1 {_21 _9}};

puntosdeg (x) =4x-1:

si x=0 = 4.0-1

-1 = (0, -1) e graf (g)
six=1 = 4.1-1=3 = (1, 3) e graf (g)
six=-2 = 4(-2)-1=-9 = (-2,-9) e graf (qg)

puntosg = {{0, -1}, {1, 3}, {-2, -9}};
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Determinemos los puntos de intersecciénentrefyg
que seran aquellos endonde £ (x) = g (%)
f(x)=g(x) = x3-1=4x-1 = x3-4x=0

= x(x2—4) =0 = x=0 6 x*-4:=0

= x=0 6 x=2 6 x=-2

X1 =-2 x2=0 x3=2 sonlasabscisasde lospuntosde intersecciénentrefyg

obtengamos las ordenadas de los puntos
reemplazandox; = -2 en g (x) =4x-1
yi=g(x)=4-(-2)-1=-9 = Pp;=(-2,-9)
ahoraconx; =0

reemplazandoeng (x) =4x-1

Y2=g (%) =4-0-1=-1 = Py=(0,-1)
ahoraconxsz = 2

reemplazandoeng (x) =4x-1

Y3=g(x3)=4'2—1=7 = P3=(2,7)

Hasta ahora sabemos que f y g se cortan en los puntos de abscisas

x=-2 x=0 x=2

———X-- - -——-X--—-—-—— - X-———

-2 0 2

Graficode f (x) yg (x) paraver cual es el drea encerradaentrefyg

| 77
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{f)=x>-1, g(x)=4x-1}
15}

Apartir del grafico vemos que el area encerradaentre f (x) yg (x) yel ejex

estéd formada por dos dreas A; yA> talque A =A; +Az

El Area A; es el dreaentre f (x) y g (x) ycomo £ (x) > g (x) se calcula como :

A1=J0[f (x)—c.x(x):|dx=f0 [%°-1- (4x-1)] ax
- -2

2
El &rea Az es el areaentreg (x) y £ (x) ycomo g (x) > £ (x) secalcula como :

A2=J‘2[g (x)_f(x)]dx=j2[4x—1—(x3_1)]dx
0 0

Calculemos las integrales definidas:

A1=J:Z [x3—1—(4x—1)]dx=J:Z [x3—1—4x+1]dx=J:i [%3-4x]ax=
=J:0 (x3—4x)dx= (£x4—2x2]

2 4

0

LGtz o (L (-2) -2 (-2)7)) -

={0—(£-16—2-4)}=—(4—8) =-(-4) =4
4
Por otra parte

A2=J;2[4x—1— (x3—1)]dx=J;2[4x—1—x3+1] dx=J;2[4x—x3]dx=

2
={2-22-%-24-(2-02-%-04]}=

]
—_—
N
»
N
|
»
FS
~——

o

]
—
N
[~
|

Por lo tanto el drea encerradaentrefyg y elejex es:

A=zA;+A, =4+4=8
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Ej 15 £)
adrea encerrada entre el graficode £ (x) =2x?+6x-5 y g(x) =x2-3x+5

Hagamos un graficode f (x) y g (x) :

Como f (x) =2x?>+6x%x-5

Completemos cuadrados :

5 3)2 3\2 5
2x2+6x—5=2(x2+3x——)=2{x2+3x+(—) —(—] ——}:
2

2 2 2
3y2 9 5 3y2 9 10 32 19
=2{(X+—) ————}:2{(x+—] ————}:2{(x+—) ——}:
2 4 2 2 4 4 2 4
32 19
=2(x+—) -2
2 2
Entonces :
5 32 19
f(x) =2x"+6x-5=2 (x+—] - —
2 2
19
Entonces de 1la forma canénicasale Xy =-— ; Yy = - —
2 2
Observemosquesix=0 , f (0) =-5 = P= (0, —5) € graf (f)
3
El eje de simetriade lapardbola f (x) esx = %Xy = - —
2
3 3
La distanciadel ejede simetriaal (0, —5) es {-—}| =—
2 2

entonces por simetriael puntoQ = (—

N w

3
-z, _5] = (-3, -5) e graf (f)
2

yQesel simétricodeP = (0, -5)
Tenemos entonces el vértice, Py Q
3
7

puntosf = { {—
2

19
—?}, {0, -5}, {-3, -5}};

Como g (x) =x?>-3x+5

Completemos cuadrados :

2 5 3)2 3)\2 32 9
x“-3x+5=x —3x+(—) —(—J +5=(x——) -—4+5=
2 2 2 4
( 3]2 11
= |Xx-—| +—
2 4
Entonces :

32 11
g(x) =x>-3x+5= (x——) + —
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11
;7 Yv = —
4

Entonces de 1la forma candénica sale xy =

N w

Observemosquesix=0 , g (0) =5 = M= (0, 5) € graf (qg)

3
El eje de simetriade lapardbola f (x) esx = xyv = —
2

3 3
La distanciadel ejede simetriaal (0, 5) es —| = —
2 2
. . 3 3 )
entonces por simetria el puntoR = (— + =, 5] = (3, 5) e graf (9)
2 2

yRes el simétricodeM= (0, 5)

Tenemos entonces el vértice, My R
3 11
puntosg = {{;, T}’ {0, 5}, {3, 5}};

Determinemos los puntos de intersecciénentrefyg
que seran aquellos endonde £ (x) = g (%)

f(x)=g(x) = 2x?+6x-5=x>-3x+5 = x%2+9x-10=0

) 9)\2 9)2 9\2 81
= x+9x+(—) —[—J -10=0 = (x+—J -—-10=0
2 2 2 4
9\2 81 9\2 121
= (x+—] =—+10 = [x+—) = =
2 4 2 4
( 9)2 121 9} 11
= X+ — = —_— = X+ —f=— =
2 4 2 2
1 9 11 9
= XxX=—-— 6 xX=-— -— =
2 2 2 2
2 20
= x=—=1 6 x=-—2=-10
2 2
X1 =-10 x2 =1 sonlas abscisasde los puntosde intersecciénentrefyg
obtengamos las ordenadas de los puntos
reemplazandox; = -10 en g (x) =x°-3x+5

y1=g (x1) = (-10)?-3 (-10) +5=100+30+5=135 = P; = (-10, 135)
ahoraconx; =1

reemplazandoeng (x) = x> -3x+5

y2=9g (%) =1*-3-1+5=1-3+5=3 = Pp= (1, 3)

Hasta ahora sabemos que f y g se cortan en los puntos de abscisas
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R T T

-10 1

Graficode f (x) yg (x) paraver cual es el drea encerradaentrefyg

{fx)= 2x*+ 6x - 5, g(x)= x*~ 3x + 5}

150 -

100

50 -

-0 - \‘\‘/T/
Apartir del grafico vemos que el drea encerrada entre £ (x) y g (X)

es A

El A&reaAes el 4&reaentreg (x) y f (x) ycomo g (x) > £ (x) se calcula como :

A:J1 (g (x)—f(x)]dx:jl [¥*- 3%+ 5-(2x*+ 6x - 5)] dx
-10 -10

Calculemos la integral definida :

A:J1 [xz— 3x + 5—(2x2+ 6x - 5)]dx=‘[1 [xz— 3x + 5—2x2—6x+5]dx=
-10 -10

1 1 9 1
=J- [—x2—9x+10]dx=(——x3——x2+10x)| =
-10 3 2 -10
1 1 9
={-=.13-=.1%2+10 1—(——- -10)3-=. (-10)?+10 - —10) =
(Iov-2on S (-10)°- > (-20) 420 (-20) )
1 1 9
={-—-—4+10-|-—. (-1000) - — - 100-100|(} =
{ 3 2+ (3 ( ) 2 )}
1 9 1000 900
={_—-—+1o-(—-—-1oo)}=
3 2 3 2
1 9 1000
={-=-=+10- +450+1oo]}=
3 2 3

| 81
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1 9 1000
={————+10—
3 2

-2-27-2000+3360 1331
2 3 6 6

+550 }={-£-
3

Por lo tanto el Area A encerradaentrefyg es:

1331

6

t—dt—d—d—d -ttt -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—d—F—d—F—F—F—F—d - - —F -+ —+

Ejercicio 16.- Calcular el area de la regién comprendida entre los graficos de

a. f(x)=—x+2 y g(x)=x(x—2) para 0<x<3
fla)=—x+2 y g(x)=x(x-2) para —2<x<4
e. flix)=e™ y glx)=e* para —l<x<l
@ fly=—" —%42 y el eje x para -3<x<3
e f(x)= %(.\'— 1) y g(x)=+x-1 para 1<x <10
@ f(xX)=x"+4x+2 y g(x)=—2x>+7x+8 para 2<x<6
Ej 16 b)

Calcular el drea de la regién comprendida entre
£(x)=-x+2 y g(x) =x(x-2) =x"-2x para-2<xs<4

Las funciones son las mismas queenel Ej 16 a) pero ladiferencia es el recorridode x

Graficode f (x) y g (x) paraver cudl es el drea encerradaentrefyg para -2<xx<4
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{fx)= —x +2, g(x)= x* - 2 x}

A=A; + Ay + A3

A1=j_1[g (%) —f(x)]dx=f1[x2-2x- (-x+2)] ax -
- -2

2

=£;1[x2-2x+x-2)] dx=J:_1(x2—x—2) dx =

2
1 1
= (—x3——x2—2x]

3 2

-1

-2

1 1
={=.(-1)-=-1+2-|=. (-8) - 4+4|} =
(- ()5 te2- (T (-8) - - asa])
={—£—£+2—(—§—2+4J ={—£—£+2—(—§+2]}=
3 2 3 3 2 3
1 1 8 1 1 8 -2-3+16 11
= - - 2 _—2 = - - - = = =
{ 3 2+ +3 } { 3 2+3} 6 6

Calculemos A,

A2=J2[f (x)—<J(X)]dx=J-2[-x+2‘("2‘2x )]dx:
-1 -1

=J-2[—x+2—x2+2x ]dx:fz[—x2+x +2]dx=
-1 -1

1 1 2
=(——x3+—x2+2x)| =
3 2 -1

={(_§.23+

N |-
N
N
+
N
N

~——
1

—_—
1

W |-

—
1
[
~
w
+
|

—
1
[

~
N
+
N

—
1
[

~

—
n
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={(—§-8+2+4)—(—§. (_1)+§ 1-2|} =
(39334
T I

Calculemos A3

A3=j4[g (x) - £ (x)] dx=f[x2—2x- (-x+2)]ax -
2 2

=L4[x2_2x+x-2)]dx=L4(x2-x-2) dx =

1 1 4
= (—x3——x2—2x]
3 2

2

1 1 1
={=-@*-=. 4-2. (4)—(—' (2)°-
3 2 3

I\Jll—‘
—
N
S—
N
|
N
—
N
~
—
n

={§-64—8—8—(£-8—2—4]}=

3
64 8 64 8
={—-16-|—-6 ={—-16-—+6} =
{3 (3 )} {3 3+ }
={6_4_§_10}=64—8—30=§
3 3 3 3

Finalmente :

11 9 26 11+27+52 90
w2, mretvod 2P g

6 2 3 6 6

A=A; + A, + A3

Por lo tanto

el drea de la regidén comprendida entre

£(x)=-%x+2 y g(x) =x(x-2)=x?>-2x para -2xsx<4 es
A=15

Ejl1l6 d)

Area de la regién comprendidaentre f (x) = -x>-x+2 y elejex para -3 <x<3

2

puntosde £ (x) = -x?-x+2 :

six=0 = -02-0+2=2 = (0,2) e graf (f)
six=2 = -22_-2+2=-4 = (2, -4) e graf (f)
six=-1 = -(-1)%-(-1)+2=2 = (-1, 2) e graf (f)

puntosf = {{0, 2}, {2, -4}, {-1, 2}}
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Determinemos los puntos de intersecciénentref y el ejex
que seran aquellos endonde £ (x) =0
£(x) =0 = -x%x*-%x+2=0

resolvamos la ecuacién cuadratica -x>-x+2=0:

x1,2 = = =
2.a 2. (-1) -2 -2
1+3 1+3 4 1-3 -2
X1,2 = = X1=—— = —=-2 6 xp=—=—=1
-2 -2 -2 -2 -2
entonces x1 = -2 6 x2=1

por lo tanto el conjunto de ceros de fes :
c®={-2, 1}

Hasta ahora sabemos que £ corta al ejex en

X=-2y en x=1 peronospidencalcularel area encerradapara -3 <x <3
______ X mmmr e e e e e - ——————
-2 1

Graficode f (x) para ver cudl es el area encerradaentref y elejex para -3 <x<3

{fx) = -x* -x + 2}

5 -
3
2 4
As
-10L
Areade la regién comprendidaentre f (x) = -x>-x+2 y elejex para -3<x=s3

esta formada de tres dreas A;, Ay y As



86 | Repaso Practica 6 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

Como f (x) <0 entre x=-3 y x=-2

A; se obtiene como :

a; =j_2—f (x) dx:j_z—[—xz—x+2] dx:j_z[x2+x—2] dx =
- -3 -3

3

1, 1, -2
=(;x +;x —2x] _3:
S5 2y 22 (2) - (S0 S ()2 (-3))
={§ (—8)+§-4+4—(§-(—27)+; 9+6)}=

8 9 8 9 -16 + 54 - 27 -16 + 27 11
={-—+6+9-—-6}=-—+9-=>= = = —

3 2 3 2 6 6 6
Entonces

11
A3 = —

6

Calculemos Az
Como f (x) >0 entre x=-2y x=1

A, se obtiene como :

A, =j1f (x) dx:j1 [—xz—x+2] dx =
- -2

2

=(—£x3—£x2+2x)|1 =
3 2 -2
1 1 1 1
={-=.13_.=-.12 2-1-(-—- -2)3- =L (-2)%42 -2) =
(-Tov-zov. S (2) -2 (-2)Pez e (-2) )}
1 1 1 1
=f[-=_Zi2_|-=.(-8)-=.4-4]|)=
{3 2+ (3 ( ) 2 ]}
1 1 8
={-—=-—+2-(—-2-4 =
{ 3 2+ (3 )}
1 1 8
= _—— 2— ——6 =
{ 3 2+ (3 J}
1 1 8
={-=_Z4s2-—-3+6)=
{ 3 2+ 3+}
1 1 8 8 -2-3-16+48 -21+48 27 9
= _- - - 4 = = = =—-—= -
3 2 3 6 6 6 2
Entonces :
9
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Calculemos A3
Como f (x) <0 entre x=1y x=3

A3z se obtiene como :

=j3— £ (%) dX=J3—[—x2—x+2] dx:js[x2+x—2] dx =
1 1 1

1 1 3
(—x3+—x2—2x]
3 2

1

1 1 1 1
{—-33+—-32-2-3-(—-13+—-12-2-1J}=

2
1
={9+—-6-—-—4+2}=
2 3 2
9 1 1 9 1 1 27-2-3+30 22 + 30 52
=9+——————4=—————+5= = = =—_-—=
2 3 2 2 3 2 6 6 6
Entonces :
26
Az = —
3
Por lo tanto
Area de la regién comprendidaentre f (x) = -x>-x+2 y elejex para -3s<x<3
11 9 26 11 +27 + 52 90
A=h; +B +A3= —4—+—= — = o 515
6 2 3 6 6
A=15
Ejl6 £)

Area de la regién comprendida entre

£(x) =x*+4x+2 y g(x)=-2x>+7x+8 para -2<x<6

puntosde £ (x) = x?+4x +2

si x=0 = 02+4-0+2=2 = (0, 2) € graf (f)

six=-2 = (-2)%+4(-2)+2=4-8+2=-2 = (-2,-2) egraf (f)
six=6 = 62+4-6+2=36+24+2=62 = (6, 62) € graf (f)
puntosf = {{0, 2}, {-2, -2}, {6, 62}}
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puntosdeg (x) = -2x?+7x+8
si x=0 = -2.02+7-0+8=8 = (0, 8) egraf (g)
six=-2 = -2-(-2)%+7.(-2)+8=-2-4-14+8=-14 = (-2, -14) € graf (q9)

si x

6 = -2.62+7-6+8=-72+42+8=-22 = (6, -22) e graf (9)

puntosg = {{0, 8}, {-2, -14}, {6, -22}}

puntos de intersecciénentref y g:

£(x) =x%x2+4x+2

g(x)=-2x>+7x+8

Determinemos los puntos de intersecciénentref y g

que seran aquellos endonde £ (x) = g (%)

f(x)=g(x) = x*+4x+2=-2x>+7x+8
3x°-3x%x-6=0 = 3(x*-x-2)=0

2

resolvamos la ecuacién cuadréatica x“-x-2 =0 paraobtener

las abscisas de los puntos de intersecciénentre £ y g:

X
2
~

I

I

I

2.a 2. (1) 2 2
1+3 1+3 4 1-3 -2
X1,2 = = X1 = ——=—=2 6 Xp = —— = — = -1
2 2 2 2 2
entonces X3 =2 6 x2=-1

por lo tanto las abscisas de los puntos de intersecciénentre £ y g:
son -1y2

Calculemos las ordenadas de los puntos de interseccién :
reemplazandox=-1y x=2enf (x) =x>+4x+2

£(-1) = (-1)*+4(-1) +2=1-4+2=-1 = P1= (-1, -1)

£(2) =2°+4-2+2=4+8+2=14 = Pz= (2, 14)

Hasta ahora sabemos que £ yg se cortanen

x=1y en x=2 peronospidencalcularel drea encerradapara -2<x<6

______ D | Y RS RS, g g

-1 2
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Graficode f (x) y g (x) paraver cudl es el area encerradaentref y g para -2<x<6

{fx) = X*+4x+2, g(x) = —2x°+7x+8 }
80 -

(]

Area de la regién comprendida entre

f(x)=x*+4x+2 y g(x) =-2x>+7x+8 para-2<x<6

estéd formada de tres dreasA; , Ay y A3

Calculemos A;
Como f (x) >g (x) entre x=-2 y x=-1

A; se obtiene como :

A1=J_1[f (x)—g(x)]dx=‘[_1[x2+4x+2_ (—2x2+7x+8)]dx=
-2 -2

=J-_1(x2+4x+2+2x2—7x—8)dx=
-2

-1 -1 -1 -1
f (3x2-3x-6)dx=3f xzdx—3j xdx-sf dx =
-2 -2 -2 -2

3
(x:"——x2 —6x)
2

-2

(1= (1) -6- (1) - ((-2°- 2 (-2) -6 (-2)]} -

3 3
= -1)-— .1 6 - -8) - — 4 12 =
((-1) - -1e6-((-8) -~ 4 412])

3 3 -3+14 11
={-1-=-+6+8+6-12}=-—4+7= = —

2 2 2 2
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Entonces :
11

A3 = —
2

Calculemos Az
Como g (x) > £ (x) entre x=-1y x=2

A se obtiene como :

A2=j2[g (x)—f(x)]dx=J2[—2x2+7x+8—(x2+4x+2)]dx=
-1 -1

=J2[—2x2+7x+8—x2—4x—2]&=
-1

=J2[—3x2+3x+6]&=
-1

usando los resultados hallados paraA; :

2

3
(—x3+—x2+6xJ
2

-1

{_23+§.22+s.2-(-(-1)3+§. (-1)%+6- (-1)]}

={—8+§-4+12—(1+§-6]}=

={-8+6+12-(3-5J}=

2
3 3 30-3 27
={10-=+5}=15-—= —— = —
2 2 2 2
Entonces :
27
Ay = —

Calculemos A3
Como f (x) >g (x) entre x=2 y x=6

A3z se obtiene como :

=j6[f (x)-g(x)]dx:js[x2+4x+2—(—2x2+7x+8)]dx=
2 2

=j6(x2+4x+2+2x2—7x—8)dx=
2

6 6 6 6
j (3x2—3x—6)dx=3jx2dx—3jxdx—6jdx=
2 2 2 2

6

(-

x? —6x)

N W N |Ww
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={216-2 .36 -36- 8-3- 4 -12 }:
2 2

{216-54 -36-(8-6 -12)} =

216-54 -36- (-10) =216-54 -36+10 =

Entonces :

A3z =136

Por lo tanto

Area de la regién comprendida entre

f£(x) =x?+4x+2 vy g(x) =-2x>+7x+8 para -2<x<6 es:

11 27 11+27+272 310
A=A; + A2 + A3 = —+ —+136= ——— = — =155
2 2 2 2

A =155
F bbb b o bbb o b ko b o kb ok h bk h kb b d kot
Ejercicio 17.- Calcular el area de la region limitada por
@ los graficos de f(.\'):\/;. g(x)=v5—x ylargé@ y=2.
b. los graficos de f(x)=+/10—x, g(.\‘):\/; y el eje. x.
@ el eje v, la curva _1':\/.\_‘ ylarecta y=~x+6.

16
d. lascurvas y=—. x=4, y=2x{

X

e. lascurvas y=

)3 > M

52

@ las curvas y za/x 2, “%=2x w10 yel gje x.

Ej17 a)
Area de la regién comprendida entre

f(x) =Vx-5 y g(x) =V5-x y larectay=2

Observemos que Dom (f) = [5, +®») y Dom (g) = (-o, 5]

Célculos paragraficar:
puntosde £ (x) = Vx-5 : Dom (£f) = [5, +oo)

six=5 = 5-5 =0 = (5, 0) e graf (f)
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six=6 = 46-5 =41 =1 = (6, 1) e graf (f)
six=9 = 9-5 =4 =2 = (9,2) e graf (f)

six=5 = 5-5 =0 = (5,0) e graf(g)
six=4 = 5-4 =V1 =1 = (4,1) e graf (g)
six=1 = 4/5-1 =44 =2 = (1,2) e graf (g

puntos de intersecciénentref y g:
f(x) =Vx-5
g (x) =V5-x

Determinemos los puntos de intersecciénentref y g

que seran aquellos endonde £ (x) = g (%)
f(x) =g(x) = Vx-5 =vV5-x elevamos al cuadrado ambos miembros
2 2
('\/x—5) =('\/5—x) =

= x-5=5-x (no ponemos médulo pues las raices cuadradas estéan definidas)

por lo tanto la abscisa del punto de intersecciénentre £ y g:

es 5
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Graficode f (x) y g (x) paraver cudl es el area encerradaentref y g ylarectay =2

{f(x) = x-5, g(x) =+/5-x }

—‘5‘“‘7““2““1‘0““1‘5

Nos faltaria determinar los puntos en donde tanto £ (x) como g (x) se cortancon larectay =2

f(x) =2 = Yx-5 =2 = elevando al cuadrado ambos miembros :

(\/ﬁ)2=22 = x-5=4 = x=9

f (x) secortacony =2enelpuntoQ = (9, 2)

Por suparteg (x) secortaconlarectay=2en:

g(x) =2 = V5-x =2 = elevando al cuadrado ambos miembros :

(‘\/5—x)2=22 = 5-x=4 = x=1

g (x) secortacony = 2enel puntoR = (1, 2)

| 93
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{f(x):w/x—S, g(x) =4/ 5-x }

4

Of= = = = == -—-———-

-5

Area de la regién comprendida entre

f(x) = Vx-5 y g(x) =V5-x ylarectay=2

esta formada de dos dreasA; y Az

Calculemos A; (si se considerah (x) = 2, habra que integrar h (x) - £ (x) )

Como 2>g (x) entre x=1y x=5

A; se obtiene como :

5 5
A1=j [h(x)—g(x)]dx=J [2— 5—x]dx=
1 1

5 5
=J 2dx—j V5-x dx = (*)
1 1

1
usamos sustitucién para resolver la integral indefinida J(S -x)2dx

j(S—x)z_dx

llamamos
u=5-x = du=u'dx=(—1)dx = -du=dx

sustituyendo :
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laotraintegralen () es sencilla de resolver:

jde:Zx

reemplazandoen (*):

5 5
j 2dx—j'\/5—x dx =
1 1

-2 -

{2-5+§- (5-5)2‘-(2-11»%- (5-1)2‘)}=

5

1

wIN

= {10+ = (o)z‘_(2+§- (4)§‘J}=

n
—
[y
o
|
—_—
N
+
~——
——
n

16 16 24-16 8
10-2-—=8-—= ——— = —
3 3 3 3

Entonces :

Calculemos A; (si se considerah (x) = 2, habra que integrar h (x) - £ (x) )
Como 2> f (x) entre x=5y x=9

A; se obtiene como :

A2=j9[2—f(x)]dx=j9[2—\/x—5]dx:
5 5

1

u=x-5 = du=-u dx=1dx = du-=dx

sustituyendo :
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la otra integral en (**) es sencillade resolver :

j2dx=2x

reemplazandoen (*%*) :

9 9
j 2dx—J"\/x—5 dx =
5 5

9

5

2 3
(2x—— (x—5)2]
3

2 3 2 3
={2.9-=.(9-5)z-|2.5-=.(5-5)z|}=
(2-9-2 - (9-5)i-(2:5-2 - (5-5)7))
2 3 3
={18——-(4)2—(10——-(0)2)}:
3
2 3
={1s_—.(«/T) - (10-0)} =
3
={18-3-(2)3-10}=
3
2
=8-—.8=
3
16 24-16 8
:8—_=—=_
3 3 3
Entonces
8
Ay = —
3

Por lo tanto

Area de la regién comprendida entre

f(x) =Vx-5 y g(x) =V5-x ylarectay=2es:

8 8 16
A=A; + Ay =—+—=—
3 3 3

16
A= —

3
Ej17 c)

Area de la regién comprendida entre

elejey, lacurvaf (x) =Vx y larectay=g (x) = -x+6



Observemos que Dom (£) = [0, +w)

Célculos paragraficar:
puntosde f (x) = Vx : Dom (£f) = [O, +oo)

si x=0 = Y0 =0

= (0, 0) e graf (f)
six=4 = <4 =2 = (4, 2) e graf (f)
six=9 = +9 =3 = (9, 3) e graf (f)

puntOSf= {{0, 0}, {4, 2}, {9, 3}}

puntosdeg (x) = -x+6 : Dom (g) = R
si x=0 = -0+6=6 = (0, 6) e graf (q)
six=6 = -6+6=0 = (6, 0) e graf (g)

puntosg = {{01 6}1 {61 0}}

£ (%)
g(x) =-x+6
Determinemos los puntos de intersecciénentref y g

que seran aquellos endonde f (x) = g (%)

Repaso Practica 6 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

f(x) =g(x) = Vx =-x+6 elevamos al cuadrado ambos miembros

(\/;)2=(—x+6)2 =

= x=x’-12x+36 (no ponemos médulo pues la raiz cuadrada ya esta definida)

= 0=x2-13x+36

resolvamos la ecuacién cuadratica x?>-13x+36 =0 :

-b+Vb?-4.a.c -(-13) i'\/(—13)2—4-1-36

13+ 169-144

X
o
~

I

I

X1,2 = = X1=———=—=9 6 X = —— =

entonces x1 =9 6 x2 =4

por lo tanto las abscisas de los puntos de intersecciénentre £ y g:

sonx=9 y x=4

=

13+V25

2

| 97
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Calculemos las ordenadas de los puntos de interseccién :
reemplazando x=9 en g (X) =-x+6

g(9)=-9+6=-3 = P1=(9,-3)

pero este punto Py no sirvepues £ (x) = '\/; >0

esta solucién espuria aparece por haber elevado al cuadrado para encontrar

losxtalque f (x) =g (x) yes la intersecciénde - Vx cong (x)

Veamos con la otra abscisa :
reemplazando x=4 en g (x) =-x+6

g(4) =-4+6=2 = P2=(4,2)

Graficode f (x) y g (x) paraver cudl es el area encerrada entre

elejey, lacurvaf (x) = Vx y larectay=g(x) =-x+6

{100=x 900 = x+6}

]

Aes elareade la regién comprendida entre
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elejey, lacurvaf (x) =Vx y larectay=g (x) =-x+6

Calculemos A

Como g (x) > f (x) entre x=0y x=4

A se obtiene como :

4 4
A=j [g(x)—f(x)]dx=f [-x+6-x]dx=
0 0

- [ (xeg)ax- [V ax-

Calculemos las integrales indefinidas J (—x + 6) dx y J"\/ x dx

j(—x+6)&=—£x2+6x
2

reemplazandoen (*):

[ (-xv6) axe [V ax-

1 2 2\ |4
(——x2+6x——x2)| =

2 3 0
3 1 2 2
=(-— 424+6-4- - 42]-(-— 02+6-0-=.02]| =
2 3 2 3
=(—8+24——-(\/4)3)-0=
3 2 2 32
=16- — (2) =16-—-8=16-—=—-16=—>0
3 3 3 3 3

Por lo tanto
Area de la regién comprendida entre

elejey, lacurvaf (x) =Vx y larectay=g (x) =-x+6 es:

32
A= —

3
Ej17 £)

Area de la regién comprendida entre

lascurvas y=Vx-2 , y=2x-10 y elejex
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llamemos :
£(x) =Vx-2 Dom (£) = [2, +oo)
g(x) =2x-10 Dom (g) =R

Calculos paragraficar :
puntosde £ (x) = m : Dom (f) = [2, +oo)
si x=2 = '\/ﬁ =0

six=3 = m = ’\/T =1
si x=6 = m = \/4_ =2

puntosf = {{2, 0}, {3, 1}, {6, 2}}

I

(2, 0) e graf (f)

I

(3, 1) e graf (f)

I

(6, 2) e graf (f)

puntosdeg (x) =2x-10 : Dom (g) =R
si x=0 = 2x-10=-10 = (0, -10) e graf (g)

six=5 = 2.5-10=0 = (5,0) € graf (g)

puntosg = {{0, -10}, {5, 0}}

puntos de intersecciénentref y g:

£f(x) =vVx-2
g(x) =2x-10

Determinemos los puntos de intersecciénentref y g

que seran aquellos endonde £ (x) = g (%)

f(x) =g((x) = x-2 =2x-10 elevamos al cuadrado ambos miembros
(Vx-2)" = (2x-10)* =

= x-2=4x%x%>-40x+100

(no ponemos médulo pues la raiz cuadrada estd definida parax 2 2)

= 0=4x%-41x+102

veamos si tiene solucién esta ecuacién cuadratica :

b’-4-a-c=(-41)>-4.4.102=1681-1632= 49 > 0 tiene 2 soluciones

resolvamos la ecuacién cuadratica 4x?-41x+102=0:

_bsVbZ_4-a.c -(-41) s~/ (-41)2-4.4.102 41:+/29

X12= = = 1

2-.a 2.4 8
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Calculemos las ordenadas de los puntos de interseccién :
reemplazando x=6 en g (x) =2x-10
g(6)=2-6-10=2 = Pi1=(6,2)

17
reemplazando x= — en g (x) =2x-10
4
17 17 17 17 -20 3 17 3
g[—)=2-——10=——10=—=—— = Pz=(—,-—)
4 4 2 2 2
pero este punto P> no sirvepues f (x) = Vx-2 20

esta solucién espuria aparece por haber elevado al cuadrado para encontrar

losxtalque f (x) =g (x) yes laintersecciénde - Vx-2 cong (x)

Graficode f (x) y g (x) paraver cudl es el drea encerrada entre
lascurvas £ (x) =Vx-2 , g (x)=2x-10 y elejex: larectay=0

| 101
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{f00=4/x-2, g(x) =2x-10, el eje x y=0 }

4_
1
]
]
1
:
gl f(x) :
X
r 2/
frJ
rJ
£/ 9w
]
M
0 = - L A
2 4 5 6 8
2k
4|
6L

Area de la regién comprendida entre

lascurvas f (x) =Vx-2 , g(x)=2x-10 y elejex:

estéd formada por dos dreas A; y Az

Calculemos A;

Como f (x) >0 entre x=2y x=5

A; se obtiene como :

5 5
A1=jf(x)dx=j‘\/x—2 dx = (%) :
2 2

usamos sustitucién para resolver la integral indefinida J(x -2)

j(x—Z):_dx

llamamos
u=x-2 = du=-u dx=1dx = du-=dx

sustituyendo :
L ES 2 3 2 3
-2)2dx = du = — = — -2
j(x ) 2 uz du 3 uz 3 (x )2

larectay=0

1
2

dx
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reemplazandoen (*):

f’mdx:

3|5
2

n
—
WIN WM Ww]|N
—
w
S—
N|w
I
—_——

N
—_
o
—

le

N —
—
n

]
—

Entonces :

A; =23
Calculemos Az
Como f (x) >g (x) entre x=5y x=6

A; se obtiene como :

6 6
A2=j (£ (x)—g(x)]dx=j [Vx-2 - (2x-10)] ax =
5 5

=j6Vx—2 dx—je(Zx—lo) dx = (%%)
5 5

1
usamos el resultado obtenido en el cdlculode A; parala integral indefinida | (x-5)2 dx

1 2 3
la integral indefinida j(x - 1) 2 dx = ; (x - 2) z

la otra integral en (**) es sencilla de resolver :

1
j(Zx—lO) dx=J2xdx—10 dx=2.-—-x%x*>-10x=x%>-10x
2

reemplazandoen (*%*) :
6

J:'\/ﬁdx—j (2x-10) dax =

5

6

5

(2 ( 2)3‘ 2410 ]
- (x- 2 =X + b 4
3

2 e 2 E
(—- (6-2)2‘-62+1o-6)-(—- (5-2)2‘-52+1o-5) =
3 3

2 3 2 3
(—- (4)2—36+60]—(—- (3)2-25+5o) =
3 3
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(3- (\/4_)3+24)-(3- (\/?)3+25] =

3 3

2. (2)3+24]-(§-3«/?+25] =

(
(2 -8+24]-(2«/?+25) -

3

16 16
— +24-243 -25=—-24/3 -1=
3 3

16-6V3 -3 13-6V3 13
'\/_ = = —2'\/? > 0

3 3 3

Entonces :
13
A= —-2v3

Por lo tanto

Area de la regién comprendida entre

lascurvas £ (x) =Vx-2 , g(x)=2x-10 y elejex: larectay=0

13 13
A=A +A; =243 +—-243 = —
3 3
13
A= —
3
bttt -ttt —F—t—F—F—F—b—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F

3
Ejercicio 18.- Sabiendo que el area de la region sombreada vale 10, calcular J g(x)dx .
0

Observemos del grafico que la recta horizontaly = 4 delimita por debajo el area encerrada
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Llamemos h (x) =y =4 a estarectahorizontal

El &rea de la regién sombreadaAes :

0 3
A=j [£ (x)—h(x)]dx+j [g (x) -h (x)] dx =
-2 0

0 3 0 0 3 3
=J [£ (x)—4]dx+f [g (x)—4]dx=J f(x)dx—f 4dx+jg(x)dx—f4dx=
-2 0 -2 -2 0 0
0 3 0 3
=J f(x)dx+fg(x)dx—j4dx—f4dx=
-2 0 -2 0

0 3 3
=J f(x)dx+fg(x)dx—j4dx= (%)
-2 0 -2

3
peroj 4 dx = drea del rectangulodebajode h (x) =y =4yelejexque tiene drea5x4 = 20
-2

Entonces : reemplazandoen (*)

0 3
A=J f(x)dx+jg(x)dx—20=10
-2 0

3 0
= jg(x)dx=10+20—j £ (x) dx
0 -2

0
Solo resta calcularj f (x) dx
-2

Como esta integral es el area entre f (x) yel ejex y esta formada por

un rectangulo de area 8 (base 2 entrex=-2yx=0yalturadentrey=0e y-= 4)

bxh
mas un tridngulo de area 4 (base 2yaltura4 , area triangulo = )

0
Entonces : J f(x)dx=8+4=12
-2

Reemplazando en

3 0
jg(x)dx=10+20—j £ (x) dx
0 -

2

3
jg(x)dx=10+20—12=18
0

Por lo tanto :

3
Jg(x)dx:lB
0

| 105
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T

area sombreada=10

A=

o
=
MJ

7 ' 3

area entre g(x) |y el eje x = 18

También se puede pensar asi :

El 4rea sombreadaes 10

El Area del rectangulodebajodey =4 yelejex entre -2y 3 es 20
El &rea total encerradaentre fygyel ejexes 30

Se calcula £ (x) apartirde lospuntosP= (-2, 4) y 0= (0, 8)

0
Secalculajo £ (x) dx=J0 (2x+8) ax = (x*+8x) =12
-2

-2

-2

3 0
Entonces f g (x) dx = Area total - j f (x) dx=30-12 =18
0 -2

Calculo auxiliar:

Observemos que £ (x) es lineal y pasa por los puntos P = (—2 , 4) y Q= (0 , 8)

Qes el puntoenel que £ (x) corta al eje y entonces 8 es 1la ordenada al origende £ (x)
Es decir:

f(x) =mx+b tiene b=8 = f (x) =mx+8

faltadeterminarm:

como f (-2) = 4 reemplazandoenf (x) =mx+8 seobtiene m:
£(-2)=m(-2)+8=4 = -2m=4-8 = -2m=-4 = m=2

Luego f (x) =2x+8

0
Conesta f (x) calculemos ahora la integral j f (x) dx :
-2

jof(x)&=Jo (2x+8)dx=j02x&+J08dx= (x2+8x)
_ _2 _ _

2 2 2

0

-2

= (02+8-0)—((—2)2+8- (-2)) -0- (4-16) = - (-12) = 12
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Resolver Ejercicios Surtidos Practica 6 :

t—t—t -ttt -ttt -ttt —Ft—F—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+—+

PRACTICA 6

EJERCICIOS SURTIDOS

Ejercicio 1.- Calcular el drea de la regién encerrada entre las curvas y=+/x+9, y =2
v el eje ».

Ej Surtl

Area de la regién comprendida entre

elejey, lacurvaf (x) = Vx+9 y larectahorizontal y=g (x) =2

Observemos que Dom (f) = [-9, +o)

Calculos paragraficar :

puntosde £ (x) = Vx+9 : Dom (f) = [-9, +oo)

six=-9 = -9+9 =0 = (-9,0) e graf (f)
six=-5 = +-5+9 =4 =2 = (-5,2) e graf (f)
six=0 = 40+9 =49 =3 = (0,3) e graf (f)

puntOSf= {{-9, 0}, {-5, 2}, {0, 3}}
puntosdeg (x) =2 : Dom (g) = R
si x=-9 = (—9, 2) € graf (qg)

six=-5 = (—5, 2) € graf (g)

I

si x (0, 2) € graf (qg)

puntosg = {{-9, 2}, {-5, 2}, {0, 2}}

puntos de intersecciénentref y g:

£f(x) =Vx+9

g(x) =2

Determinemos los puntos de intersecciénentref y g
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que seran aquellos endonde £ (x) = g (%)
f(x) =g((x) = m =2 elevamos al cuadrado ambos miembros
('\/m)2 =22 =
= x+9=4 ( no ponemos médulo pues la raiz cuadrada ya estéd definida para [-9, +oo) )
= x=4-9=-5
por lo tanto la abscisa del punto de intersecciénentre £ y g:

es x=-5

Calculemos la ordenada de punto de interseccién :

reemplazando x=-5 en f (x) = Vx+9

g(-5) =V-5+9 =44 =2 = P=(-5,2)

Hasta ahora sabemos que (x) = Vx+9 y g (x) =2 secortanen

Graficode f (x) y g (x) paraver cudl es el drea encerrada entre

elejey, lacurvaf (x) = Vx+9 y larectahorizontal y=g (x) =2

{10=4x+9, g =2, elejey}

4
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Aes el drea de la regién comprendida entre

elejey, lacurvaf (x) = Vx+9 y larectahorizontal y=g (x) =2

Aestd formadaporA; yA; talque A =A3A; +A;

Calculemos A;

Como g (x) > £f (x) entre x=-9y x=-5

A; se obtiene como :

-5 -5
A1=j [g(x)—f(x)]dx=j [2-Vx+9]ax-=
-9 _9

-5 -5
=J 2dx—f Vx+9 dx = (%)
-9 -9

Calculemos las integrales indefinidas J 2dx y J\/ x+9 dx
la primera es sencilla: j2 dx =2 jdx =2x

Para la segunda integral : J"\l x+9 dx wusamos sustitucién

llamamosu=x+9 = du=u dx=1.-dx = du-=dx

sustituyendo :

reemplazandoen (*):

-5 -5 -5 3|5
=J 2dx—j x+9 dx=2x ——(x+9)2_ =
-9 -9 -9 3 -9
2 EAN
= 2 -— 92 =
(x 3(x+)]-9
2 3 2 3
=|2-(-5)-—-(-5+9)2|-12-(-9)-—-(-9+9)2] =
(252 (-549)) - (2 (-9) - 2 (-9+9)]

2 3
-10 ——-(4)2_—(—18—
(-10) -

wIN

2 3
=-10- — . 4) -(-18-0) =
2 (VE)- (-18-0)
2 3
=-10-—. (2 18 =
2 (2)°
2 16 -16 +24 8
=-—.8+8=-—4+8= =— >0
3 3 3 3

Entonces :
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Calculemos A,

Como f (x) >g (x) entre x=-5y x=0

A, se obtiene como :

0 0
A2=j[f(x)-g(x)]dx=J[Vx+9—2]u=
_5 _5

0 0
=J“Vx+9dx—j 2dx =
-5

-5

usamos los resultados obtenidos en el cdlculode A;

de las integrales indefinidas J\/ x+9 dx y JZ dx

j x+9 dx =
jde:Zx

3
2

(x+9)

wIN

reemplazando en

0 0 2 310 0
=ij+9dx—j 2dx=—(x+9)z_ -2x =
-5 -5 3 -5 -5
2 3 0
=[=. 9)z -2 =
5 ooz )|
2 3 2 3
= — 0+9)2-2.0 - [—. (-5 9‘_2.(_5))=
~ - (049): (- (-5+9)3
_2 (9)2‘_0-(—-(4)2+10]=
3
2 3 2 3
== (Vo) -(—.(«/4_) +1o)=
3 3
2 2
== 33-[— 2)3 10):
SO ENOM
2 2
= - 27—(—-8+10]=
3 3
16 24-16 8
=18 - —-10=8- — =z ———=— >0
3 3 3 3
Entonces
8
Ay = —
3

Por lo tanto
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Area de la regién comprendida entre

elejey, lacurvaf (x) = Vx+9 y larectahorizontal y=g (x) =2 es:

8 8 16
A=A +Ay = —+ — = —
3 3 3
16
A= —
3

D ek ek e e e e kT Ik Tk T T T S e A e A e R A . ol k. ok T Tt TSP AP A A AT
s ; L Vo 3
Ejercicio 3.- Calcular el area de la region limitada por los graficos de f(x)=—,

gx)=x+1ly Wzx)=x-1.

Ej Surt3

Areade la regién limitada por los graficos de

f(x):E , g(x)=x+1 y h(x)=x-1
x

Observemos que Dom (f) =R - {0} , Dom (g) =R = Dom (h)

1
f (%) es una hipérboladel tipo —

X
f (x) tiene:
AVenx =0
AHeny =0
Célculos paragraficar:
6
puntosde f (x) = —
X
6
six=1 = — =6 = (1, 6) € graf (f)
1
6
six=6 = —=1 = (6, 1) € graf (f)
6
6
six=-1 = —=-6 = (-1,-6) e graf (f)
-1

puntosdeg (x) =x+1
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0+1

I
I

si x (0, 1) € graf (g)

(-1, 0) e graf (g)

I

si x=-1 = -1+1

puntosdeh (x) =x-1
six=0 = 0-1=-1 = (0, -1) e graf (h)

1 = 1-1

n
o

six

= (1, 0) e graf (h)

puntosh = {{0, -1}, {1, 0}}

6
f(x) =—

X
g(x) =x+1

Determinemos los puntos de intersecciénentref y g
que seran aquellos endonde f (x) = g (%)

2 2

6
f(x)=g(x) = —=x+1 = 6=X“+x = 0=x‘+x-6

X

como b’2-4-a-c=1%2-4-1". (—6) =1+24=25>0 = tiene 2 raicesreales

resolvamos la ecuacién cuadratica x> +x-6=0:

b:vVbP-d4.a.c -1%/12-4-1.(-6) _1:4/25 -1:5

X1'2= = = =
2-a 2.1 2 2
-1+5 -1+5 4 -1-5 -6
X1,2 = = X1 = ———=—=2 le) Xpg= — = — =-3
2 2 2 2 2
entonces x1 =2 6 x2 = -3

= x=2y x=-3 sonlasabscisasde lospuntosde intersecciénentref y g

Calculemos las ordenadas de los puntos de intersecciénentref y g:

reemplazando x

6
2 en f (x) = —
x

6
reemplazando x=-3 en f (x) = —
x
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6
£ (-3) =—=-2 = Py= (-3, -2)
-3
Hasta ahora sabemos que (x) = — y g (x) =x+1 secortanen

Determinemos los puntos de intersecciénentref y h
que seran aquellos endonde £ (x) = h (x)

2 2

f(x)=h(x) = —=x-1 = 6=x“-x = 0=x“-x-6

X

como b2—4-a-c=(—1)2—4-1-(—6)=1+24=25>0 — tiene 2 raices reales

resolvamos la ecuacién cuadratica x> -x-6=0:

X1'2= = = =
2-a 2.1 2 2
1+5 1+5 1-5 -4
X1,2 = = X3=——=—=3 1) Xp= —— = —=-2
2 2 2 2 2
entonces x1 =3 6 x2 = -2

= x=3y x=-2 sonlasabscisasde lospuntosde intersecciénentref y h

Calculemos las ordenadas de los puntos de intersecciénentref y h:

reemplazando x

6
3 en f (x) = —
x

6
reemplazando x=-2 en f (x) = —
x
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Graficode f (x) , g (x), h (x) paraver laregién limitada por los graficosde

f(x):E , g(x)=x+1 y h(x)=x-1
x

{f(x): Cg(x) = x+1, h(x)=x—1}

x | o

10

Aes el dreade la regién limitada por los graficos de

f (x) = , g(x)=x+1 y h(x)=x-1

X | o

Aestd formadaporA;, A; y Az talque A =A; +A; +A;3

Calculemos A;

Como g (x) > f (x) entre x=-3 y x=-2
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A; se obtiene como :

_2 5 6
A1=f [9(X)—f(x)1dx=j [x+1——de=
- -3

3 X

=£x2+x—61n{x| _2=

2 -3

-2 (-2)P e (-2) -61n | (-2)| - (2 (-3)+ (-3) -61n | (-3) | -
=%-4—2—61n(2)—(—-9—3—61n(3)]=
=0—61n(2)—[§—3—61n(3))=
=—61n(2)—§+3+61n(3)=
=—61n(2)—§+61n(3)=
=6(ln(3)—ln(2))—§=

= 61n (S] -S > 0 (aprox. 0.9327)
Entonces

3y 3

A1=61n(;]—;

Calculemos A,

Como g (x) >h (x) entre x=-2y x=2

A, se obtiene como :

2 2
A2=j [g(x)—h(x)]dx:j [x+1-(x-1)]dx=
-2 -2

2
=J2 [2]dx=2x| =2-.2-(2-(-2))=4+4=38
-2 -2

Entonces :

Calculemos As

Como f (x) >h (x) entre x=2 y x=3

A3z se obtiene como :
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3 3 /6
=j [£ (x)—h(x)]dx:f (——(x—l))dx:
2 2 X
6

NGRS

1 3
=61n {x}-—x%+x| =
2 2
1 1
=61n|3}——-32+3—(61n|2}——-22+2)=
2 2
1 1
=61n(3)-=.9+3-(61n(2)-=.4+2]| =
n(3)->-9+3-(61n(2) -~ a2
9
=61n(3)—;+3—61n(2)+2—2=
9
=61n(3)—;+3—61n(2)+0=
9
=61n(3)—61n(2)—;+3=
3
=61n(3)—61n(2)-;=
3
=6(ln(3)—ln(2))—;=
= >0 (aprox. 0.9327)

Entonces :

3
A3z = 61ln [—]—
2

N W

Por lo tanto

Area de la regién limitada por los graficos de

f(x):g, g(x) =x+1 y h(x)=x-1 es:
X

3 3 3 3
A=A; +A2+A3 =61n (—)——+8+61n (—)——:
2 2 2 2

3 3
=8+121n(—)—3= 5+121n(—) (aprox. 9.865)
2 2

3
A=5+121n (;)

t—dt—d—d -ttt -ttt -t —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+

Ejercicio 5.- Calcular el area de la region que encierran el graficode f(x)=+x-3:1a

recta tangente al mismo en (7, f(7)) yeleje x.
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Ej Surt5
Area de la regién que encierranel graficode £ (x) = Vx-3 , surectatangenteenel punto
(7, £(7)) y elejex

Recordemos la ecuacién de la recta tangente a £ (x) en (%o, £ (x0))

y=£ (x0) (x-%0) +£ (xo0)
Para obtenerlanecesitamos £ (7) y £ (7)

Calculemos £' (x)

£' (x)=[ x—3]‘=[(x—3):_] =§(x—3): =§(x—3)_:_=§

' 1
Entonces £ (7)) = —+ ——— = — . — = — . — = —

Calculemos £ (7) =V7-3 =+V4 =2

La ecuacién de la recta tangentea £ (x) en (7 , 2) es :

y=£ (%) (Xx-%0) +£ (x) = y=£ (7) (x-7)+£(7) =
1 1 7 1 1
= y=—(x-7)+2=—X-—+2=—X+—
4 4 4 4
Entonces :

1
y=—XxX+—

[

El 4rea de la regién encerrada que nos piden calcular es entre
1
el graficode £ (x) =Vx-3 ,y= —x+— y elejex
4 4

Calculos paragraficar :
puntosde f (x) = m
six=3 = V3-3=40=0 = (3,0) e graf (f)
six=4 = V4-3=41:=1 = (4,1) e graf (f)
six=7 = V7-3=v4=2 = (7,2) e graf (f)

puntOSf= {{3, 0}, {4, 1}, {7, 2}}
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1 1
Llamemos g (x) =y = — X+ —
4 4
1 1
puntosdeg (x) = —x+ —
4 4
si x=0 =

= (3,0) e graf (f)

six=-1 =

N

=0 = (-1,0) e graf (f)

. - =z 1
Determinemos los puntos de intersecciénentre f (x) = Vx-3 y g (x) = —x+
4

|-

que seran aquellos endonde £ (x) = g (%)

1 1
f(x) =g (x) = Vx-3 = —x+— elevamos al cuadrado ambos miembros
4 4

2 1 1 (1]2
X +2.-—x.- —+ |- =
4 4 4

( no ponemos médulo pues la raiz cuadrada ya estéd definida para [3, + oo) )

1 1 1
= x-3=—x%4+—x4+— multiplicando por 16 en ambos miembros

16 8 16

= 16x-48=x?+2x+1 = x® +2x+1-16x+48=0 =

= x?-14x +49=0

veamos si tiene raices reales :

b2-4-a-c=(-14)°-4.1.49=-196-196 =0 laecuaciéncuadratica tienel solucién

resolvamos la ecuacién cuadratica x?-14x +49 =10 :

bsVbZ-4-a.c -(-14) %~/ (-14)2-4-1.49 14:+/196-196 140

x1,2= = = =
2-a 2-1 2 2

14
X1,2=— = X1=7=X2

entonces X1 = X2 = 7

por lo tanto la abscisa del punto de intersecciénentre £ y g:
es x=17

Calculemos la ordenada de punto de interseccién :

reemplazando x=7 en f (x) = Vx-3
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£(7) =V7-3 =44 =2 = P=(7,2)

1 1
Hasta ahora sabemos que (x) =Vx-3 y g (x) = —x+ — secortanen
4 4

Graficode la regién comprendida entre el grafico de

1 1
el graficode f (x) =Vx-3 ,g(x) = —x+— y elejex
4 4

{f(x): \/x—3, g(x)=1—x+ 1— el ejex}

4 4

(7,2) /

Aq

S IR

Aestd formadaporA; yA; talque A =A; +Az

Calculemos A;

Como g (x) >0 entre x=-1y x=3

A; se obtiene como :
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3 3 71 1 3 1 3 1
A1=jg(x)dx=j (—x+—)dx=j —xdx+J —dx =
-1 -1 \4 4 -1 4 -1 4

Entonces :

A; =2

Observen que A; es el drea del tridngulo rectdngulode baseentrex =-1y x=3

esdecirbase =4 y alturaentrey =0 e y=1 esdecir altura=1

base xaltura 4 x1
entonces A; = = =2

Calculemos A,

Como g (x) > f (x) entre x=3y x=7

A se obtiene como :

g 7 1 1
A2=j [g(x)-f(x)]dx=J [ZX+Z—Vx—3]dx=
3 3

=J7 (£x+i]dx—J7VX—3 dx = (*)
3 3

4 4

usamos los resultados obtenidos en el cdlculodeA;

1 1
de las integrales indefinidas J(— X+ —) dx y calculemos J Vx-3 dx

4 4
1 1 1, 1
j(—x+—]dx=—x +— X
4 4

jmdx=

por sustitucién:
u=x-3 = du=u dx=1dx = du=dx

sustituyendo :

jm&:f(x—3)§dx=juz_du= -

3
2

Nw

u (x—3)

wIN
wIN
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entonces :
2 3
j\/x—B dx = — (x-3)%
3

reemplazandoen (*)

7(1 1 7 1 1 T2 3
=j (—x+—)dx—ij—3 dx:(—x2+—xJ| ——(x—3)z =

3 \4 4 3 8 4 3 3 3

1 1 2 3\ |7
=(—x2+—x——(x—3)2_) =

8 4 3 3

1 1 3 1 3
=(—-72+— 7-—-(7-3)2‘)-(—-32+—-3-— (3-3)?):

8 4 3 8 4 3

1 2 3 2 K
=(—-49+———-(4)2)—(—+——— (0)2]=

8 3 3

49 7 2 9 3
(BT v (220 -

8 4 3 8 4

49 7 2 9 3
(2533

8 4 3 8 4

49 7 2 9 3
=(—+-_—.s)____=

8 4 3 8 4

49 7 16 9 3 147+42-128-27-18 6 2 0
= T 4 T - - = - — = = = - >

8 4 3 8 4 24 24 3
Entonces :

2
Ay = —

3
Por lo tanto
Area de la regién comprendida entre el graficode £ (x) = Vx-3 ,

1 1
su recta tangentea f (x) en (7, £ (7) = 2) que llamamos g (x) = —x+ — y elejex
4 4

A=A; +A =2+

wIN
w | oo

8
A=—
3

t—t—t -ttt -ttt -ttt —Ft—F—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+—+
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Ejercicio 6.- Calcular .

ol

c. !(2 + x4 +5x7 )a’,\'
J xcos(3x+1)dx

2 S & i 0
J~ 3cos(In(x +2)) &
x+2

i. j x> (3x + In(x))dx

k. J 3sen(5+e*)e*dx

m. _f(\/ Sy 4™ )dx

Ej Surt 6

Calcular:

Ej Surt 6 a)
[(3 2

3x

b (P34
P

d. j (xcos(x? +6)+sen(x) ) dx
@ j (Bx—1)e*dx
h. j 5/cos(3x +2) sen(3x + 2)dx
j (x+5)x 5 dx

1. J ! —dx
(x=3)(In2x—6))’

@ J(.\*ze_"j +.\'1)dx

jil?dmjln (x) dx=fx§‘dx+£J1n (x) = ax =
3x 3 b4

1
calculemos J-ln (x) — dx por sustitucién:

X
llamamos :
' 1 1
u=ln(x) = du=u dx=—dx = du=—dx
X x
sustituyendo :
1 1, 1 2
jln(x)—dx: udu=—u’ = — (1In (x))
x 2 2

reemplazandoen (*):

1 1, 1 1 + 1 1
= X3 +—J-ln(x)—dx_— X3+ — - —
§+1 3 X § 3 2
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w

+ 1 2 3 3/, 1 2
=—x3+— (ln(x))“+C=— x° + —1n“ (x) +C
2 6

'
('

Por lo tanto :

3 1n (x) 3 4 1 2
J(\lx +—)dx=— X + —1ln“ (x) +C
3x 4 6

Verificacién:

3 1
laderivadade — \3/ x* + =1n? (x) +C
4 6

1n (x
debe dar el integrando \/3 X + #
3x

Veamos :
[2 '\Vx‘1 +£ln2 (x)+C]' = [3 '\3/x‘1 ]'+[£ln2 (x)+C]'+[C]' =
4 6 4 6

1A= ]+ L1an? ) +c] vo -
4 6

3 4 3 4 4, 1
=—[x3] +—-2.-1In(x) -—=—-—%x3 +—1n (x) - — =
4 b4 4 3 b4
1 3 1
=x3+1ln(x) - — =Vx + n (x) , Ok
b4 3x
Ej Surt 6 e)

J-xcos (3x+1) dx =

Observen que en el numerador del integrando esta x pero no esta algo del tipo x?

como para usar sustitucién:
esto da una pista para usar método de integracién por Partes

La idea de Partes es que la nueva integral a resolver seamas sencilla que la original y eso

se puede lograr porque en la nueva integral a resolver va a aparecer laderivadadexquees 1

escribamos la férmula del método :

J‘u-v'dx=u‘v—J‘u'-vdx

llamemos :

u=x = u =1
v'=cos(3x+1) = v=Jv'dx=jcos(3x+1)dx (%)

cdlculo auxiliar para obtenerv:
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por sustitucién :

. 1
m=3x+1 = dm=m dx=3dx = —dm = dx
3

sustituyendo :
1 1 1 1

jcos (3x+ 1) dx = Jcos (m) —dm = —Jcos (m) dm = — sen (m) = — sen (3x+1)
3 3 3 3

entonces reemplazando en (*)

v=jcos(3x+1) =£sen(3x+1)
3

volviendo a partes teniamos :

ju-v’dx:u-v—ju'-vdx

con

u=x = u =1

v' = cos (3x+1) = v=jv'dx=jcos (3x+1)dx= isen (3x+1)
3

reemplazando en la f6rmula de partes :

1 1
.J-x-cos (3x+1)dx=x- ;sen (3x+1) —jl- ;sen (3x+1) ax-=

1 1
=—xsen(3x+1)—gjsen(3x+1) dx = (*%)
3

para resolver jsen (3 X+ 1) dx suamos sustitucién como antes

. 1
m=3x+1 = dm=m dx=3dx = —dm = dx
3

sustituyendo :

1 1
jsen (3x+ 1) dx=jsen (m) gdm: gjsen (m) dm =

1 1 1
= — (-cos (m)) = -—cos (m) = - — cos (3x+1)
3 3

= — xsen (3x+1) -

= — xsen (3x+1) -

1 1
= — X sen (3x+1) +;cos (3x+1) +C
3



Por lo tanto :
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1 1
Jx-cos (3x+1) dx=§xsen (3x+1) +;cos (3x+1) +C

Verificacién :

1 1
laderivadade — xsen (3x+ 1) + — cos (3x+1) +C

3 9

debe dar el integrando xcos (3x+1)

Veamos :

[ixsen (3x+1) +£cos (3x+1) +C]' =
3 9

1

I
»
®
[]
=]

3

WK Wk Wk W

3

Ej Surt 6 £f)

j(Bx—l) e?*dx =

[ixsen (3x+1)]‘+ [%cos (3x+1)]'+ [C] =
(3x+1)]'+§[cos (3x+1)]'+0=
- [x] sen (3x+1) +§x[sen (3x+1)]‘+§- (—sen (3x+1)) -3 =

-1.sen (3x+1)+£xcos (3x+1) -3—£-sen (3x+1) =

3

sen (3x+1) +xcos (3x+1) —isen (3x+1) =

Observen que en el numerador del integrando esta 3 x pero no esta algo del tipo kx?

como para usar sustitucién:

esto da una pista para usar método de integracién por Partes

La idea de Partes es que la nueva integral a resolver seamas sencilla que la original y eso

se puede lograr porque en la nueva integral a resolver va a aparecer la derivadade 3 x que es 3

escribamos la férmula del método :

J‘u-v'dx=u‘v—J‘u'-vdx

llamemos :

u=3x-1 = u =3

v' = e?* = V=Jv'u=je2xdx

(%)
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cédlculo auxiliar para obtenerv:

por sustitucién :
. 1
m=2x = dm=m dx=2dx = —dm = dx

sustituyendo :

entonces reemplazando en (*)

1
v=je2xdx= — 2%
2

volviendo a partes teniamos :

ju-v’dx:u-v—ju'-vdx

con

u=3x-1 = u =3
! 2x ! 2x 1 2x
v =e = v = v dx = e dx = —e
2
reemplazando en la f6rmula de partes :

J-(3x—1) e?*= (3x-1) - ie“-f& ie2x dx =

2 2

= 1 (3x—1) ez"—i‘[e2x dx =
2

2
. 2x 1 2x
usando el resultado calculado anteriormente [e“* = —e
2

tenemos :

1 3 1 1 3
== (3x-1)e?*-—. —e?*+C=— (3x-1)e®*- —e®*+C

2 2 2 2 4

1, 3 1, 5
== 3x-1)-=]+c= =~ 3x-=]+cC
2e [(3x-1) 2]+ 2e [3x 2]+

Por lo tanto :

1 5
J(3x—1) e2x=—e2x[3x——] +C
2 2

Verificacién:



_ 1, 5
laderivadade —e?*[3x-—]+C
2
debe dar el integrando (3 X - 1) e?x
Veamos :
5 .
[—e2x (3x——)+c] =
2
. 5 1 5. .
= [= 2] (3x——)+—e2x-[3x——] +[c1 =
2 2 2
1 ' 5 1
=—[e2x] -(3x——)+—e2x-3+0=
2 2 2
1 5 3
=—e2x-2-(3x——)+—e2x=
2 2 2
5 3
= e2* (3x——)+—e2x-
2 2
5 3
=e2x-(3x——+—]=e2x-(3x—1) , Ok
2 2

Ej Surt 6 n)

j(xz e™ 4 xz) dx

Separamos la suma en dos integrales indefinidas :

j(xz e™ 4 x2) dx = sz e dx+ sz dx = (%)

calculo auxiliar

la primera integral :
sz e dx = (xx)

por sustitucién

llamamos

3 ' 2 1 2
u=-x> = du=u dx=-3x*dx = -—du==x“dx

sustituyendo :

1 1
sze"‘zdx=je"‘3x2 dx = je“ (——) du = ——je“du:
3 3

1 1,
=-—e"+Ci=-—e* +C;

Calculemos la segunda integral indefinida :

Repaso Practica 6 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb
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Reemplazando estos resultados de la primera y segunda integralen (*):

j(xz e™ +x2) dx = sz e ™ dx+ sz dx = (%)

1

=-—e®iC1+—x3+Cr=-—e®i+=%%scC
3 3 3 3
Por lo tanto :
1 1
_x3 -
J(xzex +x2) dx=-—e* +—x3+C
3 3
Verificacién :
. 1 s 1 4
laderivadade -—e™* +—x°+C
3 3
2 _-x3 2

debe dar el integrando x“e™ +x

Veamos :

_i -x3 £ 3 C'=

[ e +3x+]

I R
3

2
= (— —) (—3x2) e™® 4 e2%1 =
3
=x?. e 4 g2%! , Ok

t—t—t -ttt -ttt -ttt —Ft—F—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+—+

Ejercicio 7.- Para la [uncion /(x) — Sxsen(x®), hallar una primitiva F(x) que verifique
FO)=1.

Ej Surt?

f (x) =5x sen (xz)

Hallarunaprimitivade f (x) que l1lamamos F (x) que verifique F (0) =1

Una primitivade £ (x) es laintegralde f (x) =

F (x) = ijsen (%?) ax = 5jsen (x?) xdx =
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por sustitucién :

llamamosu=x> = du=udx=2xdx = ~—du-=xdx
sustituyendo :

1 5
5 Jsen (xz) xdx =5 Jsen (u) ; du = ; Jsen (u) du =

5 5 5 2
= — (-cos (u)) +C=-—cos (u) +C=-—cos (x)+C
2 2 2

verifiquemos que estéd bien :

[—Ecos (x2)+C]' =—i (—sen (xz)) -2x+0=5xsen (xz) , Ok
2 2

5 2
Entonces F (x) = - — cos (x ) +C
2
Como F (0) = 1 evaluamos enx = 0 para obtener C:

—Ecos (0*)+c=1 =

|
—_
o
~
n

5 5
= ——cos(0)+C=1 = -—-1+C=1 = -—+C=1
2 2 2
5 7
= C=1+— = C=—
2 2

Por lo tanto :

laprimitivade f (x) que llamamosF (x) que verifica F (0) = les:

5 7
F (x) =- cos (x?) y

t—t—t -ttt -ttt -ttt —Ft—F—t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+—+

Ejercicio 8.- Hallar la funcion f* sabiendo que
3

a. f(@)=——6x y f(3)=100.

x—2

@ 7 —ﬁ v fO)=2.

Ej Surt 8 b)

Hallar la funcién £ (x) si se sabe que :

| 129
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£' (x)=; y £(1) =2

V3x+1

f (x) es laprimitivade £ (x)

Calculemos la integralde £ (x) :

1 1
£00 = [£ maxs [———ax= [(3xe1)7ax= (o)
V3x+1

calculemos la integral por sustitucién :
L

j(3 X+ 1) 2 dx

llamamos

, 1
u=3x+1 = du=u dx=3dx = —du=dx

3
sustituyendo :
1 1 1 1
j(3x+1)2dx= uz—du=—Ju2du=
1 1 1.1 1 1 =3 1 2 3 2 3
= — . ——u: +C=—-—u2+C=—-—-u2+C=—(3x+1)2
3 (_+1) 3 % 3.3 9

reemplazandoen (*):

1
£ (x) =jf' (%) dx=j—dx (*)
V3x+1

1]
—
w
X
+
=
N

1]

3
2

2
=— (3 1 (o}
9( X + ) +
Entonces :
2 3
f(x):—(3x+1)2_+C
9

Fh
—
[
~
n
© N
—
w
[
+
[
~

Por lo tanto :

+C
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f(x) = (3x+1)z_

+

© N
o |N

=§'\, (3x+1)3 +
£ (x) =§\/ (3x+1)3 +§

B R R R R R o o o e o o Y R R e R s

©IN



