Teorema de Bolzano,
corolario del teorema de Bolzano y aplicaciones
para ejercicio tipo 29 de Practica 2

Vamos a utilizar el resultado
que establece el Teorema de Bolzano,
sin tener que aprender la demostracién del teorema,
a nivel de Mate 51
Igualmente, para los interesados en irmas alla,
pueden seguir la
demostracion que aparece debajo del enunciado
y aprenderla que esta bueno
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Tedricas de Analisis Matematico (28) — Practica 4 — Continuidad

A
E Teorema de Bolzano. S1 - [a';b] — i es una funcion

continua, tal que f(a)<0 y f(#)>0 (o al revés) enfonces

existe ¢ € (a;b) tal que f(c)=0 . /\\ :

Demostracion : . /

Consideremos el conjunto

A

& = {:r ela.b]: f(x)<= 0} (en el grafico es el pintado de rojo).

Observemos que 4 esta acotado (4 [a;b])? A= (ae 4)
Entonces, existe el supremo 4 = ¢ , probaremos que f(¢)=0.

Para ello, descartamos las otras dos posibilidades.

Si fuera f(c)>0:

Entonces a <c =& . Porla conservacion del signo. f(x) >0 en (c— .o':c]

para algin & suficientemente chico. Luego, el conjunto 4 esta “a la
1zquerda” de ¢—4J  En ofras palabras, ¢—J es una cota superior
(menor que ¢) del conjunto 4. Pero esto contradice que ¢ es la menor de
las cotas superiores de 4.

Sifuera f(c)<0:

Entonces a<c<d. Por la conservacion del signo, jf(x)<0 en
[c;c+53, Por lo tanto el mtervalo (cc+8)c 4. Es decr, hay
elementos de 4 “a la derecha” de ¢. Pero, esto confradice que ¢ es cota
superior de 4.

Luego f(c)=0.

4 Elementos de 4

.g\-lc+§

v

gk
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Bolzano establece que si f es continua

en unintervalo cerrado [a, b], a < b,
y si cambia de signo, f(a) <0y f(b) > 0,
es decir pasa de ser negativa a positiva, o viceversa,
tiene que cruzar el eje x, y entonces en ese intervalo,
hay una raiz o cero de la funcion

o sea hay un x que lo llama c tal que f (c) =
0. (por lo menos un cero habra)
ces un Cero o raiz de f (x)

Una de las hipétesis del Teorema de
Bolzano es que se aplica a funciones continuas
en un intervalo cerrado[a, b], a y b nameros reales, a, b € R

Qué es una funcioéon continua?

Habria que utilizar el conceptode limite de una funcién, E
para definir una funcién continua,
pero para nosotros a nivel de Mate 51,

una funcién continua

es aquella para la que su Grafico

se puede dibujar "sin levantar el lapiz",
es decir no tiene "saltos ni agujeros"

Por ejemplo;
las funciones polinémicas son continuas en todo suDominio R

(las polinomicas son las funciones lineales, degrado 1,
las funciones cuadraticas de grado 2,
las cibicas de grado 3, las de grado 4 o cuartas,

las de grado n, n un numero natural)

funcién polinémica,
f(x) =ap+arx+ax?+azx>+asx?+ .... +a,x",
o, ai, az, asz, as, ..., €ER, neN

funcién lineal, f (x) =2x-1,

tiene el siguiente graficoy es continua
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Plot[2x-1, {x, -4, 4}]

funcién cuadratica, £ (x) = (x-1)2-3,

tiene el siguiente graficoy es continua

Plot[(x-1)?-3, {x, -4, 6}]

funcién cubica,

f(x) =2 (x+1) (x-2) (x-3) en forma factorizada y que se puede

escribir como funcién polinémica de grado 3 asi: f (x) =
2x3-8x%x2+2x+12

Expand[2 (x+1) (x—2) (x—3)]
12 +2x%x-8x%%+2x3

tiene el siguiente graficoy es continua
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Plot[2 x3-8x2+2x+12, {x, -3, 6}]

50 |-

La funciénmédulodex , £ (x) = |{x}, £: R> R, definida como :

Xx six=2>20
-Xx six<0

f(x):{

tiene el siguiente graficoy es continua

grafl = Plot[-x, {x, -4, 0}]

graf2 = Plot[x, {x, 0, 4}]
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Show[grafl, graf2, PlotRange -> {{-4, 4}, {-4, 4}}, AspectRatio » 1]

-4 -2 2 4

2L

4

Mirando el graficodemédulode x, f (x) = |x},
por eso decimos que el médulo de un

numero real es siempre positivo, |x| 2 0 siempre

Las funciones raiz enésima, £ (x) = x9,
q un numero racional, g€ Q,
también son continuas en todo suDominio

3, 2
Por ejemplo : £ (x) = X2 6 bienescritaasi, f (x) =x3

tiene el siguiente graficoy es continua



In[41]:=
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Plot[vx? , {x, -20, 20}]

‘ —‘;0 — - 10 — 20

Un ejemplo de funcién que pega un "salto" es
1 :

f (x) = —, quenoescontinuaen todoR
x

pero si en suDominioR - {0}

Plot[i, {x, -4, 4}]
X

Un ejemplo de funcién "partida" (con dominio partido),
Yy que pega un " salto " es :

x+1 six=>0
-X six<0

f(x)={

| 7
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Show[figl, fig2, PlotRange -» {{-4, 4}, {-5, 5}}1]

-4 -2 I 2 4

2k

Ok
Retomando Bolzano,

para obtener los conjuntos de positividad c* Yy
conjunto de negatividad C™ de una £ (x)

Como se usa en la practica?

La idea es tratar de factorizar la funcién,

es decir, escribirla como

producto de factores,

en vez de sumas de términos, porque asi es mas
facil calcular los ceros o raicesde f (x),

y porque en los intervalos

entre raices o ceros,

f (x) es "toda positiva" o es "toda negativa"

Este es el resultado inmediato

que se desprende del teorema de Bolzano

Sea unaf continua
y sean c|, c; dos ceros o raices consecutivas de f (x)

Entonces, en el intervalo (¢, ¢3), f(x) >06f(x) <0
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(f (x) tiene signo positivo en todo el intervalo (c, c3)

o f (x) tiene signo negativo en todo el intervalo (c|, ¢c;)

Veamos como se usa todo esto con un ejemplo,
del tipo de la practica 2, ejercicio 29

Procedimiento :

1) factorizar la funcién
(supongamos que es cubica y con 3 raices reales, c;, cz, cCs,

es decir escribirafcomof (x) =a (x-c1) (x-c¢c2) (x-cC3)

2) encontrar los ceros, cO = {c1, c2, c3}

3) ordenar los ceros en la recta de los
numeros reales (supongamos que c; < Cas < C3)

4) construir la tablita

X |(-oo,€c1)| €1 |(c1,€2)| Cc2 |(C2 c3)| €3 |(C3, +)
f(x) 0 0 0
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Ir completando la tablita : elegirunx=a, a€ (-», c1) ,
calcular f (a) yversif (a) <0 6 £(a) >0

Supongamos que la cuenta que hicimos de £ (a) dié £ (a) < O,
entonces poner un signo - debajode (-x, c;)

porque en todo ese intervalo £ (x) sera negativa

Luego tomarunx=b , b€ (c1, c3), calcular £ (b) yver si
f(b)<06 £f(b)>0.81idiéf (b) >0,
poner un signo + debajode (ci1, c3)

Idem tomarunx=c, c€ (ca, c3) yversif (c¢) <0 6 £ (c) > 0.
Si el calculodidé f (c) < 0, poner un signo - debajode (c;, c3)

Finalmente, tomarunx =d,
de (c3, +w) yversif (d) <06 £ (d) >0.
Si el calculodié £ (d) > 0, poner un signo + debajode (c3, +x)

La tablita, con las suposiciones de que las cuentas dieron
f(a) <0, £(b)>0, £(c) <0y £(d) >0, quedariaasi:

X |[(-oo,c1)| ct | (C1,C2)| €2 |(C2,€3)| Cc3 [(C3, +»)
f(x) - 0 + 0 - 0 +

La tablita indica que en cada intervalo:
fes negativa positiva negativa positiva

5) E1l conjunto de Ceros cO , el conjunto de positividad C*y
el conjunto de negatividad C™ de £ (x), seran:

CO

{cll C2y C3}

c* (cll Cz) U (c3l +(X))

C” = (-o, c1) U (c2, c3)
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Vean este ejemplo a continuacién. Creo
que la tablita que les armé arriba es mejor
que la que usd el que resolviéb el ejercicio 6 debajo,
aunque obviamente
se obtiene el mismo resultado usando una u otra

E Ejercicio 6. Hallar el conjunto de positividad de la funcién f(x)=x —x —2x_

Sohicion

La [unadn f(x) = 2* =17 =21 es continua.

Al sacar factor x comtn f(x)=x(x"—x—2) v resolver la cuadritica, obtenemos todas lo
de fix)=x{x+1)(x—2) queson x=0x=—1x=2.

El reorema de Bolzano nos asegura que: entre 2 ceros de la funcion ella se mantiene toda po:

toda negativa con lo que basta cstudiar ¢l signo de  f en los intervalos
(—2o:=1),(=10) (0:2) (24|
Como f(—2)=-2<0 entonces f <0 en el mtervalo(—or;—1) .

Como f{—D,S}:%} Oe=ntonces f >0 en el mtervalo (-1;0) .

Como f(l]=-2<0 entonces f < 0 en el intervalo(0;2) .

Como f(3)=17 > G entonces [ > (1 en el intervaln (7 +o0)

f(=2) Jf(=0.5) FD f3)
negativo positivo negztivo posifivo
Luego. el conjunto de positividad de [ 25 4= {x [fx)>= ﬂ} = (-L0} w (24+m).

Otro ejemplo :
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@ Ejercicio 8. Hallar en forma aproxmmada, con un decimal exacto. una solucion de la ecua

X 4+5x —2=0_

Solucion
Consideremos 1a fimeion f(x)=x" +5v" =2 _que es continia
Ademas f(0)=-2<0vy f(l)=14+5-2=4=0.

El tcorema de Bolzano ascgura que cxiste ¢ < (0:1) tal que f(c) =0 . Es decir, en el intervalo
tenemos una solncién de v +5v° —2=0 Fn consecnencia, la parte entera de < es 0 (porqu
entre 0 y 1). Para encontrar el primer decimal, estudiamos el signo de f(0.1); £(0,2).._ete.

f(0,8) v vemos en que intervalo cambia de signo. Haciendo esto se obtiene

JO.1) 0. 2) F10.3) JO.4 J(U.3)

negainvo | negativo | negativo | negativo | negativo

Usamos el teorema d= Bolzano en el ntervalo [{}; G: 0, ?] . En este intervalo, la funcién [ ps
negativo a positrvo. entonces existe un ¢ en ese intervalo tal que f(c)— 0. Por estar alli. ce

que c=0,6...

El teorema de Bolzano es un teorema de existencia. Vemos en este gjeniplo, que con sclo sabs
existe. tenemos una “receta” (algorimmo) que permite encontrar la solucién con lz precision
quiera.

Listo!



