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Resolución de ejercicios seleccionados - Práctica 3

Repaso para Final de Mate 51 - 1 er cuatrimestre de 2020

Qué hay que saber?

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-

Repaso Práctica 3 :

- Límite de funciones y asíntotas :

Estudiar teoría de los pdf' s :

limites_en _infinito.pdf

asintotas_horizontales.pdf

limites_puntuales.pdf

asintotas_verticales.pdf

ResolverEjercicios : 1, 2 d, 2 h, 2 j, 2 l, 2 p, 3 a, 3 b, 3 g, 3 j, 3 l,

4 a, 4 b, 4 f, 4 h, 5, 7 a, 7 b, 7 d, 7 f, 7 g, 8 a, 8 c, 9 a, 9 e, 9 f y 10

-----------------------------------------------------------------------------

Noción de límite

conceptual: si tengo la siguiente expresión : 4 x3, pensemos qué sucede cuando x  +∞ ?

Imaginen que x vale 1000.

x3 será 10003 = 1000 · 1000 · 1000 = 109, mil millones y por 4, dará 4000 millones.

Y si tomo un x más grande todavía, es claro que va a dar más grande aún, porque está al cubo.

Entonces para x  +∞, dará como resultado + ∞.

Esta idea del comportamiento de f (x) = 4 x3 en + ∞ se escribe así :

lim
x+∞

4 x3 = +∞

y se lee "el limite cuando x tiende a +∞ de 4x3 es +∞"

Pero que pasa si x  -∞ (si x tiende a - ∞) ?

como x es muy negativo y está elevado al cubo, el resultado será mucho más negativo, por el cubo.

Esta idea del comportamiento de f (x) = 4 x3 en - ∞ se escribe así :

lim
x-∞

4 x3 = -∞



y se lee "el limite cuando x tiende a -∞ de 4x3 es -∞"

representación gráfica

Plot4 x3, {x, -4, 4},
rango de representación

PlotRange  {{-4, 4}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  0.5
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Otro concepto : qué pasa si tengo un número en el numerador, pero el denominador es más grande?

Por ejemplo :
1

x

Si x = 1000,
1

x
da como resultado

1

1000
= 0.001 o sea 10-3 .

Y si x = 1 000000 = 1 millón = 106

1

x
dará

1

1 000 000
=

1

1 millón
= 0.000001 = 10-6

Es decir, que a medida que x sea cada vez más grande,

como está en el denominador, el cociente se va pareciendo más a 0.

En el limite, cuando x  +∞ f (x) tiende a 0  f (x)  0 

Esta idea del comportamiento de f (x) =
1

x
en + ∞ se escribe así :

lim
x+∞

1

x
= 0

Ah, pero entonces la recta horizontal y = 0 es asíntota horizontal. Ok, ver definición debajo
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representación gráfica

Plot
1

x
, {x, -10, 10},

rango de representación

PlotRange  {{-10, 10}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  0.75
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Idem para x negativos, piensen qué sucede si tomo x cada vez más negativos:

1

x
se irá aproximando a 0 , pero con valores negativos, cerca de 0 se aproxima por debajo del 0

1

-1000000
= -0.000001 = -10-6 , etc. etc., si tomamos valores más negativos

Definición Asíntota horizontal :

Si lim
x+∞

f (x) = b , b un número real, se dice que la recta horizontal y = b

es Asíntota horizontal de f (x) para x  +∞

Si lim
x-∞

f (x) = c , c un número real, se dice que la recta horizontal y = c

es Asíntota horizontal de f (x) para x  -∞

Los valores de f (x) se van aproximando cada vez más al valor b ("por arriba o por debajo de b")

y nunca vale b salvo en el límite cuando x tiende a + ∞

De manera similar, los valores de f (x) se van aproximando cada vez más al valor c

("por arriba o por debajo de c")

y nunca vale c salvo en el límite cuando x tiende a - ∞
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Puede suceder que

1. - f (x) tenga una asíntota horizaontal y = b cuando x  +∞

y otra asíntota horizontal y = c cuando x  -∞

ó 2. - que sea la misma y = b = c tanto para x  +∞ como para x  -∞,

o 3. - que tenga asíntota horizontal y = e sólo cuando x  +∞ y que para x  -∞

no tenga asíntota horizontal

o 4. - que tenga asíntota horizontal y = t sólo cuando x  -∞ y que para x  +∞

no tenga asíntota horizontal

o 5. - que no tenga asíntota horizontal ni para x  +∞ ni para x  -∞

Álgebra de Límites

Sean a, b números reales y f (x) y g (x) dos funciones.

1. - Si lim
x+∞

f (x) = a y lim
x+∞

g (x) = b ⟹ lim
x+∞

[f (x) ± g (x)] = a ± b

"si existe el límite de cada una de las funciones, el límite de una suma de funciones

es la suma de los límites de cada una de ellas. Idem con la resta"

2. - Si lim
x+∞

f (x) = a y lim
x+∞

g (x) = b ⟹ lim
x+∞

[f (x) · g (x)] = a · b

"si existe el límite de cada una de las funciones, el límite de un producto de funciones

es el producto de los límites de cada una de ellas"

3. - Si lim
x+∞

f (x) = a y lim
x+∞

g (x) = b b ≠ 0 ⟹ lim
x+∞


f (x)

g (x)
 =

a

b

"si existe el límite de cada una de las funciones, el límite de un cociente de funciones

es el cociente de los límites de cada una de ellas"

4. - Si lim
x+∞

f (x) = a y k es un número real ⟹ lim
x+∞

[k · f (x)] = k · lim
x+∞

f (x) = k · a

5. - Si lim
x+∞

f (x) = a y lim
x+∞

g (x) = b a > 0 ⟹ lim
x+∞

f (x)g (x) = ab

6. - si k es un número real lim
x+∞

k = k Ejemplo : lim
x+∞

5 = 5

7. - Si lim
x+∞

f (x) = a ⟹ lim
x+∞

f (x) = a

7. - Si lim
x+∞

f (x) = a y lim
x+∞

g (x) = ±∞ ⟹ lim
x+∞

[f (x) ± g (x)] = ±∞

8.1 - Si lim
x+∞

f (x) = a y lim
x+∞

g (x) = ±∞ ⟹ lim
x+∞

[f (x).g (x)] = ±∞ si a > 0

8.2 - Si lim
x+∞

f (x) = a y lim
x+∞

g (x) = ±∞ ⟹ lim
x+∞

[f (x).g (x)] = ∓∞ si a < 0

9.1 - Si lim
x+∞

f (x) = ±∞ y k es un número real, k ≠ 0 ⟹ lim
x+∞

[k · f (x)] = k · lim
x+∞

f (x) = ±∞

9.2 - Si lim
x+∞

f (x) = ±∞ y k es un número real, k ≠ 0 ⟹ lim
x+∞

[k / f (x)] = k  lim
x+∞

f (x) = 0

10. - Si lim
x+∞

f (x) = a y lim
x+∞

g (x) = ±∞ ⟹ lim
x+∞

[f (x) / g (x)] = 0 (∀ a ∈ )

Los demás casos de producto y división deben analizarse caso por caso

Los mismos resultados se aplican para cuando el límite se calcula para x  -∞

Regla para el cálculo de límites cuando x  ±∞
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Cuando se calcula el límite cuando x  ±∞ del cociente de f (x) con g (x)

con f y g funciones polinómicas conviene sacar factor común x elevado al máximo

exponente tanto en numerador como denominador

i) el numerador tiene un exponente en x mayor que en el denominador

f (x) = x3 + 2 x2 - x + 5

g (x) = x2 + 3 x - 4

Entonces

lim
x+∞

f (x)

g (x)
= lim

x+∞

x3 + 2 x2 - x + 5

2 x2 + 3 x - 4
= lim

x+∞

x3 1 + 2
x
- 1

x2
+ 5

x3


x2 2 + 3
x
- 4

x2


simplificando x3 con x2 ,
x3

x2
= x , es decir :

lim
x+∞

x 1 + 2
x
- 1

x2
+ 5

x3


2 + 3
x
- 4

x2


= lim
x+∞

x ·
1 + 2

x
- 1

x2
+ 5

x3


2 + 3
x
- 4

x2


 =

lim
x+∞

x · lim
x+∞


1 + 2

x
- 1

x2
+ 5

x3


2 + 3
x
- 4

x2


 = lim
x+∞

x ·
lim
x+∞

1 + 2
x
- 1

x2
+ 5

x3


lim
x+∞

2 + 3
x
- 4

x2


veamos si existen los límites del numerador y del denominador :

teniendo en cuenta que
2

x
 0 que

1

x2
 0 y que

5

x3
 0 cuando x  +∞

entonces en el numerador

lim
x+∞

1 +
2

x
-
1

x2
+
5

x3
= lim

x+∞
1 + lim

x+∞

2

x
- lim

x+∞

1

x2
+ lim

x+∞

5

x3
= 1 + 0 -0 +0 = 1

Idem en el denominador :
3

x
 0 y que

4

x2
 0 cuando x  +∞

lim
x+∞

2 +
3

x
-
4

x2
= lim

x+∞
2 + lim

x+∞

3

x
- lim

x+∞

4

x2
= 2 +0 -0 = 2

Entonces, juntando todo y como existen los límites del numerador y del

denominador

lim
x+∞

x3 + 2 x2 - x + 5

2 x2 + 3 x - 4
=. ... .. =

= lim
x+∞

x ·
lim
x+∞

1 + 2
x
- 1

x2
+ 5

x3


lim
x+∞

2 + 3
x
- 4

x2


=. .. = (+∞) ·
1

2
= +∞

ii) el numerador tiene un exponente en x igual que en el denominador

f (x) = 3 x2 - 2 x + 3

g (x) = -2 x2 + 3 x - 1

Entonces
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lim
x+∞

f (x)

g (x)
= lim

x+∞

3 x2 - 2 x + 3

-2 x2 + 3 x - 1
= lim

x+∞

x2 3 - 2
x
+ 3

x2


x2 -2 + 3
x
- 1

x2


simplificando x2 con x2 ,
x2

x2
= 1 , queda :

lim
x+∞

3 - 2
x
+ 3

x2


-2 + 3
x
- 1

x2


veamos si existen los límites del numerador y del denominador :

en el numerador y teniendo en cuenta que
2

x
 0 y que

3

x2
 0 cuando x  +∞

lim
x+∞

3 -
2

x
+
3

x2
= lim

x+∞
3 - lim

x+∞

2

x
+ lim

x+∞

3

x2
= 3 -0 +0 = 3

Idem en el denominador :
3

x
 0 y que

1

x2
 0 cuando x  +∞

lim
x+∞

-2 +
3

x
-
1

x2
= lim

x+∞
- 2 + lim

x+∞

3

x
- lim

x+∞

1

x2
= -2 +0 -0 = -2

Entonces, juntando todo y como existen los límites del numerador y del

denominador

lim
x+∞

3 x2 - 2 x + 3

-2 x2 + 3 x - 1
=. .... =

lim
x+∞

3 - 2
x
+ 3

x2


lim
x+∞

-2 + 3
x
- 1

x2

=

3

-2
= -

3

2

Cuando el numerador y el denominador tienen como máximo exponente de x el mismo grado

el resultado del límite cuando x  ±∞ es el cociente de los coeficientes que

acompañan a los exponentes de mayor e igual grado

iii) el numerador tiene un exponente en x menor que en el denominador

f (x) = -2 x + 7

g (x) = 5 x2 + 3 x - 1

Entonces

lim
x+∞

f (x)

g (x)
= lim

x+∞

-2 x + 7

5 x2 + 3 x - 1
= lim

x+∞

x -2 + 7
x


x2 5 + 3
x
- 1

x2


simplificando x con x2 , queda
1

x
:

lim
x+∞

-2 + 7
x


x 5 + 3
x
- 1

x2


= lim
x+∞


1

x
·

-2 + 7
x


5 + 3
x
- 1

x2



veamos si existen los límites de
1

x
y del numerador y del denominador del 2 do factor :

Por una parte lim
x+∞

1

x
= 0

En el numerador y teniendo en cuenta que
7

x
 0 cuando x  +∞
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lim
x+∞

-2 +
7

x
= lim

x+∞
-2 + lim

x+∞

7

x
= -2 + 0 = -2

Idem en el denominador : como
3

x
 0 y que

1

x2
 0 cuando x  +∞

lim
x+∞

5 +
3

x
-
1

x2
= lim

x+∞
5 + lim

x+∞

3

x
-lim
x+∞

1

x2
= 5 + 0 - 0 = 5

Entonces, juntando todo y como existen los límites de
1

x

y del numerador y del denominador del 2 do factor :

lim
x+∞

-2 x + 7

5 x2 + 3 x - 1
=. ... .. =

= lim
x+∞

1

x

-2 + 7
x


5 + 3
x
- 1

x2

= lim

x+∞

1

x
·

lim
x+∞

-2 + 7
x


lim
x+∞

5 + 3
x
- 1

x2

= 0 ·

-2

(5)
= 0

-------------------------------------------------------------------

Veamos ahora la resolución de algunos ejercicios
de la Práctica 3 hasta el Ej 5 inclusive
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-----------------------------------------------------------------

Ej 1 a cuando x es muy negativo, es decir, cuando x  -∞ f (x) o sea las imágenes se

aproximan al valor y = 3 pero nunca lo alcanzan. En el límite cuando x  -∞ podemos

suponer que f (x) será 3. Este resultado lo escribimos así :

lim
x-∞

f (x) = 3

Este resultado se ajusta a la definición que hemos dado de Asíntota horizontal:

cuando lim
x-∞

f (x) = 3 decimos que la recta horizontal

y = 3 es Asíntota horizontal de f (x) cuando x  -∞
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Cuando f (x) tiene una asíntota como y = 3 cuando x  -∞ suele decirse también que "f(x) tiende

asintóticamente al valor 3 cuando x-∞ "

Observación: f (x) tiende asintóticamente al valor 3 por debajo, esto quiere decir

que va tomando valores cada vez más cercanos a 3 cuando x va siendo cada vez más negativo

por ejemplo, 2.9999 ; 2.99999; 2.999999; 2.9999999; ... ....

en el límite cuando x  -∞ dará 3

Ahora veamos el comportamiento de f (x) para x muy positivos :

a partir del gráfico de f (x) vemos que se va aproximando al valor 1 "por arriba del 1"

En este caso escribimos :

lim
x+∞

f (x) = 1

Este resultado también se ajusta a la definición que hemos dado de Asíntota horizontal :

cuando lim
x+∞

f (x) = 1 decimos que la recta horizontal

y = 1 es Asíntota horizontal de f (x) cuando x  +∞ .

Cuando f (x) tiene una asíntota como y = 1 cuando x  +∞ suele decirse también que "f(x) tiende

asintóticamente al valor 1 cuando x+∞ "

Observación: f (x) tiende asintóticamente al valor 1 por arriba, esto quiere decir

que va tomando valores cada vez más cercanos a 1 cuando x va siendo cada vez más positivo

por ejemplo, 1.0001 ; 1.00001; 1.000001; 1.0000001; ... ....

en el límite cuando x  +∞ dará 1

Tip - dato importante :

Recuerden que una función lineal del tipo f (x) = y = b es una recta horizontal

que pasa por b en el eje y

Por ejemplo, y = 3

representación gráfica

Plot[3, {x, -10, 10}]

-10 -5 5 10

1

2

3

4

5

6

y que una recta vertical que no es función se escribe como x = a con a un valor en el eje x

Por ejemplo, x = -2
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gráfico

Graphics[
línea

Line[{{-2, -10}, {-2, 10}}],

rango de representación

PlotRange  {{-4, 2}, {-10, 10}},
ejes

Axes 
verd⋯
True,

cociente de aspecto

AspectRatio  1]

-4 -3 -2 -1 1 2

-10

-5

5

10

----------------------------------

Vamos más rápido ahora :

Ej 1 b los límites Existen cuando x  ±∞ se usa este símbolo ∃ y dan los siguientes valores :

lim
x+∞

f (x) = -2 entonces y = -2 es asíntota horizontal de f (x) cuando x  +∞

lim
x-∞

f (x) = -2 entonces y = -2 es asíntota horizontal de f (x) cuando x  -∞

----------------------------------

Ej 1 c En este caso los límites Existen cuando x  ±∞ (aunque uno de ellos de - ∞)

y dan los siguientes valores :

lim
x+∞

f (x) = 2 entonces y = 2 es asíntota horizontal de f (x) cuando x  +∞

lim
x-∞

f (x) = -∞ entonces f (x) no tiene asíntota horizontal cuando x  -∞

----------------------------------

Ej 1 d En este caso los límites Existen cuando x  ±∞ (aunque uno de ellos de - ∞)

y dan los siguientes valores :

lim
x+∞

f (x) = -∞ entonces f (x) no tiene asíntota horizontal cuando x  +∞

lim
x-∞

f (x) = 1 entonces f (x) y = 1 es asíntota horizontal cuando x  -∞

----------------------------------

Ej 1 e En este caso los límites Existen cuando x  ±∞ (aunque los dos den + ∞)

y dan los siguientes valores :
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lim
x+∞

f (x) = +∞ entonces f (x) no tiene asíntota horizontal cuando x  +∞

lim
x-∞

f (x) = +∞ entonces f (x) no tiene asíntota horizontal cuando x  -∞

----------------------------------

Ej 1 f En este caso los límites NO Existen cuando x  ±∞ se usa este símbolo ∄
y se escribe de la siguiente manera :

lim
x+∞

f (x) = ∄

lim
x-∞

f (x) = ∄

Los límites no existen porque la función oscila indefinidamente tanto cuando

x  +∞ como cuando x  -∞

y no alcanza un valor constante ó + ∞ ó - ∞

+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

-------------------------------

Ej 2 d)

lim
x+∞

2

x3
= 0

Por la propiedad de Álgebra de límites, propiedad 10. -
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"10.- Si lim
x+∞

f(x)=a y lim
x+∞

g(x)=±∞ ⟹ lim
x+∞

[f(x)/g(x)]=0 (∀ a∈)"

lim
x+∞

2

x3
=

lim 2
x+∞

lim x3
x+∞

=
2

lim x3
x+∞

=
2

(+∞)
= 0

-------------------------------

Ej 2 h)

lim
x+∞

-7 x4 + 9 x2 + 100 = -∞

Acá usamos Álgebra de límites del producto luego de primero sacar factor común

el término con x al exponente más alto x4

-7 x4 + 9 x2 + 100 = x4 · -7 +
9

x2
+
100

x4

pues como ∃ los límites

lim
x+∞

x4 = +∞ y lim
x+∞

-7 +
9

x2
+
100

x4
=

lim
x+∞

(-7) + lim
x+∞

9

x2
+ lim

x+∞

100

x4
= -7 + 0 + 0 = -7

Entonces

lim
x+∞

-7 x4 + 9 x2 + 100 = lim
x+∞

x4 -7 +
9

x2
+
100

x4
=

⟹ lim
x+∞

x4 · lim
x+∞

-7 +
9

x2
+
100

x4
= +∞ · (-7) = -∞

-------------------------------

Ej 2 j)

lim
x+∞

-2 x5 + x3 - 3

x6 + 1
= 0

De nuevo, usamos Álgebra de límites del producto y del cociente

luego de primero sacar factor común el término con x al exponente

más alto x5 en el numerador y x6 en el denominador

-2 x5 + x3 - 3

x6 + 1
=
x5 · -2 + 1

x2
- 3

x5


x6 · 1 + 1
x6


simplificando
x5

x6
=
1

x
⟹ =

1

x
·
-2 + 1

x2
- 3

x5


1 + 1
x6


y luego como ∃ los límites

lim
x+∞

1

x
= 0 y lim

x+∞
-2 +

1

x2
-

3

x5
= -2 y lim

x+∞
1 +

1

x6
= 1

Entonces

lim
x+∞

-2 x5 + x3 - 3

x6 + 1
= lim

x+∞

x5 · -2 + 1
x2
- 3

x5


x6 · 1 + 1
x6


= lim
x+∞

1

x
·
-2 + 1

x2
- 3

x5


1 + 1
x6


=
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lim
x+∞

1

x
·
lim
x+∞

-2 + 1
x2
- 3

x5


lim
x+∞

1 + 1
x6


= 0 ·
-2

1
= 0

-------------------------------

Ej 2 l)

lim
x+∞

5 x3 + 6

6 x3 + x2 + 12 x
=
5

6

De nuevo, usamos Álgebra de límites del producto y del cociente

luego de primero sacar factor común el término con x al exponente

más alto x3 en el numerador y x3 en el denominador

5 x3 + 6

6 x3 + x2 + 12 x
=

x3 · 5 + 6
x3


x3 · 6 + 1
x
+ 12

x2


simplificando
x3

x3
= 1 ⟹ =

5 + 6
x3


6 + 1
x
+ 12

x2


y luego como ∃ los límites

lim
x+∞

5 +
6

x3
= 5 y lim

x+∞
6 +

1

x
+
12

x2
= 6

Entonces

lim
x+∞

5 x3 + 6

6 x3 + x2 + 12 x
= lim

x+∞

x3 · 5 + 6
x3


x3 · 6 + 1
x
+ 12

x2

= lim

x+∞

5 + 6
x3


6 + 1
x
+ 12

x2

=

lim
x+∞

5 + 6
x3


lim
x+∞

6 + 1
x
+ 12

x2

=
5

6

-------------------------------

Ej 2 p)

lim
x+∞

9 x2 - x + 1

-3 x2 + 7 x

5

x - 4
= 0

De nuevo, usamos Álgebra de límites del producto y del cociente

Para el 1 er factor, sacar factor común el término con x al exponente

más alto x2 en el numerador y x2 en el denominador

9 x2 - x + 1

-3 x2 + 7 x
=
x2 9 - 1

x
+ 1

x2


x2 -3 + 7
x


simplificando
x2

x2
= 1 ⟹ =

9 - 1
x
+ 1

x2


-3 + 7
x


y luego como ∃ los límites

lim
x+∞

9 x2 - x + 1

-3 x2 + 7 x
= lim

x+∞

x2 9 - 1
x
+ 1

x2


x2 -3 + 7
x


= lim
x+∞

9 - 1
x
+ 1

x2


-3 + 7
x


=
9

-3
= -3 y

lim
x+∞

5

x - 4
=

lim
x+∞

5

lim
x+∞

(x - 4)
=

5

(+∞)
= 0

Entonces

lim
x+∞

9 x2 - x + 1

-3 x2 + 7 x
·

5

x - 4
= lim

x+∞

x2 9 - 1
x
+ 1

x2


x2 -3 + 7
x


· lim
x+∞

5

x - 4
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lim
x+∞

9 - 1
x
+ 1

x2


lim
x+∞

-3 + 7
x


·
lim
x+∞

5

lim
x+∞

(x - 4)
=

9

-3
·

5

(+∞)
= -3 · 0 = 0

+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

-----------------------------------------------------------

Ej 3 a) Calcular :

lim
x-∞

4 x3 = +∞

Por la propiedad de Álgebra de límites, propiedad 9.1 -

"9.1- Si lim
x+∞

f(x)=±∞ , k un número real, k≠0 ⟹ lim
x+∞

[k·f(x)]= k·lim
x+∞

f(x)=±∞"

lim
x-∞

4 x3 = 4 · lim
x-∞

x3 = 4 · (-∞) = -∞

-------------------------------

Ej 3 b)

lim
x-∞

4

x
= 0

Como lim
x-∞

4 = 4 y lim
x-∞

x = -∞ existen, Por la propiedad de Álgebra de límites,

propiedad 9.2 - aplicada a x  -∞

"9.2- Si lim
x+∞

f(x)=±∞ y k es un número real, k≠0 ⟹ lim
x+∞

[k/f(x)]=k/ lim
x+∞

f(x)=0"

lim
x-∞

4

x
=
lim
x-∞

4

lim
x-∞

x
=

4

(-∞)
= 0

-------------------------------

Ej 3 g)

lim
x-∞

x2

-x2 + 2
= -1
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Conviene operar sacando factor común el término de x elevado a la

máxima potencia tanto en el numerador como en el denominador :

x2

-x2 + 2
=

x2

x2 -1 + 2
x2

=

1

-1 + 2
x2


Como lim
x-∞

1 = 1 y

lim
x-∞

-1 +
2

x2
= lim

x-∞
-1 + lim

x-∞

2

x2
= -1 + 0 = -1 existen,

Por la propiedades de Álgebra de límites, aplicadas a x  -∞

lim
x-∞

x2

-x2 + 2
= lim

x-∞

x2

x2 -1 + 2
x2

= lim

x-∞

1

-1 + 2
x2

=

=
lim
x-∞

1

lim
x-∞

-1 + 2
x2

=

1

-1
= -1

-------------------------------

Ej 3 j)

lim
x-∞

5

x - 3
+ 1 = 1

Por la propiedades de Álgebra de límites, aplicadas a x  -∞

"1.- Si lim
x+∞

f(x)=a y lim
x+∞

g(x)=b ⟹ lim
x+∞

[f(x)±g(x)]=a ± b"

Como lim
x-∞

5

x - 3
= 0 y lim

x-∞
1 = 1 existen,

lim
x-∞

5

x - 3
+ 1 = lim

x-∞

5

x - 3
+ lim

x-∞
1 = 0 + 1 = 1

-------------------------------

Ej 3 l)

lim
x-∞

8 x7 + x5 + 2

3 x4 - 1
= -∞

Conviene operar sacando factor común el término de x elevado a la

máxima potencia tanto en el numerador como en el denominador :

8 x7 + x5 + 2

3 x4 - 1
=
x7 8 + 1

x2
+ 2

x7


x4 3 - 1
x4


= x3 ·
8 + 1

x2
+ 2

x7


3 - 1
x4


Como lim
x-∞

x3 = -∞ y

lim
x-∞

8 +
1

x2
+

2

x7
= lim

x-∞
8 + lim

x-∞

1

x2
+ lim

x-∞

2

x7
= 8 + 0 + 0 = 8 y

lim
x-∞

3 -
1

x4
= lim

x-∞
3 - lim

x-∞

1

x4
= 3 - 0 = 3 existen,

Por la propiedades de Álgebra de límites, aplicadas a x  -∞
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lim
x-∞

8 x7 + x5 + 2

3 x4 - 1
= lim

x-∞

x7 8 + 1
x2
+ 2

x7


x4 3 - 1
x4


= lim
x-∞

x3 ·
8 + 1

x2
+ 2

x7


3 - 1
x4


 = lim
x-∞

x3 ·
lim
x-∞

8 + 1
x2
+ 2

x7


lim
x-∞

3 - 1
x4


= (-∞) ·
8

3
= -∞

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

-----------------------------------------

Ej 4 Recordemos la definición de

Asíntota horizontal :

Si lim
x+∞

f (x) = b , b un número real, se dice que la recta horizontal y = b

es Asíntota horizontal de f (x) para x  +∞

Si lim
x-∞

f (x) = c , c un número real, se dice que la recta horizontal y = c

es Asíntota horizontal de f (x) para x  -∞

Es claro entonces que para buscar AH asíntotas horizontales de f (x)

habrá que calcular los límites de f (x) cuando x  ±∞

-------------------------------

Ej 4 a)

f (x) =
2 x

x + 9
- 4

Calculemos lim
x+∞

2 x

x + 9
- 4 y lim

x-∞

2 x

x + 9
- 4

--------------------

Para buscar AH de f (x) cuando x  +∞ calculemos lim
x+∞

2 x

x + 9
- 4
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como existen lim
x+∞

2 x

x 1 + 9
x

= lim

x+∞

2

1 + 9
x

=

2

lim
x+∞

1 + 9
x

=
2

1
= 2

y lim
x+∞

4 = 4

Entonces aplicando propiedades del Álgebra de límites

lim
x+∞

2 x

x + 9
- 4 = lim

x+∞

2 x

x + 9
- lim

x+∞
4

= lim
x+∞

2 x

x 1 + 9
x

- lim

x+∞
4 = lim

x+∞

2

1 + 9
x

- lim

x+∞
4 =

=
2

lim
x+∞

1 + 9
x

- lim

x+∞
4 = 2 - 4 = -2

Por lo tanto, lim
x+∞

2 x

x + 9
- 4 = -2 entonces

la recta horizontal y = -2 es AH de f (x) cuando x  +∞

----------------------

Para buscar AH de f (x) cuando x  -∞ calculemos lim
x-∞

2 x

x + 9
- 4

como existen lim
x-∞

2 x

x 1 + 9
x

= lim

x-∞

2

1 + 9
x

=

2

lim
x-∞

1 + 9
x

=
2

1
= 2

y lim
x-∞

4 = 4

Entonces aplicando propiedades del Álgebra de límites

lim
x-∞

2 x

x + 9
- 4 = lim

x-∞

2 x

x + 9
- lim

x-∞
4

= lim
x-∞

2 x

x 1 + 9
x

- lim

x-∞
4 = lim

x+∞

2

1 + 9
x

- lim

x-∞
4 =

=
2

lim
x-∞

1 + 9
x

- lim

x-∞
4 = 2 - 4 = -2

Por lo tanto, lim
x-∞

2 x

x + 9
- 4 = -2 entonces

la recta horizontal y = -2 es AH de f (x) cuando x  -∞

ecuaciones de las AH de f (x) :

 si x  +∞ y = -2
si x  -∞ y = -2
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representación gráfica

Plot
2 x

x + 9
- 4, -2, {x, -60, 40},

rango de representación

PlotRange  {{-60, 40}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1

-60 -40 -20 20 40

-10

-5

5

10

-------------------------------

Ej 4 b)

f (x) =
3 x + 5

-x + 2

Calculemos lim
x+∞

3 x + 5

-x + 2
y lim

x-∞

3 x + 5

-x + 2

--------------------

Para buscar AH de f (x) cuando x  +∞ calculemos lim
x+∞

3 x + 5

-x + 2

Sacamos factor x en numerador y en denominador:

3 x + 5

-x + 2
=

x 3 + 5
x


x -1 + 2
x

=

3 + 5
x


-1 + 2
x


y como existen lim
x+∞

3 +
5

x
= lim

x+∞
3 + lim

x+∞

5

x
= 3 + 0 = 3

y lim
x+∞

-1 +
2

x
= lim

x+∞
-1 + lim

x+∞

2

x
= -1 + 0 = -1

Entonces aplicando propiedades del Álgebra de límites

lim
x+∞

3 x + 5

-x + 2
= lim

x+∞

x 3 + 5
x


x -1 + 2
x

= lim

x+∞

3 + 5
x


-1 + 2
x


=
lim
x+∞

3 + 5
x


lim
x+∞

-1 + 2
x

=

3

-1
= -3
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Por lo tanto, lim
x+∞

3 x + 5

-x + 2
= -3 entonces

la recta horizontal y = -3 es AH de f (x) cuando x  +∞

----------------------

Para buscar AH de f (x) cuando x  -∞ calculemos lim
x-∞

3 x + 5

-x + 2

Como el cálculo de límite visto cuando x  +∞ no depende de x, sino que da - 3

el límite cuando x  -∞ dará idéntico resultado

Por lo tanto, lim
x-∞

3 x + 5

-x + 2
= -3 entonces

la recta horizontal y = -3 es AH de f (x) cuando x  -∞

ecuaciones de las AH de f (x) :

 si x  +∞ y = -3
si x  -∞ y = -3

representación gráfica

Plot
3 x + 5

-x + 2
, -3, {x, -20, 20},

rango de representación

PlotRange  {{-20, 20}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1

-20 -10 10 20

-10

-5

5

10

-------------------------------

Ej 4 f)

f (x) =
x6 + 5 x5 + 3 x3

2 x3 + x + 1

Calculemos lim
x+∞

x6 + 5 x5 + 3 x3

2 x3 + x + 1
y lim

x-∞

x6 + 5 x5 + 3 x3

2 x3 + x + 1

--------------------

Para buscar AH de f (x) cuando x  +∞ calculemos lim
x+∞

x6 + 5 x5 + 3 x3

2 x3 + x + 1
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Sacamos factor común x6 en numerador y x3 en denominador :

x6 + 5 x5 + 3 x3

2 x3 + x + 1
=

x6 1 + 5
x
+ 3

x3


x3 2 + 1
x2
+ 1

x3

= x3 ·

1 + 5
x
+ 3

x3


2 + 1
x2
+ 1

x3


y como existen lim
x+∞

x3 = +∞ y

y lim
x+∞

1 +
5

x
+

3

x3
= lim

x+∞
1 + lim

x+∞

5

x
+ lim

x+∞

3

x3
= 1 + 0 + 0 = 1

y lim
x+∞

2 +
1

x2
+

1

x3
= lim

x+∞
2 + lim

x+∞

1

x2
+ lim

x+∞

1

x3
= 2 + 0 + 0 = 2

Entonces aplicando propiedades del Álgebra de límites

lim
x+∞

x6 + 5 x5 + 3 x3

2 x3 + x + 1
= lim

x+∞

x6 1 + 5
x
+ 3

x3


x3 2 + 1
x2
+ 1

x3

= lim

x+∞
x3 ·

1 + 5
x
+ 3

x3


2 + 1
x2
+ 1

x3


= lim
x+∞

x3 ·
lim
x+∞

1 + 5
x
+ 3

x3


lim
x+∞

2 + 1
x2
+ 1

x3

= (+∞) ·

1

2
= +∞

Por lo tanto, lim
x+∞

x6 + 5 x5 + 3 x3

2 x3 + x + 1
= +∞ entonces

f (x) NO TIENE AH cuando x  +∞

----------------------

Para buscar AH de f (x) cuando x  -∞ calculemos lim
x-∞

x6 + 5 x5 + 3 x3

2 x3 + x + 1

El cálculo es similar al visto cuando x  +∞ que ahora sí depende de x3

Por lo tanto, lim
x-∞

x6 + 5 x5 + 3 x3

2 x3 + x + 1
=. ..

= lim
x-∞

x3 ·
lim
x-∞

1 + 5
x
+ 3

x3


lim
x-∞

2 + 1
x2
+ 1

x3

= (-∞) ·

2

1
= -∞ entonces

f (x) NO TIENE AH cuando x  -∞

representación gráfica

Plot
x6 + 5 x5 + 3 x3

2 x3 + x + 1
, {x, -10, 6},

rango de representación

PlotRange  {{-10, 6}, {-100, 100}},
cociente de aspecto

AspectRatio  0.5

-10 -5 5

-100

-50

50

100

----------------------

Ej 4 h)
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f (x) =
3 x2 + 2 x - 1

6 x4 - x3 + 1

Calculemos lim
x+∞

3 x2 + 2 x - 1

6 x4 - x3 + 1
y lim

x-∞

3 x2 + 2 x - 1

6 x4 - x3 + 1

--------------------

Para buscar AH de f (x) cuando x  +∞ calculemos lim
x+∞

3 x2 + 2 x - 1

6 x4 - x3 + 1

Sacamos factor común x2 en numerador y x4 en denominador :

3 x2 + 2 x - 1

6 x4 - x3 + 1
=
x2 3 + 2

x
- 1

x2


x4 6 - 1
x
+ 1

x4

=

1

x2
·
3 + 2

x
- 1

x2


6 - 1
x
+ 1

x4


y como existen lim
x+∞

1

x2
= 0

lim
x+∞

3 +
2

x
-

1

x2
= lim

x+∞
3 + lim

x+∞

2

x
- lim

x+∞

1

x2
= 3 + 0 - 0 = 3

y lim
x+∞

6 -
1

x
+

1

x4
= lim

x+∞
6 - lim

x+∞

1

x
+ lim

x+∞

1

x4
= 6 - 0 + 0 = 6

Entonces aplicando propiedades del Álgebra de límites

lim
x+∞

3 x2 + 2 x - 1

6 x4 - x3 + 1
= lim

x+∞

x2 3 + 2
x
- 1

x2


x4 6 - 1
x
+ 1

x4

= lim

x+∞

1

x2
·
3 + 2

x
- 1

x2


6 - 1
x
+ 1

x4


= lim
x+∞

1

x2

lim
x+∞

3 + 2
x
- 1

x2


lim
x+∞

6 - 1
x
+ 1

x4

= 0 ·

3

6
= 0 (que no depende de x)

Por lo tanto, lim
x+∞

3 x2 + 2 x - 1

6 x4 - x3 + 1
= 0 entonces

la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) cuando x  +∞

----------------------

Para buscar AH de f (x) cuando x  -∞ calculemos lim
x-∞

3 x2 + 2 x - 1

6 x4 - x3 + 1

Como el cálculo de límite visto cuando x  +∞ no depende de x, sino que da 0

el límite cuando x  -∞ dará idéntico resultado

Por lo tanto, lim
x-∞

3 x2 + 2 x - 1

6 x4 - x3 + 1
= 0 entonces

la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) cuando x  -∞

ecuaciones de las AH de f (x) :

 si x  +∞ y = 0
si x  -∞ y = 0
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representación gráfica

Plot
3 x2 + 2 x - 1

6 x4 - x3 + 1
, 0, {x, -5, 5},

rango de representación

PlotRange  {{-5, 5}, {-2, 1}},
cociente de aspecto

AspectRatio  0.75

-4 -2 2 4

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

-----------------------

Ej 5 a) calcular el valor de "a" siendo :

lim
x+∞

3 x - 5

ax + 1
= 6

Sacamos factor común x en numerador y x en denominador :

3 x - 5

ax + 1
=
x 3 - 5

x


x a + 1
x

=
3 - 5

x


a + 1
x


y como existen

lim
x+∞

3 -
5

x
= lim

x+∞
3 - lim

x+∞

5

x
= 3 - 0 = 3

y lim
x+∞

a +
1

x
= lim

x+∞
a + lim

x+∞

1

x
= a + 0 = a

Entonces aplicando propiedades del Álgebra de límites

lim
x+∞

3 x - 5

ax + 1
= lim

x+∞

x 3 - 5
x


x a + 1
x

= lim

x+∞

3 - 5
x


a + 1
x

=
lim
x+∞

3 - 5
x


lim
x+∞

a + 1
x

=
3

a

El problema pedía determinar a siendo que el límite es 6

Igualando :
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lim
x+∞

3 x - 5

ax + 1
=
3

a
= 6 ⟹

3

a
= 6 ⟹

3

6
= a ⟹

1

2
= a

f (x) =
3 x - 5
1
2
x + 1

representación gráfica

Plot
3 x - 5
1
2
x + 1

, 6, {x, -5, 5},
rango de representación

PlotRange  {{-5, 5}, {-50, 50}},
cociente de aspecto

AspectRatio  0.75

-4 -2 2 4

-40

-20

20

40

-----------------------

Ej 5 b) calcular el valor de "a" siendo :

lim
x+∞

ax2 - 2 x + 5

6 x2 + 1
= -

2

3

Sacamos factor común x2 en numerador y x2 en denominador :

ax2 - 2 x + 5

6 x2 + 1
=
x2 a - 2

x
+ 5

x2


x2 6 + 1
x2


=
a - 2

x
+ 5

x2


6 + 1
x2


y como existen

lim
x+∞

a -
2

x
+

5

x2
= lim

x+∞
a - lim

x+∞

2

x
+ lim

x+∞

5

x2
= a - 0 + 0 = a

y lim
x+∞

6 +
1

x2
= lim

x+∞
6 + lim

x+∞

1

x2
= 6 + 0 = 6

Entonces aplicando propiedades del Álgebra de límites

lim
x+∞

ax2 - 2 x + 5

6 x2 + 1
= lim

x+∞

x2 a - 2
x
+ 5

x2


x2 6 + 1
x2


= lim
x+∞

a - 2
x
+ 5

x2


6 + 1
x2


=
lim
x+∞

a - 2
x
+ 5

x2


lim
x+∞

6 + 1
x2


=
a

6

El problema pedía determinar a siendo que el límite es -
2

3
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Igualando :

lim
x+∞

ax2 - 2 x + 5

6 x2 + 1
=
a

6
= -

2

3
⟹

a

6
= -

2

3
⟹ a = -4

f (x) =
-4 x2 - 2 x + 5

6 x2 + 1

representación gráfica

Plot
-4 x2 - 2 x + 5

6 x2 + 1
, -

2

3
, {x, -4, 4},

rango de representación

PlotRange  {{-4, 4}, {-6, 6}},
cociente de aspecto

AspectRatio  0.75

-4 -2 2 4

-6

-4

-2

2

4

6

-----------------------

Ej 5 c) calcular el valor de "a" siendo que la recta de ecuación y = -2

es AH Asíntota horizontal de f (x) =
ax

3 x - 1
+ 1 :

Si y = -2 es AH de f (x) entonces

o bien lim
x+∞

ax

3 x - 1
+ 1 = -2 o lim

x-∞

ax

3 x - 1
+ 1 = -2

Calculemos el lim
x+∞

ax

3 x - 1
+ 1

Sacamos factor común x en el denominador :

ax

3 x - 1
+ 1 =

a · x

x 3 - 1
x

+ 1 =

a

3 - 1
x

+ 1

Luego

lim
x+∞


ax

3 x - 1
+ 1 = lim

x+∞


a · x

x 3 - 1
x

+ 1 = lim

x+∞


a

3 - 1
x

+ 1 =

= lim
x+∞

a

3 - 1
x

+ lim

x+∞
1 =

lim
x+∞

a

lim
x+∞

3 - 1
x

+ lim

x+∞
1 =

a

3
+ 1

Pero este límite debe ser - 2 porque y = -2 es AH de f (x)

Igualando :

lim
x+∞


ax

3 x - 1
+ 1 =. ... .. =

a

3
+ 1 = -2
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es decir :

a

3
+ 1 = -2 ⟹

a

3
= -2 - 1 ⟹

a

3
= -3 ⟹ a = -9

f (x) =
-9 x

3 x - 1
+ 1

representación gráfica

Plot
-9 x

3 x - 1
+ 1, -2, {x, -4, 4},

rango de representación

PlotRange  {{-4, 4}, {-8, 6}},
cociente de aspecto

AspectRatio  0.75

-4 -2 2 4

-8

-6

-4

-2

2

4

6

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

-------------------------------------------------------------------

Comentarios teóricos y ejemplos

Límites puntuales -

Asíntotas verticales -

------------------------------------------------------------------

Como les comentaba antes, vamos a extender el cálculo de límite de funciones a un x0

de su dominio o en puntos de discontinuidad en donde la función no está definida

Hasta el ejercicio 5 veníamos calculando límites cuando x -> ±∞ para ver si f (x)

diverge en el infinito (f (x) tiende a ± ∞) o converge a un valor determinado.

Cuando esto último sucede, que f (x) se aproxima a un valor y0 definimos las

AH asíntotas horizontales : rectas horizontales de ecuación y = y0

si lim
x±∞

f (x) = y0

Ahora vamos a analizar límites puntuales que no quiere decir más que calcular

lim
xx0

f (x) a fin de analizar qué le sucede a f (x) en un entorno de x0

Límites laterales :
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Notación.- cuando en un límite aparezca lim
xx0+

f (x) quiere decir que estamos

analizando el comportamiento de f (x) para x cercanos a x0 pero por la derecha,

es decir valores un poquito más grandes que x0 (x > x0)

Ejemplo1 : si x  3+ x tiende a 3 por la derecha los x en los que debemos pensar

son 3.01; 3.001; 3.0001; ... 3.0000000000001 etc.

Tengan en cuenta que en este Ejemplo1 la cuenta x - 3 si x  3+

dará siempre un número positivo

--------------------

Cuando en un límite aparezca lim
xx0-

f (x) quiere decir que estamos

analizando el comportamiento de f (x) para x cercanos a x0 pero por la izquierda,

es decir valores un poquito más pequeños que x0 (x < x0)

Ejemplo2 : De manera análoga si dice si x  3- x tiende a 3 por la izquierda

los x en los que debemos pensar son 2.99; 2.999; 2.9999; .. 2.9999999999999 etc.

Tengan en cuenta que en este Ejemplo2 la cuenta x - 3 si x  3-

dará siempre un número negativo

Veamos que le sucede a f (x) en el cálculo de un límite lateral por derecha

y por izquierda

Sea f (x) = 2 x2

Calculemos el lim
x1+

f (x) y el lim
x1-

f (x)

Es decir queremos ver qué le pasa a f (x) para x cercanos a 1

pero x un poquito más grandes que 1 (por la derecha) o un poquito

más chicos (por la izquierda)

lim
x1+

2 x2 = ? lim
x1-

2 x2 = ?

Observen el gráfico de f (x) = 2 x2 en un entorno del 1

representación gráfica

Plot2 x2, {x, 0, 2},
rango de representación

PlotRange  {{0, 2}, {0, 4}},
cociente de aspecto

AspectRatio  0.5

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

1

2

3

4

A continuación tabulamos los valores que adquiere f (x) = 2 x2

cuando x  1+ (por la derecha) como cuando x  1- (por la izquierda)
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En el límite cuando x sea 1 nos imaginamos que f será 2

Esto se escribe así :

Límite lateral por derecha de f (x) cuando x  1+

lim
x1+

2 x2 = 2

Límite lateral por izquierda de f (x) cuando x  1-

y lim
x1-

2 x2 = 2

Definición:

Diremos que f (x) es continua en x0 si se cumplen estas dos condiciones:

1 ∃ (existen) y son finitos los límites laterales de f (x) alrededor de x0

2 los límites laterales de f (x) alrededor de x0 son iguales

la condición 1 implica que ∃

lim
xx0+

f (x) = a (a ∈ ) y lim
xx0-

f (x) = b (b ∈ )

la condición 2 implica que a = b

lim
xx0+

f (x) = a = lim
xx0-

f (x) = b es decir

lim
xx0+

f (x) = lim
xx0-

f (x)

Aplicado a nuestro ejemplo, f (x) = 2 x2

haber visto que lim
x1+

2 x2 = 2 y que lim
x1-

2 x2 = 2 son iguales nos está indicando

que f (x) = 2 x2 es continua en x0 = 1

Definición :

Si f (x) es continua en x0 ∀ x0 ∈ Dom f , se dice que f es continua en todo su
dominio, o bien directamente se dice que es f es continua
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"Recuerden que las funciones continuas son las que

se pueden dibujar sin levantar el lápiz"

Esta propiedad es la que les pasa a las funciones polinómicas : la

función lineal, la cuadrática, las cúbicas,

etc. que venimos viendo en las prácticas 1 y 2, son continuas

------------------------

Como vieron también, existen otras funciones como f (x) =
1

x
que son continuas

en todos los x ∈ Dom f =  - {0} pero no son continuas en los x que no pertenecen

a su dominio

Analicemos los límites laterales de f (x) =
1

x
en el 0, por derecha y por izquierda

lim
x0+

1

x
= +∞ lim

x0-
1

x
= -∞

Bueno, esto es lo que se observa cuando la graficamos :

representación gráfica

Plot
1

x
, {x, -0.1, 0.1},

rango de representación

PlotRange  {{-0.1, 0.1}, {-1000, 1000}},
cociente de aspecto

AspectRatio  0.5

-0.10 -0.05 0.05 0.10

-1000

-500

500

1000

Con nuestra definición de función continua en un punto x0

vemos que f (x) =
1

x
no es continua en x0 = 0
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porque no se cumple la condición 1 : los límites laterales no dan un

número real (dan + ∞ y - ∞) como tampoco la condición 2

de que ambos límites laterales sean iguales

En el caso de f (x) =
1

x
, x0 = 0 es un punto de discontinuidad de f (x)

también llamado "singularidad"

Definición :

Diremos que la recta vertical de ecuación x = x0 es una AV Asíntota vertical
de f (x) cuando :

a) el límite lateral por derecha de f (x) es ± ∞ es decir

lim
xx0+

f (x) = +∞ ó - ∞

b) el límite lateral por izquierda de f (x) es ± ∞ es decir

lim
xx0-

f (x) = +∞ ó - ∞

En nuestro ejemplo f (x) =
1

x

x = 0 es AV de f (x) por derecha porque lim
x0+

1

x
= +∞

como también :

x = 0 es AV de f (x) por izquierda porque lim
x0-

1

x
= -∞

Candidatos a ser AV Asíntotas verticales de una f (x)

Supongamos que al calcular el Dominio de f (x) tenemos que excluir

un conjunto finito de x del conjunto de números reales 

porque en esos valores la f (x) no está definida.

Esos valores excluidos x01, x02, ..., x0n son candidatos a ser

los puntos de x en donde las rectas verticales

x = x01 , x = x02 , x = x03 , x = x0n son AV de f (x)

En nuestro ejemplo f (x) =
1

x

como el Dom f =  - {0}

x = 0 es candidata a ser AV de f (x)

Como se demuestra esto?

Calculando los límites laterales, que como vimos confirman que

la recta vertical x = 0 es AV de f (x) =
1

x

------------------

Otro ejemplo :

Sea f (x) =
1

x - 2
+ 1
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Como Dom f =  - {2} la recta vertical x = 2 es candidata a ser AV de f (x)

Veamos que es así

lim
x2+

1

x - 2
+ 1

como x  2+ entonces x - 2 > 0 es cada vez más chico

y en el límite tiende a 0, luego
1

x - 2
tiende a + ∞

Entonces lim
x2+

1

x - 2
+ 1 = +∞ y por la definición de AV de f (x)

x = 2 es AV de f (x) por derecha  el límite dió + o - infinito

------------

Idem si calculamos

lim
x2-

1

x - 2
+ 1

como x  2- entonces x - 2 < 0 es cada vez más chico pero negativo

y en el límite tiende a 0, luego
1

x - 2
tiende a - ∞

Entonces lim
x2-

1

x - 2
+ 1 = -∞ y por la definición de AV de f (x)

x = 2 es AV de f (x) por izquierda  el límite dió + o - infinito

representación gráfica

Plot
1

x - 2
+ 1, 1, {x, 0, 4},

rango de representación

PlotRange  {{0, 4}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  0.5

1 2 3 4

-10

-5

0

5

10

---------------------

Otro ejemplo :

Sea f (x) =
1

x2 + 2 x - 3

Los candidatos a ser AV son los que anulan el denominador

veamos si existen, calculando x2 + 2 x - 3 = 0

ecuación cuadrática ax2 + bx + c = 0 con a = 1 b = 2 y c = -3

posibles soluciones :

x1,2 =
-b ± b2 - 4 a · c

2 a
reemplazando los valores de a, b, c
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x1,2 =
-2 ± 22 - 4 · 1 -3

2 · 1
=
-2 ± 4 + 12

2
=
-2 ± 16

2
=
-2 ± 4

2

entonces x1 =
-2 + 4

2
= 1 ó x2 =

-2 - 4

2
= -3

por lo tanto Dom f =  - {-3, 1}

si reescribimos el denominador en su forma factorizada :

f (x) =
1

(x + 3) (x - 1)

x = -3 y x = 1 son candidatos a ser AV de f (x)

Para ver que efectivamente lo son, tenemos que calcular los límites

laterales de f (x) tanto cuando x  -3± y en x  1±

Es x = 1 AV de f (x)?

"Nota: es más fácil calcular el límite cuando está escrito en forma factorizada"

calculemos el límite lateral por derecha de x = 1

lim
x1+

1

(x + 3) (x - 1)
= lim
x1+

1

(1+ + 3) (1+ - 1)
= lim
x1+

1

4+ ·0+
= +∞

Sí, x = 1 es AV de f (x) por derecha

----------------------------------

Veamos el otro límite lateral por la izquierda del 1

lim
x1-

1

(x + 3) (x - 1)
= lim
x1-

1

(1- + 3) (1- - 1)
= lim
x1-

1

4- ·0-
= -∞

con 4- estoy indicando que este factor es casi 4 a su izquierda, pero positivo imaginen 3.99999

con 0- estoy indicando que este factor es casi 0 a su izquierda, pero negativo imaginen - 0.00001

Por la regla de los signos el producto de casi 4 por 0-, es negativo por eso da - ∞

entonces sí, x = 1 es AV de f (x) por izquierda

--------------------------

Observación: el cálculo de los límites laterales nos van permitiendo tener la idea

de como dibujar f (x) cerca de, en este caso, x = 1

------------------------

Es x = -3 AV de f (x)?

calculemos el límite lateral por derecha de x = -3

pensemos que x  -3+ es un número tipo - 2.999999 que está a la derecha del - 3

pensemos que (-4)+ es un número tipo - 3.999999 que es negativo

lim
x-3+

1

(x + 3) (x - 1)
= lim
x-3+

1

(-3+ + 3) (-3+ - 1)
= lim
x-3+

1

0+ ·(-4)+
= -∞

con 0+ estoy indicando que este factor es casi 0 a su derecha, pero positivo imaginen 0.00001
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Por la regla de los signos el producto de 0+ por casi - 4 es negativo, por eso da - ∞

Entonces, sí, x = -3 es AV de f (x) por derecha

---------------------------

Veamos el otro límite lateral por la izquierda del - 3

pensemos que x  -3- es un número tipo - 3.000001 que está a la izquierda del - 3

pensemos que (-4)- es un número tipo - 4.000001 que es negativo

lim
x-3-

1

(x + 3) (x - 1)
= lim
x-3-

1

(-3- + 3) (-3- - 1)
= lim
x-3-

1

0- ·(-4)-
= +∞

con 0- estoy indicando que este factor es casi 0 a su izquierda, pero negativo imaginen - 0.00001

Por la regla de los signos el producto de 0- por casi - 4 es positivo, por eso da + ∞

entonces sí, x = -3 es AV de f (x) por izquierda

Resumiendo :

x = 1 es AV de f (x) por derecha y su lim
x1+

1

(x + 3) (x - 1)
= +∞

x = 1 es AV de f (x) por izquierda y su lim
x1-

1

(x + 3) (x - 1)
= -∞

x = -3 es AV de f (x) por derecha y su lim
x-3+

1

(x + 3) (x - 1)
= -∞

x = -3 es AV de f (x) por izquierda y su lim
x-3-

1

(x + 3) (x - 1)
= +∞

Vean el gráfico de f (x) =
1

x + 3 x - 1

representación gráfica

Plot
1

x2 + 2 x - 3
, {x, -6, 6},

rango de representación

PlotRange  {{-6, 6}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  0.5

-6 -4 -2 2 4 6

-10

-5

5

10

Observación:

Como lim
x+∞

1

x2 + 2 x - 3
= 0 y lim

x-∞
1

x2 + 2 x - 3
= 0

la recta horizontal y = 0 es AH Asíntota horizontal de f (x)

+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++
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-------------------------------------------

Ej 7 a1) lim
x3-

1

x - 3

como x  3- pensemos en un número del tipo 2.9999999 positivo

entonces x - 3  0- será tipo 3- - 3 < 0 y muy pequeño

casi 0 pero negativo

Entonces 1 dividido un denominador casi 0 negativo se va a - ∞

lim
x3-

1

x - 3
= -∞

-------------------------------------------

Ej 7 a2) lim
x3+

1

x - 3

como x  3+ pensemos en un número del tipo 3.0000001 positivo

entonces x - 3  0+ será tipo 3+ - 3 > 0 y muy pequeño

casi 0 pero positivo

Entonces 1 dividido un denominador casi 0 positivo se va a + ∞

lim
x3+

1

x - 3
= +∞

-------------------------------------------

Ej 7 b1) lim
x-2-

-5 x + 1

x + 2

como x  -2- pensemos en un número del tipo - 2.0000001 negativo

veamos el numerador : -5 x + 1
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como x  -2- entonces - 5 x + 1  -5 -2- + 1  11

veamos el denominador : x + 2

como x  -2- entonces x + 2  0- será tipo - 2- + 2 < 0 y muy pequeño

casi 0 pero negativo

Entonces el numerador 11 dividido el denominador casi 0 negativo se va a - ∞

lim
x-2-

-5 x + 1

x + 2
= -∞

-------------------------------------------

Ej 7 b2) lim
x-2+

-5 x + 1

x + 2

como x  -2+ pensemos en un número del tipo - 1.9999999 negativo

veamos el numerador : -5 x + 1

como x  -2+ entonces - 5 x + 1  -5 -2+ + 1  11

veamos el denominador : x + 2

como x  -2+ entonces x + 2  0+ será tipo - 2+ + 2 > 0 y muy pequeño

casi 0 pero positivo

Entonces el numerador 11 dividido el denominador casi 0 positivo se va a + ∞

lim
x-2+

-5 x + 1

x + 2
= +∞

-------------------------------------------

Ej 7 d1) lim
x1-

4 x - 4

x2 - 1

Primero hagamos una cuentita :

si x  1 ⟹
4 x - 4

x2 - 1


4 · 1 - 4

12 - 1


0

4 - 4


0

0

Esta indeterminación del tipo
0

0
puede salvarse.

En este ejercicio conviene transformar, con operaciones algebraicas,

el numerador y denominador

4 x - 4

x2 - 1
=

4 x - 1

x - 1 x + 1
=

4

x + 1

en el numerador, sacamos factor común 4

en el denominador, factorizamos como diferencia de cuadrados

Lo interesante de esta transformación es que se pueden simplificar

los factores x - 1

Calculamos el límite de lim
x1-

4

(x + 1)

como x  1- pensemos en un número del tipo 0.9999999 positivo
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veamos el denominador : x + 1

como x  1- entonces x + 1  2- será tipo 1- + 1 > 0

Entonces el numerador 4 dividido el denominador casi 2 positivo da 2

lim
x1-

4

(x + 1)
= 2

Nota : cuando ya no existe más indeterminación por el denominador

el cálculo de lim
x1-

se obtiene directamente evaluando x = 1 en la expresión

-------------------------

Qué hubiera sucedido si no arreglábamos la expresión?

el numerador 4 x - 4

como x  1- entonces 4 x - 4  4 · 1- - 4  0- casi 0 negativo

el denominador x2 - 1

como x  1- entonces x2 - 1  1-2 - 1  0- casi 0 negativo

la división
4 x - 4

x2 - 1


0-

0-
y no se puede decidir !!!

No quedaba otra que simplificar los factores x - 1

-------------------------------------------

Ej 7 d2) lim
x1+

4 x - 4

x2 - 1

como x  1+ pensemos en un número del tipo 1.0000001 positivo

Por lo visto en el punto anterior,

"sacando factor común 4 en numerador y

factorizando por diferencia de cuadrados en el denominador"

lim
x1+

4 x - 4

x2 - 1
= lim

x1+
4

x + 1

veamos el denominador : x + 1

como x  1+ entonces x + 1  2+ será tipo 1+ + 1 > 0

Entonces el numerador 4 dividido el denominador casi 2 positivo da 2

lim
x1+

4

(x + 1)
= 2

------------

Observación: como los límites laterales existen y dan el mismo resultado

podemos decir que lim
x1

4 x - 4

x2 - 1
= lim
x1

4

(x + 1)
= 2

-------------------------------------------

Ej 7 f) lim
x3

2 x2 + x - 10
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Calculamos el límite de lim
x3

2 x2 + x - 10

como x  3 y como no hay ninguna indeterminación en el denominador

directamente podemos evaluar en x = 3

2 x2 + x - 10  2 · 32 + 3 - 10  2 · 9 + 3 - 10  18 + 3 - 10  11

Entonces

lim
x3

2 x2 + x - 10 = 11

-------------------------------------------

Ej 7 g) lim
x1

x + 9

x - 1

Primero hagamos una cuentita :

si x  1 ⟹
x + 9

x - 1


1 + 9

1 - 1


10

0

Esta indeterminación del tipo
10

0
no puede salvarse

por alguna operación algebraica.

Analicemos

como x  1

el numerador x + 9 tiende a 10 : x  1  1 + 9  10

el denominador x - 1 tiende a 0 : x  1  1 - 1  0

el cociente
x + 9

x - 1


1 + 9

1 - 1


10

0
 ∞

(ponemos ∞ a secas porque puede dar + ∞ o - ∞

dependiendo de si x  1+ o si x  1- y pusimos

"tiende a" ∞ y no como resultado del límite 

Para resolver este ejercicio veamos los límites laterales es decir

los límites cuando x  1+ y cuando x  1-

lim
x1+

x + 9

x - 1
=
10

0+
= +∞ y

lim
x1-

x + 9

x - 1
=
10

0-
= -∞

Entonces, como los límites laterales no coinciden, no existe el

límite cuando x  1 de
x + 9

x - 1

+∞ = lim
x1+

x + 9

x - 1
≠ lim

x1-
x + 9

x - 1
= -∞ ⟹ lim

x1

x + 9

x - 1
∄

+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++
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-------------------------------------------

Ej 8 a) analizar existencia de AV y si existen, dar sus ecuaciones

f (x) =
-x + 5

2 x + 1

Candidatos a ser puntos en donde pasan las AV :

son los x que no pertenecen al dominio

Calculemos el Dom f :

f (x) no está definida cuando el denominador es 0

es decir 2 x + 1 = 0 ⟹ 2 x = -1 ⟹ x = -
1

2

Dominio f =  - -
1

2


candidato a ser AV : x = -
1

2

para analizar si existe AV, tenemos que calcular los límites laterales:

lim
x- 1

2
+

-x + 5

2 x + 1
y ver que dé como resultado +∞ ó -∞ y

lim
x- 1

2

-

-x + 5

2 x + 1
y ver que dé como resultado +∞ ó -∞

------------------------------

Veamos por la derecha del -
1

2

lim
x- 1

2

+

-x + 5

2 x + 1
= lim
x- 1

2
+

-x + 5

2 x + 1
2

=

-- 1
2 

+ + 5

2 - 1
2 

+ + 1
2 

=
11
2

2·0+
= +∞

entonces x = -
1

2
es AV de f (x) por la derecha

---------------------------

Veamos por la izquierda del -
1

2

lim
x- 1

2
-

-x + 5

2 x + 1
= lim
x- 1

2
-

-x + 5

2 x + 1
2

=

-- 1
2 

- + 5

2 - 1
2 

- + 1
2 

=
11
2

2·0-
= -∞
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entonces x = -
1

2
es AV de f (x) por la izquierda

-------------------------------------------

Ej 8 c) analizar existencia de AV y si existen, dar sus ecuaciones

f (x) =
4 x - 3

x2 - x - 6

Candidatos a ser puntos en donde pasan las AV :

son los x que no pertenecen al dominio

Calculemos el Dom f :
f (x) no está definida cuando el denominador es 0

es decir x2 - x - 6 = 0 ⟹

ecuación del tipo ax2 + bx + c = 0 con a = 1 b = -1 y c = -6

soluciones:

x1,2 =
-b ± b2 - 4 a · c

2 a
reemplazando los valores de a, b, c

x1,2 =
--1 ± -12 - 4 · 1 -6

2 · 1
=
1 ± 1 + 24

2
=
1 ± 25

2
=
1 ± 5

2

entonces x1 =
1 + 5

2
= 3 ó x2 =

1 - 5

2
= -2

Por lo tanto, Dom f (x) =  - {-2, 3}

candidatos a ser AV : x = -2 x = 3

para analizar si existe AV, tenemos que calcular los límites laterales:

1. lim
x-2+

4 x - 3

x2 - x - 6
y ver que dé como resultado +∞ ó -∞ y

2. lim
x-2-

4 x - 3

x2 - x - 6
y ver que dé como resultado +∞ ó -∞

y

3. lim
x3+

4 x - 3

x2 - x - 6
y ver que dé como resultado +∞ ó -∞ y

4. lim
x3-

4 x - 3

x2 - x - 6
y ver que dé como resultado +∞ ó -∞

Cálculo de límites laterales :

1. lim
x-2+

4 x - 3

x2 - x - 6

Factorizamos el denominador como :

x2 - x - 6 = x + 2 x - 3

1. lim
x-2+

4 x - 3

x2 - x - 6
= lim
x-2+

4 x - 3

(x + 2) (x - 3)
=

4 (-2)+ - 3

((-2)+ + 2) ((-2)+ - 3)
=

-11+

(0+) (-5)+
= +∞

38     Repaso Practica 3 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb



entonces x = -2 es AV de f (x) por la derecha

2. lim
x-2-

4 x - 3

x2 - x - 6
= lim
x-2-

4 x - 3

(x + 2) (x - 3)
=

4 (-2)- - 3

((-2)- + 2) ((-2)+ - 3)
=

-11-

(0-) (-5)-
= -∞

entonces x = -2 es AV de f (x) por la izquierda

3. lim
x3+

4 x - 3

x2 - x - 6
= lim
x3+

4 x - 3

x2 - x - 6
=

4·3+ - 3

(3+ + 2) (3+ - 3)
=

9+

5+ · 0+
= +∞

entonces x = 3 es AV de f (x) por la derecha

4. lim
x3-

4 x - 3

x2 - x - 6
= lim
x3-

4 x - 3

(x + 2) (x - 3)
=

4· 3- - 3

(3- + 2) (3- - 3)
=

9-

5- ·0-
= -∞

entonces x = 3 es AV de f (x) por la izquierda

Resumiendo:

Ecuaciones de AV de f (x) =
4 x - 3

x2 - x - 6
=

4 x - 3

x2 - x - 6
x = -2 es AV de f (x) por la derecha y el límite da + ∞

x = -2 es AV de f (x) por la izquierda y el límite da - ∞

x = 3 es AV de f (x) por la derecha y el límite da + ∞

x = 3 es AV de f (x) por la izquierda y el límite da - ∞

------------------------------------------

De paso veamos si existen AH de f (x)

cuando x  +∞ :

lim
x+∞

4 x - 3

x2 - x - 6
= lim
x+∞

x 4 - 3
x 

x2 1 - 1
x -

6
x2 

= lim
x+∞

1

x
·

4 - 3
x 

1 - 1
x -

6
x2 

= 0·
4

1
= 0

entonces y = 0 es AV de f (x) para x  +∞

cuando x  -∞ :

lim
x-∞

4 x - 3

x2 - x - 6
= lim

x-∞

x 4 - 3
x 

x2 1 - 1
x -

6
x2 

= lim
x-∞

1

x
·

4 - 3
x 

1 - 1
x -

6
x2 

= 0·
4

1
= 0

entonces y = 0 es AV de f (x) para x  -∞

representación gráfica

Plot
4 x - 3

x2 - x - 6
, {x, -6, 8},

rango de representación

PlotRange  {{-6, 8}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  0.5

-6 -4 -2 2 4 6 8

-10

-5

5

10
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-------------------------------------

Ej 9 a) Sea f (x) = 3 -
1

x + 2

Calculemos el Dom f que es buscar el máximo conjunto de

números reales para los cuales se obtiene un resultado

al hacer la cuenta de dado un x obtener una imagen f (x)

Se ve que para x + 2 = 0 no se puede hacer la cuenta y obtener un f (x)

Entonces Dom f =  - {-2}

---------------------------------

Busquemos AV y AH

Candidatos a ser AV : la recta vertical x = -2

Probemos que x = -2 es una AV de f (x)

Para ello debemos calcular los límites laterales de f (x) alrededor

de x = -2 y ver que dichos límites dan ó + ∞ ó - ∞

por la derecha cuando x -> -2+

lim
x-2+

3 -
1

x + 2
= lim

x-2+
3 - lim

x-2+
1

x + 2
= 3 - lim

x-2+
1

x + 2

cuando x -> -2+ el denominador x + 2 = -2+ + 2 = 0+ > 0

"hay que pensar por ejemplo en un x tipo x=-1.9999999 "

entonces

lim
x-2+

3 -
1

x + 2
= 3 - lim

x-2+
1

x + 2
= 3 -

1

0+
= -∞

Decimos entonces que x = -2 es AV de f (x) por derecha

-----------------------------

por la izquierda cuando x -> -2-

lim
x-2-

3 -
1

x + 2
= lim

x-2-
3 - lim

x-2-
1

x + 2
= 3 - lim

x-2-
1

x + 2

cuando x -> -2- el denominador x + 2 = -2- + 2 = 0- < 0

40     Repaso Practica 3 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb



"hay que pensar por ejemplo en un x tipo x=-2.0000001 "

entonces

lim
x-2-

3 -
1

x + 2
= 3 - lim

x-2-
1

x + 2
= 3 -

1

0-
= +∞

Decimos entonces que x = -2 es AV de f (x) por izquierda

-----------------------------

AH de f (x)

Para ello calculamos los límites de f (x) cuando x  ±∞

si x  +∞

lim
x+∞

3 -
1

x + 2
= lim
x+∞

3 - lim
x+∞

1

x + 2
= 3 - lim

x+∞

1

x + 2
= 3 - 0+ = 3-

entonces y = 3 es AH de f (x) para x  +∞

Nota : pusimos 3- como resultado del límite cuando x  +∞

para indicar que se aproxima a y = 3 por debajo de 3

----------------------------

si x  -∞

lim
x-∞

3 -
1

x + 2
= lim
x-∞

3 - lim
x-∞

1

x + 2
= 3 - lim

x-∞

1

x + 2
= 3 + 0+ = 3+

entonces y = 3 es AH de f (x) para x  +∞

Nota : pusimos 3+ como resultado del límite cuando x  -∞

para indicar que se aproxima a y = 3 por arriba de 3

Resumiendo

Dom f =  - {-2}

Ecuaciones de AV de f (x) = 3 -
1

x + 2
x = -2 es AV de f (x) por la derecha y el límite da - ∞

x = -2 es AV de f (x) por la izquierda y el límite da + ∞

Ecuaciones de AH de f (x) = 3 -
1

x + 2
y = 3 es AH de f (x) para x  +∞ y el límite da 3

y = 3 es AH de f (x) para x  -∞ y el límite da 3
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representación gráfica

Plot3 -
1

x + 2
, 3, {x, -8, 6},

rango de representación

PlotRange  {{-8, 6}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  0.75

-8 -6 -4 -2 2 4 6

-10

-5

5

10

-------------------------------------

Ej 9 e) Sea f (x) =
-6 x + 3

x + 3

Calculemos el Dom f que es buscar el máximo conjunto de

números reales para los cuales se obtiene un resultado

al hacer la cuenta de dado un x obtener una imagen f (x)

El único problema que podría haber para hacer la cuenta de f (x) es que el

denominador sea 0

Es decir que x + 3 = 0, o sea x = -3.

Este es el valor de x que anula el denominador,

entonces lo sacamos de 

Luego Dom f =  - {-3}

-----------------------------

Busquemos AV y AH

Candidatos a ser AV : x = -3

Probemos que x = -3 es una AV de f (x)

Para ello debemos calcular los límites laterales de f (x) alrededor

de x = -3 y ver que dichos límites dan ó + ∞ ó - ∞

---------------------------

por la derecha cuando x  -3+

"podemos pensar que cuando x->-3+ x es del tipo x=-2.9999999 "

conviene factorizar el numerador

-6 x + 3

x + 3
=
-6 x - 1

2


x + 3
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cuando x  -3+

el factor x -
1

2
 -3+ -

1

2
= -

7

2

+

< 0

el factor x + 3  -3+ + 3 = 0+ > 0

lim
x-3+

-6 x + 3

x + 3
= lim

x-3+

(-6)· x - 1
2 

x + 3
=
(-6)·- 7

2 
+

(0+)
= +∞

Decimos entonces que x = -3
es AV de f (x) por derecha y su límite lateral da +∞

---------------------------

por la izquierda cuando x  -3-

"podemos pensar que cuando x->-3- x es del tipo x=-3.0000001 "

conviene factorizar el numerador

x + 4

x2 + 4 x + 3
=
-6 x - 1

2


x + 3

cuando x  -3-

el factor x -
1

2
 -3- -

1

2
= -

7

2

-

< 0

el factor x + 3  -3- + 3 = 0- < 0

lim
x-3-

-6 x + 3

x + 3
= lim

x-3-

-6 x - 1
2 

x + 3
=
(-6)·- 7

2 
-

(0-)
= -∞

Decimos entonces que x = -3
es AV de f (x) por izquierda y su límite lateral da -∞

------------------------------------------

AH de f (x)

Para ello calculamos los límites de f (x) cuando x  ±∞

si x  +∞

lim
x+∞

-6 x + 3

x + 3
= lim

x+∞

x -6 + 3
x 

x 1 + 3
x 

= lim
x+∞

-6 + 3
x 

1 + 3
x 

=
(-6 + 0+)

(1 + 0+)
=
(-6+)

(1+)
= -6+

entonces y = -6 es AH de f (x) para x  +∞

Nota : pusimos - 6+ como resultado del límite cuando x  +∞

para indicar que se aproxima a y = -6 por arriba de 6

----------------------------

si x  -∞

lim
x-∞

-6 x + 3

x + 3
= lim

x-∞

x -6 + 3
x 

x 1 + 3
x 

= lim
x-∞

-6 + 3
x 

1 + 3
x 

=
(-6 + 0-)

(1 + 0-)
=
(-6-)

(1-)
= -6-

entonces y = -6 es AH de f (x) para x  -∞
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Nota : pusimos - 6- como resultado del límite cuando x  -∞

para indicar que se aproxima a y = -6 por debajo de - 6

----------------------------

Resumiendo

Dom f =  - {-3}

Ecuaciones de AV de f (x) =
-6 x + 3

x + 3

x = -3 es AV de f (x) por la derecha y el límite da + ∞

x = -3 es AV de f (x) por la izquierda y el límite da - ∞

Ecuaciones de AH de f (x) =
-6 x + 3

x + 3

y = -6 es AH de f (x) para x  +∞ y el límite da - 6+

y = -6 es AH de f (x) para x  -∞ y el límite da - 6-

representación gráfica

Plot
-6 x + 3

x + 3
, -6, {x, -10, 4},

rango de representación

PlotRange  {{-10, 4}, {-100, 100}},
cociente de aspecto

AspectRatio  0.75

-10 -8 -6 -4 -2 2 4

-100

-50

50

100

-------------------------------------

Ej 9 f) Sea f (x) =
x2 - 2 x + 1

x2 + x - 2

Calculemos el Dom f que es buscar el máximo conjunto de

números reales para los cuales se obtiene un resultado

al hacer la cuenta de dado un x obtener una imagen f (x)

El único problema que podría haber para hacer la cuenta de f (x) es que el

denominador sea 0

Es decir que x2 + x - 2 = 0
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calculemos los ceros de esta ecuación cuadrática

ax2 + bx + c = 0 con a = 1 b = 1 c = -2

x1,2 =
-b ± b2 - 4 a · c

2 a

reemplazando a = 1 b = 1 c = -2

x1,2 =
-1 ± 12 - 4 · 1 · -2

2 · 1
=
-1 ± 1 + 8

2
=
-1 ± 9

2
=
-1 ± 3

2

x1 =
-1 + 3

2
=
2

2
= 1 ó x2 =

-1 - 3

2
=
-4

2
= -2

Estos son los valores de x que anulan el denominador,

entonces los sacamos de 

Luego Dom f =  - {-2, 1}

-----------------------------

Busquemos AV y AH

Candidatos a ser AV : x = -2 x = 1

Probemos que x = -2 es una AV de f (x)

Para ello debemos calcular los límites laterales de f (x) alrededor

de x = -2 y ver que dichos límites dan ó + ∞ ó - ∞

---------------------------

Alrededor de x = -2

por la derecha cuando x  -2+

"podemos pensar que cuando x->-2+ x es del tipo x=-1.9999999 "

para calcular el límite conviene factorizar el numerador y denominador

x2 - 2 x + 1

x2 + x - 2
=

x - 12

x + 2 x - 1
=
x - 1

x + 2

cuando x  -2+

el factor x - 1  -2+ - 1 = -3+ < 0

el factor x + 2  -2+ + 2 = 0+ > 0

lim
x-2+

x2 - 2 x + 1

x2 + x - 2
= lim
x-2+

(x - 1)2

(x + 2) (x - 1)
= lim
x-2+

(x - 1)

(x + 2)
=

-3+

(0+)
= -∞

Decimos entonces que x = -2
es AV de f (x) por derecha y su límite lateral da -∞

---------------------------

por la izquierda cuando x  -2-

"podemos pensar que cuando x->-2- x es del tipo x=-2.0000001 "

x2 - 2 x + 1

x2 + x - 2
=

x - 12

x + 2 x - 1
=
x - 1

x + 2

Repaso Practica 3 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb     45



cuando x  -2-

el factor x - 1  -2- - 1 = -3- < 0

el factor x + 2  -2- + 2 = 0- < 0

lim
x-2-

x2 - 2 x + 1

x2 + x - 2
= lim
x-2-

(x - 1)2

(x + 2) (x - 1)
= lim
x-2-

(x - 1)

(x + 2)
=

-3-

(0-)
= +∞

Decimos entonces que x = -2
es AV de f (x) por izquierda y su límite lateral da +∞

------------------------------------------

Alrededor de x = 1

Para ello debemos calcular los límites laterales de f (x) alrededor

de x = 1 y ver que dichos límites dan ó + ∞ ó - ∞

---------------------------

por la derecha cuando x  1+

"podemos pensar que cuando x->1+ x es del tipo x=1.0000001 "

para calcular el límite conviene factorizar el numerador y denominador

x2 - 2 x + 1

x2 + x - 2
=

x - 12

x + 2 x - 1
=
x - 1

x + 2

cuando x  1+

el factor x - 1  1+ - 1 = 0+ > 0

el factor x + 2  1+ + 2 = 3+ > 0

lim
x1+

x2 - 2 x + 1

x2 + x - 2
= lim

x1+
(x - 1)2

(x + 2) (x - 1)
= lim
x1+

(x - 1)

(x + 2)
=
0+

3+
= 0+

Como el límite lateral no dió ni + ∞ ni - ∞
NO TIENE AV en x = -1 por la derecha

"Nota: este resultado coincide con el hecho de que la singularidad (x-1)

en el denominador desapareció al simplificar (x-1) en numerador y en

denominador. singularidad EVITABLE

Este es un caso en que un candidato a ser AV termina no siéndolo"

---------------------------

por la izquierda cuando x  1-

"podemos pensar que cuando x->1- x es del tipo x=0.9999999 "

x2 - 2 x + 1

x2 + x - 2
=

x - 12

x + 2 x - 1
=
x - 1

x + 2

cuando x  1-

el factor x - 1  1- - 1 = 0- < 0

el factor x + 2  1- + 2 = 3- > 0

lim
x1-

x2 - 2 x + 1

x2 + x - 2
= lim

x1-
(x - 1)2

(x + 2) (x - 1)
= lim
x1-

(x - 1)

(x + 2)
=
0-

3-
= 0-
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Como el límite lateral no dió ni + ∞ ni - ∞
NO TIENE AV en x = -1 por la izquierda

"Nota: este resultado coincide con el hecho de que la singularidad (x-1)

en el denominador desapareció al simplificar (x-1) en numerador y en

denominador. singularidad EVITABLE

Este es un caso en que un candidato a ser AV termina no siéndolo"

------------------------------------------

AH de f (x)

Para ello calculamos los límites de f (x) cuando x  ±∞

si x  +∞

lim
x+∞

x2 - 2 x + 1

x2 + x - 2
= lim

x+∞

x2 1 - 2
x +

1
x2 

x2 1 + 1
x -

2
x2 

= lim
x+∞

1 - 2
x +

1
x2 

1 + 1
x -

2
x2 

=
(1-)

(1+)
= 1-

entonces y = 1 es AH de f (x) para x  +∞

Nota : pusimos 1- como resultado del límite cuando x  +∞

para indicar que se aproxima a y = 1 por debajo de 1

----------------------------

si x  -∞

lim
x-∞

x2 - 2 x + 1

x2 + x - 2
= lim

x-∞

x2 1 - 2
x +

1
x2 

x2 1 + 1
x -

2
x2 

= lim
x-∞

1 - 2
x +

1
x2 

1 + 1
x -

2
x2 

=
(1+)

(1-)
= 1+

entonces y = 1 es AH de f (x) para x  -∞

Nota : pusimos 1+ como resultado del límite cuando x  -∞

para indicar que se aproxima a y = 1 por arriba de 1

----------------------------

Resumiendo

Dom f =  - {-2, 1}

Ecuaciones de AV de f (x) =
x2 - 2 x + 1

x2 + x - 2

x = -2 es AV de f (x) por la derecha y el límite da - ∞

x = -2 es AV de f (x) por la izquierda y el límite da + ∞

en x = 1 f (x) NO TIENE AV (singularidad EVITABLE)

Ecuaciones de AH de f (x) =
x2 - 2 x + 1

x2 + x - 2

y = 1 es AH de f (x) para x  +∞ y el límite da 1-

y = 1 es AH de f (x) para x  -∞ y el límite da 1+
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representación gráfica

Plot
x2 - 2 x + 1

x2 + x - 2
, 1, {x, -10, 4},

rango de representación

PlotRange  {{-10, 4}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  0.75

-10 -8 -6 -4 -2 2 4

-10

-5

5

10

-------------------------------------

+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

---------------------------------------------

Ej 10 a) Sea f (x) =
-20 x + 4

ax + 10
a ∈ 

hallar "a" para que x = 2 sea AV de f (x)

Si x = 2 es AV de f (x) entonces

lim
x2

-20 x + 4

ax + 10
= ±∞

Para que el límite de como resultado ∞

el denominador debe tender a cero cuando x  2

Entonces a · 2 + 10 = 0 ⟹ 2 a = -10 ⟹ a = -5

El valor de a para que x = 2 sea AV es a = -5

Con este valor de a = -5 calculemos la ecuación de la AH
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lim
x+∞

-20 x + 4

-5 x + 10
= lim
x+∞

x -20 + 4
x 

x -5 + 10
x 

= lim
x+∞

-20 + 4
x 

-5 + 10
x 

=
-20

-5
= 4

Entonces y = 4 es la ecuación de la AH de f (x)

-----------------------

Ej 10 b) Sea f (x) =
a x2 - 2 x

x2 + a x - 5
a ∈ 

hallar a para que la recta de ecuación x = -1 sea AV de f (x)

Si x = -1 tiene que ser AV de f (x) entonces

lim
x-1

a x2 - 2 x

x2 + a x - 5
= ±∞

Para que ello suceda el denominador tiene que ser 0 cuando x = -1

y el numerador no tiene que ser cero con x = -1

Entonces del denominador sale -12 + a -1 - 5 = 0 ⟹

1 - a - 5 = 0 ⟹ -4 = a

si a = -4 con x = -1 reemplazando en el numerador a x2 - 2 x :

-4 -12 - 2 -1 = -4 + 2 = -2 Ok no se anula

Por lo tanto, a = -4 para que x = -1 sea AV de f (x)

----------------------------

Con este valor de a = -4

hallar las ecuaciones de todas las AV y AH de f (x)

Si a = -4 el denominador queda x2 - 4 x - 5

Igualamos a cero para, además de x = -1,

obtener otros candidatos a ser AV

x2 - 4 x - 5 = 0

calculemos los ceros de esta ecuación cuadrática

ax2 + bx + c = 0 con a = 1 b = -4 c = -5

x1,2 =
-b ± b2 - 4 · a · c

2 a

x1,2 =
-(-4) ± (-4)2 - 4 · 1 · (-5)

2 · 1
=
4 ± 16 + 20

2
=
4 ± 36

2
=
4 ± 6

2

x1 =
4 + 6

2
=
10

2
= 5 ó x2 =

4 - 6

2
=
-2

2
= -1

x1 = 5 ó x2 = -1

Entonces como estos x1 = 5 ó x2 = -1 anulan el denominador será :

Dom f =  - {-1, 5}
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Además con estos valores podemos factorizar el denominador:

Es decir x2 - 4 x - 5 = x + 1 (x - 5)

-------------------------

Candidatos a ser AV :

x = -1 ya sabíamos por eso elegioms a = -4 y x = 5

f (x) =
a x2 - 2 x

x2 + a x - 5
con a = -4 es

f (x) =
-4 x2 - 2 x

x2 - 4 x - 5
=

-4 x2 - 2 x

x + 1 (x - 5)

en donde usamos la factorización del denominador

---------------------------

veamos si x = 5 es AV

para x -> 5+

lim
x5+

-4 x2 - 2 x

x2 - 4 x - 5
= lim

x5+
-4 x2 - 2 x

(x + 1) (x - 5)
=

=
(-4 )· 25 - 2 ·5

(5 + 1) (5 - 5)
=
(-4 ) ·25 - 2·5

(5 + 1) (5+ - 5)
=
-100 - 10

6· (0+)
=

-110

6·(0+)
= -∞

entonces x = 5 es AV de f (x) por derecha
de x = 5 y su límite lateral da - ∞

---------------------------

veamos si x = 5 es AV

para x -> 5-

lim
x5-

-4 x2 - 2 x

x2 - 4 x - 5
= lim

x5-
-4 x2 - 2 x

(x + 1) (x - 5)
=

=
(-4 )· (5)2 - 2 ·5

(5 + 1) (5 - 5)
=
(-4 )· 25 - 2 ·5

(5 + 1) (5- - 5)
=
-100 - 10

6·(0-)
=

-110

6·(0-)
= +∞

entonces x = 5 es AV de f (x) por izquierda
de x = 5 y su límite lateral da + ∞

--------------------------------------------

Veamos las AH de f (x)

para cuando x  +∞

lim
x+∞

-4 x2 - 2 x

x2 - 4 x - 5
= lim

x+∞

x2 -4 - 2
x 

x2 1 - 4
x -

5
x2 

= lim
x+∞

-4 - 2
x 

1 - 4
x -

5
x2 

=
(-4-)

1-
= -4-

entonces y = -4 es AH de f (x) cuando x  +∞

para cuando x  -∞
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lim
x-∞

-4 x2 - 2 x

x2 - 4 x - 5
= lim

x-∞

x2 -4 - 2
x 

x2 1 - 4
x -

5
x2 

= lim
x-∞

-4 - 2
x 

1 - 4
x -

5
x2 

=
(-4+)

1+
= -4+

entonces y = -4 es AH de f (x) cuando x  -∞

Resumiendo

a = -4 para que x = -1 sea AV de f (x) =
-4 x2 - 2 x

x2 - 4 x - 5

Dom f =  - {-1, 5}

x = -1 es AV de f (x) porque elegimos a = -4
x = 5 es AV de f (x) por derecha y su límite lateral da - ∞
x = 5 es AV de f (x) por izquierda y su límite lateral da + ∞
y = -4 es AH de f (x) cuando x  +∞
y = -4 es AH de f (x) cuando x  -∞

representación gráfica

Plot
-4 x2 - 2 x

x2 - 4 x - 5
, -4, {x, -20, 20},

rango de representación

PlotRange  {{-20, 20}, {-20, 30}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1

-20 -10 10 20

-20

-10

10

20

30

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

- Funciones Homográficas :

Estudiar teoría de los pdf' s :

funciones_homograficas.pdf

Resolver Ejercicios : 11 c, 11 f y 12

--------------------------------------------
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Las funciones homográficas son del tipo f (x) =
ax + b

cx + d
, x ≠ -

d

c
, a · d - b · c ≠ 0, c ≠ 0

Comentario: lo interesante de tener una función homográfica en la forma f (x) =
A

Bx + C
+

deriva

D

es que el cálculo de los límites para obtener las asíntotas verticales como horizontales

se simplifica muchísimo, como se vió en este último apartado de los comentarios teóricos

es decir, pasar de la forma f (x) =
ax + b

cx + d
a la forma f (x) =

A

Bx + C
+

deriva

D

Por ello lo interesante es arribar a escribir una f homográfica de esta forma f (x) =
A

Bx + C
+

deriva

D :

veamos esto con un ejemplo, el ejemplo 1 de los comentarios teóricos

f (x) =
3 x - 5

x - 2

vamos a usar el Algoritmo de División de Polinomios o Ruffini para expresar

3 x - 5 como x - 2 multiplicado por algo más otra cosa dividiendo 3 x - 5 con x - 2

si P (x) = 3 x - 5 y Q (x) = x - 2 existe
constante

C (x) y R resto un número porque grado de P y Q es 1

tal que P (x) = Q (x) ·
constante

C (x) + R

es decir que 3 x - 5 se puede escribir como 3 x - 5 = x - 2 · 3 + 1

Ahora miren el efecto de esto en f (x) :

f (x) =
3 x - 5

x - 2
=
x - 2 · 3 + 1

x - 2
= 3 +

1

x - 2
se cancelaron los factores x - 2 en el 1 er término

Escrita así f (x) es más fácil ver que tiene AV en x = 2, tiene AH en y = 3 y que el

gráfico de f (x) es de la familia del tipo
1

x

Mirando el gráfico de f (x) es como que al dibujo de
1

x
lo trasladamos 2 a la derecha y 3 para arriba
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grafPlot =

representación gráfica

Plot3 +
1

x - 2
, 3, {x, -10, 10},

rango de representación

PlotRange  {{-10, 10}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1

-10 -5 5 10

-10

-5

5

10

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

-----------------------------

Qué tendremos que hacer?

1. Para hallar el Dominio hay que encontrar el conjunto de x para los que la fórmula de f (x)

está definida y se pueda hacer la cuenta para que dé un resultado

En las homográficas, los problemas para hacer la cuenta aparecen en el denominador.

Si xo anula el denominador de la homográfica entonces Dom f =  - {xo }
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2. Para calcular la Imagen de f habrá que despejar x como función de y y ver para cuáles "y"

tiene sentido la expresión encontrada (es como calcular un dominio pero sobre las y)

Si yo anula el denominador de la expresión x = g (y) ⟹ Imagen f =  - {yo }

3. Para los ceros : C0 = {x ∈ Dom f / f (x) = 0}

"es decir plantear f(x)=0 y encontrar los x para los cuales f(x) corta al eje x"

Para el Conjunto de Positividad C+ :

4. C+ = {x ∈ Dom f / f (x) > 0} es decir plantear f (x) > 0 y encontrar los x

"es decir plantear f(x)>0 y ver para cuáles x las imágenes son positivas

es decir para cuáles x f(x) está por encima del eje x" :

Para el Conjunto de Negatividad C- :

5. C- = {x ∈ Dom f / f (x) < 0} es decir plantear f (x) < 0 y encontrar los x

"es decir plantear f(x)<0 y ver para cuáles x las imágenes son negativas

es decir para cuáles x f(x) está por debajo del eje x" :

6. Para las AV asíntotas verticales de f (x) y si xo no está en el Dom de f =  - {xo }

calcular el lim
xxo+

f (x) para decidir si la recta vertical x = x = xo es AV por derecha de xo

calcular el lim
xxo-

f (x) para decidir si la recta vertical x = x = xo es AV por izquierda de xo

7. Para las AH asíntotas horizontales de f (x) y si yo no está en la Imagen de f =  - {yo }

calcular el lim
x+∞

f (x) para decidir si la recta y = yo es AH cuando x  +∞

calcular el lim
x-∞

f (x) para decidir si la recta y = yo es AH cuando x  -∞

8. para el gráfico de f (x) : dibujar las AV y AH y ver si la homográfica corresponde a la

familia
1

x
o a la familia -

1

x
.

Armar una tablita con 2 valores arbitrarios de x y su correspondiente f (x) para los x a la derecha

y otros 2 valores de x para los x a la izquierda de la AV y hacer pasar el gráfico por estos 4 puntos

--------------------------------------------------

Todo esto ya lo saben y lo vienen haciendo desde el ej 1 de la práctica 3,

así que voy a ir más rápido con algunos resultados

----------------------------------------------------------------------

Ej 11 c) f (x) =
3

x + 2
+ 1

1. como x debe ser distinto de - 2 porque no se puede dividir por cero

Dom f =  - {-2} (xo = -2 es el candidato a que por allí pase una AV)

----------------------

2. Imagen f

despejamos x como función de y a partir de y =
3

x + 2
+ 1
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y - 1 =
3

x + 2
⟹ y - 1 · x + 2 = 3 ⟹ y · x - x + 2 y - 2 = 3 ⟹

⟹ x y - 1 + 2 y - 2 = 3 ⟹ x y - 1 = 3 + 2 - 2 y ⟹ x y - 1 = 5 - 2 y ⟹

⟹ x =
5 - 2 y

y - 1

Acá vemos que y no puede ser 1 para que x de un número real

entonces

Imagen f =  - {1} (yo = 1 es el candidato a que por allí pase una AH)

----------------------

3. C0 = {x ∈ Dom f / f (x) = 0}

planteamos f (x) = 0 ⟹ f (x) =
3

x + 2
+ 1 = 0 sacando denominador común x + 2

3 + 1 x + 2

x + 2
= 0 ⟹ 3 + 1 x + 2 = 0 ⟹ 3 + x + 2 = 0 ⟹ x = -5

entonces

C0 = {-5}

----------------------

4. C+ = {x ∈ Dom f / f (x) > 0}

planteamos f (x) > 0 ⟹ f (x) =
3

x + 2
+ 1 > 0 sacando denominador común x + 2

3 + 1 x + 2

x + 2
> 0 ⟹

x + 5

x + 2
> 0

esta división será positiva si los dos factores son positivos o los dos negativos

planteemos esto :

1 [ x + 5 > 0 y x + 2 > 0 ] ó 2 [ x + 5 < 0 y x + 2 < 0 ]

x > -5 y x > -2 ó x < -5 y x < -2

"los x que son mayores " los x que son menores que - 5

que - 5 y al mismo tiempo y al mismo tiempo menores

mayores que - 2 son los x que - 2 son los x

mayores que - 2 " menores que -5"

S1 = -2, +∞ ⋃ S2 = (-∞, -5)

S = S1 ⋃ S2 = S2 ⋃ S1 = (-∞, -5) ⋃ -2, +∞

C+ = (-∞, -5) ⋃ (-2, +∞)

----------------------

5. C- = {x ∈ Dom f / f (x) < 0}
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planteamos f (x) > 0 ⟹ f (x) =
3

x + 2
+ 1 < 0 sacando denominador común x + 2

3 + 1 x + 2

x + 2
< 0 ⟹

x + 5

x + 2
< 0

esta división será negativa si algún factor es negativo

planteemos esto :

1 [ x + 5 < 0 y x + 2 > 0 ] ó 2 [ x + 5 > 0 y x + 2 < 0 ]

x < -5 y x > -2 ó x > -5 y x < -2

"los x que son menores " los x que son mayores que - 5

que - 5 y al mismo tiempo y al mismo tiempo menores

mayores que - 2 : no hay " que -2 son los x entre

-5 y -2"

S1 = Ø ⋃ S2 = -5, -2

S = S1 ⋃ S2 = Ø ⋃ -5, -2 = -5, -2

C- = (-5, -2)

----------------------

6. AV analizamos alrededor del candidato xo = -2

por la derecha de - 2 :

lim
x-2+

3

x + 2
+ 1 =

1

0+
+ 1 = +∞ x es algo del tipo - 1.9999999 aproximandose al - 2 por la derecha

Como el límite dió + ∞ en x = -2 hay una AV por la derecha de - 2 y el limite da + ∞

x = -2 es AV de f (x) para x  -2+ y el límite da + ∞

por la izquierda de - 2 :

lim
x-2-

3

x + 2
+ 1 =

1

0-
+ 1 = -∞ x es algo del tipo - 2.0000001 aproximandose al - 2 por la izquierda

Como el límite dió - ∞ en x = -2 hay una AV por la izquierda de - 2 y el limite da - ∞

x = -2 es AV de f (x) para x  -2- y el límite da - ∞

----------------------

7. AH analizamos el candidato yo = 1

para x  +∞ :

lim
x+∞

3

x + 2
+ 1 = 0+ + 1 = 1 da = 1+ pues x + 2 >> 0 o sea que se acerca a y = 1 por arriba del 1

y = 1 es AH de f (x) para x  +∞ y el límite da 1

para x  +∞ :

lim
x-∞

3

x + 2
+ 1 = 0- + 1 = 1 da = 1- pues x + 2 << 0 o sea que se acerca a y = 1 por debajo del 1
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y = 1 es AH de f (x) para x  -∞ y el límite da 1

8. grafico de f

Dibujamos las asíntotas

luego tomemos x = 1 ⟹ f 1 =
3

1 + 2
+ 1 = 2 , y tomemos x = 4 ⟹ f (4) =

3

4 + 2
+ 1 =

3

2

entonces los puntos P1 = 1, 2 y P2 = 4,
3

2
pertenecen al gráfico de f

tomemos x = -3 ⟹ f -3 =
3

-3 + 2
+ 1 = -2 , y tomemos x = -5 ⟹ f (-5) =

3

-5 + 2
+ 1 = 0

entonces los puntos P3 = -3, -2 , P4 = -5, 0 pertenecen al gráfico de f

Entonces al dibujar hacemos pasar f (x) por esos puntos

Nota : f (x) es de la familia
1

x

----------------------

tabla11cPract3 = {1, 2}, 4,
3

2
, {-3, -2}, {-5, 0};

plottabla11cPract3 =
representación de lista

ListPlot[tabla11cPract3];

graf11cPract3 =

representación gráfica

Plot
3

x + 2
+ 1, 1, {x, -15, 10},

rango de representación

PlotRange  {{-15, 10}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1;

muestra

Show[graf11cPract3, plottabla11cPract3,
rango de representación

PlotRange  {{-15, 10}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1]

-15 -10 -5 5 10

-10

-5

5

10

----------------------------------------------------------------------
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Ej 11 f) f (x) =
3 x + 5

x + 1

1. como x debe ser distinto de - 1 porque no se puede dividir por cero

Dom f =  - {-1} (xo = -1 es el candidato a que por allí pase una AV)

----------------------

2. Imagen f

despejamos x como función de y a partir de y =
3 x + 5

x + 1

y =
3 x + 5

x + 1
⟹ y · x + 1 = 3 x + 5 ⟹ y · x + y = 3 x + 5 ⟹

⟹ y · x + y - 3 x = 5 ⟹ y · x - 3 x = 5 - y ⟹ x y - 3 = 5 - y ⟹

⟹ x =
5 - y

y - 3

Acá vemos que y no puede ser 3 para que x de un número real

entonces

Imagen f =  - {3} (yo = 3 es el candidato a que por allí pase una AH)

----------------------

3. C0 = {x ∈ Dom f / f (x) = 0}

planteamos f (x) = 0 ⟹ f (x) =
3 x + 5

x + 1
= 0 ⟹ 3 x + 5 = 0 ⟹ x = -

5

3

entonces

C0 = -
5

3


----------------------

4. C+ = {x ∈ Dom f / f (x) > 0}

planteamos f (x) > 0 ⟹ f (x) =
3 x + 5

x + 1
> 0

3 x + 5

x + 1
> 0

esta división será positiva si los dos factores son positivos o los dos negativos

planteemos esto :

1 [ 3 x + 5 > 0 y x + 1 > 0 ] ó 2 [ 3 x + 5 < 0 y x + 1 < 0 ]

x > -
5

3
y x > -1 ó x < -

5

3
y x < -1

"los x que son mayores " los x que son menores que -
5

3

que -
5

3
y al mismo tiempo y al mismo tiempo menores que - 1

mayores que - 1 son los x son los x

mayores que - 1 " menores que -
5

3
"
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S1 = -1, +∞ ⋃ S2 = -∞, -
5

3

S = S1 ⋃ S2 = S2 ⋃ S1 = -∞, -
5

3
⋃ -1, +∞

C+ = -∞, -
5

3
⋃ (-1, +∞)

----------------------

5. C- = {x ∈ Dom f / f (x) < 0}

planteamos f (x) > 0 ⟹ f (x) =
3 x + 5

x + 1
< 0 s

3 x + 5

x + 1
< 0

esta división será negativa si algún factor es negativo

planteemos esto :

1 [ 3 x + 5 < 0 y x + 1 > 0 ] ó 2 [ 3 x + 5 > 0 y x + 1 < 0 ]

x < -
5

3
y x > -1 ó x > -

5

3
y x < -1

"los x que son menores " los x que son mayores que -
5

3

que -
5

3
y al mismo tiempo y al mismo tiempo menores que - 1

mayores que - 1 , no hay " son los x entre -
5

3
y -1 "

S1 = Ø ⋃ S2 = -
5

3
, -1

S = S1 ⋃ S2 = Ø ⋃ -
5

3
, -1

C- = -
5

3
, -1

----------------------

6. AV analizamos alrededor del candidato xo = -1

por la derecha de - 1 :

lim
x-1+

3 x + 5

x + 1
=

3 -1 + 5

0+
=

2

0+
= +∞ x es algo del tipo - 0.9999999 aproximándose al - 1 por la derecha

Como el límite dió + ∞ en x = -1 hay una AV por la derecha de - 1 y el limite da + ∞

x = -1 es AV de f (x) para x  -1+ y el límite da +∞

por la izquierda de - 1 :

lim
x-1-

3 x + 5

x + 1
=

3 -1 + 5

0-
=

2

0-
= -∞ x es algo del tipo - 1.0000001 aproximándose al - 1 por la izquierda

Repaso Practica 3 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb     59



Como el límite dió - ∞ en x = -1 hay una AV por la izquierda de - 1 y el limite da - ∞

x = -1 es AV de f (x) para x  -1- y el límite da -∞

----------------------

7. AH analizamos el candidato yo = 3

para x  +∞ :

lim
x+∞

3 x + 5

x + 1
= lim
x+∞

x 3 + 5
x


x 1 + 1
x

=

lim
x+∞

3 + 5
x


1 + 1
x

= 3+ = 3 da = 3+ pues x + 1 >> 0 o sea que se acerca a y = 3 por arriba del 3

y = 3 es AH de f (x) para x  +∞ y el límite da 3

para x  +∞ :

lim
x-∞

3 x + 5

x + 1
= lim
x-∞

x 3 + 5
x


x 1 + 1
x

=

lim
x-∞

3 + 5
x


1 + 1
x

= 3- = 3 da = 3- pues x + 1 << 0 o sea que se acerca a y = 3 por debajo del 3

y = 3 es AH de f (x) para x  -∞ y el límite da 3

8. grafico de f

Dibujamos las asíntotas

luego tomemos x = 0 ⟹ f 0 =
3 · 0 + 5

0 + 1
= 5 , y tomemos x = 1 ⟹ f 1 =

3 · 1 + 5

1 + 1
= 4

entonces los puntos P1 = 0, 5 y P2 = 1, 4 pertenecen al gráfico de f

tomemos x = -
5

3
⟹ f -

5

3
=
3 · - 5

3
 + 5

- 5
3
 + 1

= 0 , y tomemos x = -2 ⟹ f -2 =
3 · -2 + 5

-2 + 1
= 1

entonces los puntos P3 = -
5

3
, 0 , P4 = -2, 1 pertenecen al gráfico de f

Entonces al dibujar hacemos pasar f (x) por esos puntos

Nota : f (x) es de la familia
1

x
porque

3 x + 5

x + 1
=

3 x + 1 + 2

x + 1
= 3 +

2

x + 1

----------------------

tabla11fPract3 = {0, 5}, {1, 4}, -
5

3
, 0, {-2, 1};

plottabla11fPract3 =
representación de lista

ListPlot[tabla11fPract3];

graf11fPract3 =
representación gráfica

Plot
3 x + 5

x + 1
, 3, {x, -6, 6},

rango de representación

PlotRange  {{-6, 6}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1;
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muestra

Show[graf11fPract3, plottabla11fPract3,
rango de representación

PlotRange  {{-6, 6}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1]

-6 -4 -2 2 4 6

-10

-5

5

10

----------------------------------------------------------------------

----------------------------------------------------------------------

Ej 12 a) Sea f (x) =
2

x + a
- b a, b ∈ 

como x = -3 es AV lim
x-3+

2

x + a
- b = ±∞

lim
x-3+

2

x + a
- b =

2

-3 + a
- b = ±∞ ⟹ a = 3

---------------

como y =
5

3
es AH ⟹ lim

x+∞

2

x + a
- b =

5

3
⟹ -b =

5

3
⟹ b = -

5

3

Entonces f (x) =
2

x + 3
- -

5

3
⟹
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f (x) =
2

x + 3
+
5

3

---------------

graf12aPract3 =

representación gráfica

Plot
2

x + 3
+
5

3
,
5

3
, {x, -8, 4},

rango de representación

PlotRange  {{-8, 4}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1

-8 -6 -4 -2 2 4

-10

-5

5

10

------------------------------------------------------------

Ej 12 b) Sea f (x) =
ax + 3

bx + 1
a, b ∈ 

---------------

como x =
3

2
es cero o raíz de f (x) entonces ax + 3 = 0 para x =

3

2

a ·
3

2
+ 3 = 0 ⟹

3

2
a = -3 ⟹ a = -2

---------------------------

como y = 6 es AH ⟹ lim
x+∞

-2 x + 3

bx + 1
= 6 ⟹

⟹ lim
x+∞

x -2 + 3
x


x b + 1
x


= lim
x+∞

-2 + 3
x


b + 1
x


=
-2

b
= 6 ⟹ -

1

3
= b

Entonces f (x) =
-2 x + 3

- 1
3 x + 1
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graf12bPract3 =

representación gráfica

Plot
-2 x + 3

- 1
3
x + 1

, 6, {x, -8, 10},
rango de representación

PlotRange  {{-8, 10}, {-20, 30}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1

-5 5 10

-20

-10

10

20

30

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

- Composición de funciones :

Estudiar teoría de los pdf' s :

composicion_de _funciones.pdf

Resolver Ejercicios : 15 a, 15 d, 15 f, 17 y 18

------------------------------------------------------------
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----------------------------------------------------------------------

Ej 15 a) Calcular fo g y go f

Por definición de composición de funciones fo g (x) = f (g (x))

Es decir que donde dice x en f reemplazar por g (x)

en este caso a) f (x) = 3 x - 2 y g (x) = x2 + 3

Entonces fo g (x) = f (g (x)) = f x2 + 3 = 3 · x2 + 3 - 2 ("metimos g donde dice x en f")

es decir

fo g (x) = 3 x2 + 9 - 2

⟹ fo g (x) = 3 x2 + 7

---------------------------------------

De manera análoga : go f (x) = g (f (x))

go f (x) = g 3 x - 2 = 3 x - 22 + 3 ("metimos f donde dice x en g")

go f (x) = 9 x2 - 12 x + 4 + 3 = 9 x2 - 12 x + 7 ⟹ go f (x) = 9 x2 - 12 x + 7

⟹ go f (x) = 9 x2 - 12 x + 7

------------------------------------------------------

15 d) f (x) =
3

x + 2
y g (x) =

3

x
- 2

Calculemos fo g (x) = f (g (x))

fo g (x) = f
3

x
- 2 =

3

 3
x
- 2 + 2

=
3

3
x
- 2 + 2

=
3
3
x

= x

⟹ fo g (x) = x

---------------------------------------

Calculemos go f (x) = g (f (x))

go f (x) = g
3

x + 2
=

3

 3
x+2


- 2 =

3 x + 2

3
- 2 = x + 2 - 2 = x

⟹ go f (x) = x

------------------------------------------------------

15 f) f (x) = 2 x - 1 y g (x) = x x2 + 2

Calculemos fo g (x) = f (g (x))

fo g (x) = f x x2 + 2 = 2 x x2 + 2 - 1 =

= 2 x x2 + 2 - 1

⟹ fo g (x) = 2 x x2 + 2 - 1

---------------------------------------
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Calculemos go f (x) = g (f (x))

go f (x) = g 2 x - 1 = 2 x - 1 2 x - 12 + 2 =

= 2 x - 1 4 x2 - 4 x + 1 + 2 = 2 x - 1 4 x2 - 4 x + 3

⟹ go f (x) = 2 x - 1 4 x2 - 4 x + 3

-----------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------

Ej 17 a) sea f (x) = x + k y g (x) =
2

x
. Hallar k para que go f 1 = -4

Con el k hallado encontrar fo g 1

Hacemos la composición de g con f , go f (x)

go f (x) = g (x + k) =
2

(x + k)
=

2

x + k

evaluamos en x = 1 ⟹ go f 1 =
2

1 + k
y como es igual a - 4

go f 1 =
2

1 + k
= -4 ⟹

2

-4
= 1 + k ⟹ -

1

2
= 1 + k ⟹

⟹ k = -
1

2
- 1 ⟹ k = -

3

2

Entonces k = -
3

2
para que go f 1 = -4

Con este valor de k reemplazando en f da f (x) = x -
3

2

Calculemos fo g 1

fo g (x) = f (g (x)) = f
2

x
=

2

x
-
3

2
=
2

x
-
3

2

evaluamos en x = 1

fo g 1 = f g 1 =
2

1
-
3

2
=
1

2

Entonces fo g (1) =
1

2

----------------------------------------------
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Ej 17 b) Sea f (x) = k x - 2 y g (x) =
2 x + 6

-x + 4

hallar k para que go f 1 = 5 y con ese k hallado calcular fo g 1

Calculamos go f (x)

go f (x) = g (f (x)) =
2 k x - 2 + 6

-k x - 2 + 4
=
2 k x - 4 + 6

-k x + 2 + 4
=
2 k x + 2

-k x + 6

Evaluamos go f 1 =
2 k 1 + 2

-k 1 + 6
=
2 k + 2

-k + 6
e igualamos a 5

go f 1 =
2 k + 2

-k + 6
= 5 ⟹ 2 k + 2 = 5 · -k + 6 ⟹ 2 k + 2 = -5 k + 30 ⟹

⟹ 7 k = 28 ⟹ k = 4

Entonces k = 4 para que go f (1) = 5

Con este valor de k, f (x) = 4 x - 2

fo g (x) = f (g (x)) = f
2 x + 6

-x + 4
= 4

2 x + 6

-x + 4
- 2 =

8 x + 24

-x + 4
- 2

evaluamos en x = 1

fo g 1 =
8 · 1 + 24

-1 + 4
- 2 =

32

3
- 2 =

26

3

Entonces fo g (1) =
26

3

------------------------------------------------------

---------------------------------------

Ej 18 Sea f (x) = 2 x - 1 y g (x) =
1

x + 3
- 2

Hallar fo g y go f y escribir las ecuaciones de las AV y AH

Calculemos fo g

fo g (x) = f (g (x)) = f
1

x + 3
- 2 = 2

1

x + 3
- 2 - 1 =

2

x + 3
- 2 =

=
2 - 2 x + 3

x + 3
=
2 - 2 x - 6

x + 3
=
-2 x - 4

x + 3

Entonces fo g (x) =
-2 x - 4

x + 3

aplicacnod el algoritmo de division de polinomios para dividir

-2 x - 4 con x + 3 o la regla de Ruffini : se obtiene
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-2 x - 4 = x + 3 -2 + 2

Podemos escribir fo g (x) =
-2 x - 4

x + 3
=
x + 3 -2 + 2

x + 3
= -2 +

2

x + 3

fo g (x) =
2

x + 3
- 2

Dom fo g =  - {-3}

Imagen fo g =  - {-2}

AV en x = -3

AH en y = -2

graf18fogPract3 =

representación gráfica

Plot
2

x + 3
- 2, -2, {x, -8, 2},

rango de representación

PlotRange  {{-8, 2}, {-8, 4}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1

-8 -6 -4 -2 2

-8

-6

-4

-2

2

4

--------------------

Calculemos go f

go f (x) = g (f (x)) = g 2 x - 1  =
1

2 x - 1 + 3
- 2 =

1

2 x + 2
- 2 =

=
1

2 x + 1
- 2 =

1
2

x + 1
- 2

Entonces

go f (x) =
1
2

(x + 1)
- 2

Dom go f =  - {-1}
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Imagen go f =  - {-2}

AV en x = -1

AH en y = -2

--------------------

graf18gofPract3 =

representación gráfica

Plot

1
2

x + 1
- 2, -2, {x, -4, 2},

rango de representación

PlotRange  {{-4, 2}, {-6, 4}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1

-4 -3 -2 -1 1 2

-6

-4

-2

2

4

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-

- Función Inversa :

Estudiar teoría de los pdf' s :

funcion_inversa.pdf

Resolver Ejercicios : 20 a, 20 d, 20 e, 20 g, 22 a y 22 d

--------------------------------------------------------------------------------

Sólo quería agregar unos comentarios sobre función inversa :

Sea f (x) = x2 definida como f :≥0⟶≥0 (Dom f = ≥0 , Cod (f) = Imagen f = ≥0)

es decir que nos quedamos con la rama derecha de la parábola y = x2

Así definida f es biyectiva y tiene función inversa

ver doc de las teóricas para una explicación de función biyectiva

De acuerdo a lo visto anteriormente, la función inversa de f es

f-1 (x) = x f-1 :≥0⟶≥0

Dom f-1 = Imagen f = ≥0 , Cod f-1 = Imagen f-1 = Dom f = ≥0
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Ponemos este ejemplo para decir que "lo que hace f lo deshace f-1"

y viceversa

---------

Sea g (x) = -x2 g :<0⟶>0 (Dom g = <0 , Cod (g) = Imagen g = ≥0)

es decir que g (x) es la rama izquierda de la parábola y = x2 sin el 0

De acuerdo a lo visto anteriormente, la función inversa de g es

g-1 (x) = - x definida como g-1 :≥0⟶<0

Dom g-1 = Imagen g = ≥0 , Cod g-1 = Imagen g-1 = Dom g = <0

Ponemos este ejemplo para decir que "lo que hace g lo deshace g-1"

y viceversa

Por eso cuando tenemos que despejar de una ecuación cuadrática sencilla tipo

x2 = 4

cómo nos deshacemos del cuadrado para despejar x?

Habría que usar la inversa del cuadrado o sea "deshacer el efecto de elevar al

cuadrado con la raíz cuadrada f-1 para x ≥ 0 y por otra parte considerar

el caso x < 0 y usar g-1 que es la inversa del cuadrado cuando x < 0 "

Usemos esto para encontrar las soluciones de x2 = 4 x es cualquier número real

entonces divido la solución en dos casos x ∈ [0, +∞ ó x ∈ -∞, 0

i) caso x ≥ 0

x2 = 4 ⟹ aplico la que es la f-1

a ambos miembros pues es la inversa del caso x ≥ 0 y de esa manera

desharé el efecto del cuadrado para que me dé x , del lado izquierdo de la ecuación

x2 = 4 ⟹ como x ≥ 0 ⟹ x = 2

ii) caso x < 0

x2 = 4 ⟹ aplico la - que es la g-1

a ambos miembros pues es la inversa del caso x < 0 y de esa manera

desharé el efecto del cuadrado para que me dé x , del lado izquierdo de la ecuación

- x2 = - 4 ⟹ como x < 0 ⟹ x = -2

del

Del lado izquierdo usé la propiedad de que g-1o g (x) = x

El conjunto solución S de x2 = 4 x ∈ 

uniendo las soluciones de los dos casos es

S = {-2, 2}

+++++++++++++++++

Uds dirán "pero esto ya lo sabíamos aplicando módulo!

para resolver x2=4 x∈ "

Y si, menos mal que todo cierra y da lo mismo, digo yo.
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Tal vez ésta sea una justificación de porqué x2 = x

+++++++++++++++++++++

Conclusión:

una vez demostrada la existencia de la operación inversa uno la usa

para obtener el resultado asi de una.

Entonces cuando les aparezca encontrar las soluciones de

x2 = 4 x ∈ 

usan módulo y listo, así :

x2 = 4 ⟹ x2 = 4 ⟹ x = 2 ⟹ x = 2 ó x = -2 son las soluciones

pero ahora saben que está ok porque

alguien les contó de donde viene este resultado de módulo ...

---------------------------

Otro comentario :

tomen un x genérico x ∈ 

Sea f la función que lo multiplica por 2 y le resta 3

f hace esto : x ⟶ 2 x ⟶ 2 x - 3

f (x) = 2 x - 3 , ok esto lo saben

como f es lineal es biyectiva y tiene inversa f-1

Justamente cuando calculamos la inversa el método indica

despejar x como función de y y al final intercambiar x⟷y

para que quede f-1 (x) ok esto lo saben

recuerden que f multiplicaba por 2 y luego le restaba 3

fijense que el método va "deshaciendo" paso a paso lo que hizo f

y = 2 x - 3 ⟹ y + 3 = 2 x ⟹
y + 3

2
= x x⟷y f-1 (x) =

x + 3

2

f-1 hace esto : empieza por lo último que hizo f , suma 3 para deshacer

porque f restó 3 al final y lo que da lo divide por 2

porque f había multiplicado por 2

f-1 hizo esto : x ⟶ x + 3 ⟶
x + 3

2

Espero que hayan seguido la idea de como una f-1 deshace lo que hizo f

De acá es obvio que si

dado un x viene f y lo transforma en f (x)

si despues viene f-1 y deshace lo que hizo f, va a dar x de nuevo y viceversa

f-1o f (x) = f-1 (f (x)) = x y viceversa fo f-1 (x) = f f-1 (x) = x
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------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------

Comentario:

Siempre que me dan una f definida como f : ⟶ como en el caso a)

ó f : - {2}⟶ en el b me están indicando Dom f y Codominio de f

no me dan la imagen de f que tendré que calcular para dar el Dom f-1

-------------------------------

Ej 20 a) como f es lineal f (x) = 2 x - 4 f es biyectiva definida de

f :⟶ y la Imagen de f = 

Recordemos que una función es biyectiva leer las teóricas de matemática

si para cada x del Dominio de f se obtiene un único y = f (x) en el Codominio

y que ningún "y" en el Codominio puede quedar sin relacionarse por f

con algún x del Dominio
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La función inversa está definida si f es biyectiva y f está definida como

f : Dom (f)⟶Imagen (f)

es decir el Cod (f) = Imagen (f)

Si pasa esto para f, entonces existe f-1 y la misma estará definida como :

f-1 : Dom f-1 (que es laImagen (f)) ⟶ Imagen f-1 (que es el Dom (f))

La relación de biyectividad o de relación de "uno a uno", un elemento

del dominio de f con uno y sólo uno del Codominio de f se da cuando :

1. - si se interseca el gráfico de f con rectas horizontales y = b entonces

la recta y = b corta al gráfico de f en un único punto

2. - cuando el Codominio de f es igual al conjunto Imagen de f

Cod (f) = Imagen (f)

Por eso con la parábola, tuvimos que quedarnos con alguna de sus ramas

para definir la función inversa en cada rama por separado, porque si no,

no sería biyectiva y una recta horizontal y = b cortaría a la parábola

en más de un punto

------------------------------

sigamos con el Ej 20 a

como f es lineal f (x) = 2 x - 4 , f es biyectiva y está definida como

f :⟶ y la Imagen de f = 

Existe f-1 y estsrá definida como

f-1 : (que es laImagen (f)) ⟶  (que es el Dom (f))

Nota : En este caso coindicen Dom f con Imagen de f entonces no se aprecia la diferencia,

pero ténganlo presente para más adelante

el cálculo de f-1 se hace como Uds saben :

despejando x comom función de "y" y al final renombrar x⟷y para obtener una f-1 (x)

calculemos:

como f (x) = 2 x - 4 ponemos y = 2 x - 4 despejamos x :

y + 4 = 2 x ⟹
y + 4

2
= x

ya despejamos x como función de y, sólo resta renombrar x⟷y

entonces f-1 (x) =
x + 4

2
=
1

2
x + 2

f-1 (x) =
1

2
x +2 Dominio de f-1 = 

-----------------------------------------------

Verifiquemos la propiedad f-1o f (x) = x

Por definición de composición de funciones :

f-1o f (x) = f-1 (f (x)) = f-1 2 x - 4 =
1

2
2 x - 4 + 2 = x - 2 + 2 = x
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Está bien calculada f-1

Uds pueden verificar también que fo f-1 (x) = x también da

la función identidad y = x

y = x es conocida en el ambiente como función identidad

---------------------------------------------------

Otra propiedad interesante para verificar es la

siguiente propiedad geométrica entre los gráficos de f y f-1

los gráficos de f y f-1 son simétricos respecto a la función identidad

Es como que en y = x  la recta de pendiente 1 que pasa por el origen de coordenadas

hay un "espejo" que refleja el dibujo de f para dar el de f-1

Esto quiere decir además que si el punto (1, -2) ∈ Gráf (f)

entonces el punto (-2, 1) ∈ Gráf f-1

Y estos puntos son simétricos respecto el "espejo" la recta y = x

Veamos en un mismo gráfico los dibujos de f y el de f-1

y de 4 puntos de f y sus simétricos respecto a y = x de f-1

tabla20a = {{1, -2}, {-2, 1}, {6, 8}, {8, 6}, {0, -4}, {-4, 0}, {-1, -6}, {-6, -1}}

{{1, -2}, {-2, 1}, {6, 8}, {8, 6}, {0, -4}, {-4, 0}, {-1, -6}, {-6, -1}}

graf20alistplot =
representación de lista

ListPlot[tabla20a];

graf20aPract3 =

representación gráfica

Plot2 x - 4,
1

2
x + 2, x, {x, -10, 10},

rango de representación

PlotRange  {{-10, 10}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1;

la recta de color azul es 2 x - 4 , la de color naranja es
1

2
x + 2 y la de color verde es y = x
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muestra

Show[graf20aPract3, graf20alistplot]

-10 -5 5 10

-10

-5

5

10

------------------------------------------------------------

Ej 20 d) ahora f es la raíz cúbica f (x) =
2 x - 5

x + 1
f definida como f : - {-1}⟶

El dominio está ok porque no se puede dividir por 0 entonce x ≠ -1

El codominio que me dan es 

Veamos la imagen de f :

si quisiéramos calcular la imagen habría que despejar x como función de "y"

pero este es el método de calcular f-1 ?. Si es lo mismo.

ponemos y =
2 x - 5

x + 1
⟹ y x + 1 = 2 x - 5 ⟹ y · x + y = 2 x - 5

⟹ y · x - 2 x = -5 - y ⟹ x y - 2 = -5 - y ⟹ x =
-5 - y

y - 2

ya despejamos x como función de y, sólo resta renombrar x⟷y

f-1 (x) =
-5 - x

x - 2
y el Dom f-1 =  - {2}

-------------------------------

Verifiquemos la propiedad f-1o f (x) = x

Por definición de composición de funciones :

f-1o f (x) = f-1 (f (x)) = f-1
2 x - 5

x + 1
=
-5 -  2 x-5

x+1


 2 x-5
x+1

 - 2
=

-5 (x+1)-(2 x-5)
x+1

2 x-5-2 (x+1)
x+1

=

=
-5 x - 5 - 2 x + 5

2 x - 5 - 2 x - 2
=
-7 x

-7
= x

Está bien calculada f-1
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Uds pueden verificar también que fo f-1 (x) = x también da

la función identidad y = x

------------------------------

Grafiquemos f y f-1

la hipérbola
2 x - 5

x + 1
es la de color azul,

la de color naranja es la hipérbola
-5 - x

x - 2
y la de color verde es y = x

graf20dPract3 =

representación gráfica

Plot
2 x - 5

x + 1
,
-5 - x

x - 2
, x, {x, -10, 10},

rango de representación

PlotRange  {{-10, 10}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1

-10 -5 5 10

-10

-5

5

10

------------------------------------------------------------

Ej 20 e) ahora f es la parábola f (x) = 3 x2 + 2 f definida como f : [0, +∞⟶

Como el Dom (f) = [0, +∞ está ok para quedarnos con una rama de la parábola

si no, no sería biyectiva

Calculemos f-1

ponemos y = 3 x2 + 2 ⟹ y - 2 = 3 x2 ⟹ x2 =
y - 2

3
aplicando raíz cuadrada

⟹ x2 =
y - 2

3
⟹ x =

y - 2

3
pero como x ≥ 0 es x = x entonces queda

⟹ x =
y - 2

3

ya despejamos x como función de y, sólo resta renombrar x⟷y
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f-1 (x) =
x - 2

3

veamos el Dom f-1 :

la raíz cuadrada podrá calcularse cuando
x - 2

3
≥ 0 ⟹ x - 2 ≥ 0 ⟹ x ≥ 2

y el Dom f-1 = ≥1 = [2, +∞

-------------------------------

Verifiquemos la propiedad f-1o f (x) = x

Por definición de composición de funciones :

f-1o f (x) = f-1 (f (x)) = f-1 3 x2 + 2 =
3 x2 + 2 - 2

3
=

3 x2 + 2 - 2

3
=

=
3 x2

3
= x2 = x pero como x ⩾ 0 entoces x = x

finalmente: f-1o f (x) = x

Está bien calculada f-1

Uds pueden verificar también que fo f-1 (x) = x también da

la función identidad y = x

------------------------------

Grafiquemos f y f-1

la rama positiva de la parábola 3 x2 + 2 es de color azul,

la de color naranja es
x - 2

3
y la de color verde es y = x
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graf20ePract3 =

representación gráfica

Plot3 x2 + 2,
x - 2

3
, x, {x, 0, 10},

rango de representación

PlotRange  {{0, 10}, {0, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1

0 2 4 6 8 10
0

2

4

6

8

10

------------------------------------------------------------

Ej 20 g) ahora f es la parábola f (x) = x + 2 f definida como f : [-2, +∞⟶

El Dom (f) = [-2, +∞ está ok para poder efectuar la raíz cuadrada x + 2 ≥ 0

Asi definida Cod (f) ≠ Imagen ( f)

Comom la raíz cuadrada siempre da una número positivo Imagen (f) = ≥0

Asi redefinida f (x) = x + 2 con f : [-2, +∞⟶≥0 = [0, +∞

es biyectiva entonces ∃ f-1

Calculemos f-1 :

ponemos y = x + 2 elevamos al cuadrado ambos miembros ⟹ y2 =  x + 2 
2

⟹ y2 = x + 2 pero como x ∈ [-2, +∞ x + 2 ≥ 0 entonces x + 2 = x + 2

luego queda y2 = x + 2 ⟹ x = y2 - 2

ya despejamos x como función de y, sólo resta renombrar x⟷y

f-1 (x) = x2 -2 f-1 : [0, +∞⟶[-2, +∞

-------------------------------

Verifiquemos la propiedad f-1o f (x) = x con f (x) = x + 2 y f-1 (x) = x2 - 2

Por definición de composición de funciones :

f-1o f (x) = f-1 (f (x)) = f-1  x + 2  =  x + 2 
2
- 2 y como x ≥ 0 para f-1
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=  x + 2 
2
-2 = x + 2 - 2 = x se fue la raíz cuadrada con el cuadrado porque x + 2 ≥ 0

finalmente: f-1o f (x) = x

Está bien calculada f-1

Uds pueden verificar también que fo f-1 (x) = x también da

la función identidad y = x

------------------------------

Grafiquemos f y f-1

-2 2 4 6 8 10

-10

-5

5

10

-------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------
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Ej 22 a) f (x) = -2 x + 1 g (x) =
-x + 3

4 x - 1

calcular h = g o f y h-1

h (x) = g o f (x) = g (f (x)) = g -2 x + 1 =
--2 x + 1 + 3

4 -2 x + 1 - 1
=

2 x - 1 + 3

-8 x + 4 - 1
=

2 x + 2

-8 x + 3

Entonces h (x) =
2 x + 2

-8 x + 3

h (x) estará definida si - 8 x + 3 ≠ 0 ⟹ -8 x ≠ -3 ⟹ x ≠
3

8

Dom (h) =  - 
3

8


por división de polinomios 2 x + 2 = -
1

4
-8 x + 3 +

11

4

Entonces, h (x) =
2 x + 2

-8 x + 3
=
- 1

4
 -8 x + 3 + 11

4

2 x - 3
4

= -
1

4
+

11
4

-8 x + 3

Asi escrita, es fácil ver que y = -
1

4
es AH de h (x) y por lo tanto

Imagen (h) =  - -
1

4


Entonces h es biyectiva definida como h :  - 
3

8
⟶ - -

1

4


Luego existe h-1 que estará definida como h-1 : - -
1

4
⟶ - 

3

8


Calculemos h-1

ponemos y =
2 x + 2

-8 x + 3
⟹ y · -8 x + 3 = 2 x + 2 ⟹ -8 y · x + 3 y = 2 x + 2

⟹ -8 yx - 2 x = 2 - 3 y ⟹ x -8 y - 2 = 2 - 3 y ⟹ x =
2 - 3 y

-8 y - 2

ya despejamos x como función de y, sólo resta renombrar x⟷y

h-1 (x) =
2 - 3 x

-8 x - 2
h-1 : - -

1

4
⟶ - 

3

8


-------------------------------

Verifiquemos la propiedad h-1o h (x) = x con h (x) =
2 x + 2

-8 x + 3
y h-1 (x) =

2 - 3 x

-8 x - 2

Por definición de composición de funciones :

h-1o h (x) = h-1 (h (x)) = h-1
2 x + 2

-8 x + 3
=

2 - 3  2 x+2
-8 x+3 

-8  2 x+2
-8 x+3  - 2

=
2 (-8 x+3)-3 (2 x+2)

-8 x+3

-8 (2 x+2)-2 (-8 x+3)
-8 x+3

=

=
-16 x+6-6 x-6

-8 x+3

-16 x-16+16 x-6
-8 x+3

=
-22 x

-22
= x

finalmente: h-1o h (x) = x
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Está bien calculada h-1

h-1 (x) =
2 - 3 x

-8 x - 2

dividiendo el numerador - 3 x + 2 por - 8 x - 2 se obtiene :

-3 x + 2 =
3

8
-8 x - 2 +

11

4

entonces h-1 (x) =
-3 x + 2

-8 x - 2
=

3
8
-8 x - 2 + 11

4

-8 x - 2
=
3

8
+

11
4

-8 x - 2

-----------------------------------

Asíntotas de h-1

AV de h-1 es la recta vertical x = -
1

4

AH de h-1 es la recta horizontal y =
3

8

-----------------------------

graf22aPract3 =

representación gráfica

Plot
2 x + 2

-8 x + 3
,
-3 x + 2

-8 x - 2
, x, {x, -4, 4},

rango de representación

PlotRange  {{-4, 4}, {-4, 4}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

---------------------------------------------------

Ej 22 d) f (x) =
x - 2

3 x + 5
g (x) = 2 x - 1

calcular h = g o f y h-1

h (x) = g o f (x) = g (f (x)) = g
x - 2

3 x + 5
= 2

x - 2

3 x + 5
- 1 =

2 x - 2 - 1 3 x + 5

3 x + 5
=
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=
2 x - 4 - 3 x - 5

3 x + 5
=
-x - 9

3 x + 5

Entonces h (x) =
-x - 9

3 x + 5

h (x) estará definida si 3 x + 5 ≠ 0 ⟹ x ≠ -
5

3

Dom (h) =  - -
5

3


observen que por división de polinomios - x - 9 = -
1

3
· 3 x + 5 -

22

3

Entonces, h (x) =
-x - 9

3 x + 5
=
- 1

3
 · 3 x + 5 - 22

3

3 x + 5
= -

1

3
-

22
3

3 x + 5

Asi escrita, es fácil ver que y = -
1

3
es AH de h (x) y por lo tanto

Imagen (h) =  - -
1

3


Entonces tenemos h (x) =
-x - 9

3 x + 5
h :  - -

5

3
⟶ - -

1

3


-------------------

Entonces h es biyectiva definida como h :  - -
5

3
⟶ - -

1

3


Luego existe h-1 que estará definida como h-1 : - -
1

3
⟶ - -

5

3


Calculemos h-1

ponemos y =
-x - 9

3 x + 5
⟹ y · 3 x + 5 = -x - 9 ⟹ 3 y · x + 5 y = -x - 9

⟹ 3 y · x + x = -9 - 5 y ⟹ x 3 y + 1 = -9 - 5 y ⟹ x =
-9 - 5 y

3 y + 1

ya despejamos x como función de y, sólo resta renombrar x⟷y

h-1 (x) =
-9 - 5 x

3 x + 1
h-1 :  - -

1

3
⟶ - -

5

3


-------------------------------

Verifiquemos la propiedad h-1o h (x) = x con h (x) =
-x - 9

3 x + 5
y h-1 (x) =

-9 - 5 x

3 x + 1

Por definición de composición de funciones :

h-1o h (x) = h-1 (h (x)) = h-1
-x - 9

3 x + 5
=
-9 - 5  -x-9

3 x+5 

3  -x-9
3 x+5  + 1

=
-9 (3 x+5)-5 (-x-9)

3 x+5

3 (-x-9)+1 (3 x+5)
3 x+5

=

=
-27 x-45+5 x+45

3 x+5

-3 x-27+3 x+5
3 x+5

=
-22 x

-22
= x

finalmente: h-1o h (x) = x
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Está bien calculada h-1

h-1 (x) =
-9 - 5 x

3 x + 1
=
-5 x - 9

3 x + 1

dividiendo el numerador - 5 x - 9 por 3 x + 1 se obtiene :

-5 x - 9 = -
5

3
3 x + 1 -

22

3

entonces h-1 (x) =
-5 x - 9

3 x + 1
=
- 5

3
 3 x + 1 - 22

3

3 x + 1
= -

5

3
-

22
3

3 x + 1

-----------------------------------

Asíntotas de h-1

AV de h-1 es la recta vertical x = -
1

3

AH de h-1 es la recta horizontal y = -
5

3

-----------------------------

graf22dPract3 =
representación gráfica

Plot
-x - 9

3 x + 5
,
-5 x - 9

3 x + 1
, x, -

5

3
, -

1

3
,

{x, -5, 5},
rango de representación

PlotRange  {{-5, 5}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  2

-4 -2 2 4

-10

-5

5
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++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

Resolver Ejercicios Surtidos Práctica 3 : 2, 3, 6, 7, 9 y 11
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------------------------------------------------------------------

Ejercicios Surtidos Práctica 3 :

-----------------------------------

Ej. Surtidos 2

f (x) =
ax - 2

3 x - b
hallar a, b ∈  tal que y = 2 sea AH y x = 5 sea AV de f

Con a y b obtener el C+ de f (x)

Como x = 5 es AV de f entonces f no tiene en su dominio a x = 5

planteamos esto para obtener b :

3 · 5 - b = 0 ⟹ b = 15

De esta manera y con este valor de b = 15 Dom (f) =  - {5}

para hallar a y como la recta y = 2 es AH de f (x) :

lim
x+∞

ax - 2

3 x - 15
= 2 (*)

Pero el cálculo del límite da lim
x+∞

x a - 2
x


x 3 - 15
x

= lim

x+∞

a - 2
x


3 - 15
x

=
a

3

Luego despejamos a de (*):

a

3
= 2 ⟹ a = 6

De esta manera y con este valor de a = 6 Imagen (f) =  - {2}

---------------------

Calculemos C+ de f (x) con a = 6 y b = 15

f (x) =
6 x - 2

3 x - 15

recordemos que C+ = {x ∈ Dom (f) / f (x) > 0}

planteemos eso : f (x) > 0

6 x - 2

3 x - 15
> 0

Esto sucederá si

caso 1 6 x - 2 > 0 y 3 x - 15 > 0 ó caso 2 6 x - 2 < 0 y 3 x - 15 < 0

6 x > 2 y 3 x > 15 ó 6 x > 2 y 3 x < 15

x >
1

3
y x > 5 ó x <

1

3
y x < 5
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S1 = (5, +∞) ⋃ S2 = -∞,
1

3

S = S2 ⋃ S1 = -∞,
1

3
⋃ (5, +∞)

entonces C+ = -∞,
1

3
⋃ (5, +∞)

como 6 x - 2 = 2 3 x - 15 + 28

6 x - 2

3 x - 15
=
2 3 x - 15 + 28

3 x - 15
= 2 +

28

3 x - 15

grafSurt2Pract3 =

representación gráfica

Plot
6 x - 2

3 x - 15
, 2, {x, -5, 15},

rango de representación

PlotRange  {{-5, 15}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1

-5 5 10 15

-10

-5

5

10

------------------------------------------------------------------

-------------------------------------

Ej. Surtidos 3

f (x) =
a

5 - 2 x
encontrar a ∈  para que se verifique que f (4) = 2

evaluamos f en x = 4

2 = f (4) =
a

5 - 2 · 4
=

a

-3
⟹ 2 =

a

-3
⟹ a = -6

entonces f (x) =
-6

5 - 2 x
=

6

2 x - 5
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6

2 x - 5

-----------------------------------

Calculemos f-1

planteamos y =
6

2 x - 5
para despejar x como función de y

y =
6

2 x - 5
⟹ y · 2 x - 5 = 6 ⟹ 2 y · x - 5 y = 6 ⟹ 2 y · x = 6 + 5 y

⟹ x =
6 + 5 y

2 y

ya despejamos x como función de y, sólo resta renombrar x⟷y

f-1 (x) =
5 x + 6

2 x

como
5 x + 6

2 x
=
5

2
+
3

x
se ve que Dom f-1 =  - {0} e Imagen f-1 =  - 

5

2


f-1 (x) =
5 x + 6

2 x
definida como f-1 : - {0}⟶ - 

5

2


grafSurt3Pract3 =
representación gráfica

Plot
6

2 x - 5
,
5 x + 6

2 x
, 0,

5

2
, x,

{x, -10, 10},
rango de representación

PlotRange  {{-10, 10}, {-10, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1

-10 -5 5 10

-10

-5

5

10

------------------------------------------------------------------
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-----------------------------

Ej. Surtidos 6

f (x) =
k x - 5

2 - x

Como Imagen (f) =  - {3}

escribamos f (x) en la forma
A

Bx + C
+ M

dividimos k x - 5 con - x + 2

k x - 5 = (-k) -x + 2 + 2 k - 5

entonces :

k x - 5

-x + 2
=
(-k) -x + 2 + 2 k - 5

-x + 2
= (-k) +

2 k - 5

-x + 2

Escrita f (x) en esta forma nos permite concluir que

Dom (f) =  - {2} e Imagen (f) =  - {-k}

y como por hipótesis Imagen (f) =  - {3} entonces k = -3

k = -3

----------------------

Con este valor de k = -3 reemplazamos en f (x) =
k x - 5

2 - x
= (-k) +

2 k - 5

-x + 2

y queda :

f (x) =
-3 x - 5

2 - x
= --3 +

2 -3 - 5

-x + 2
= 3 +

-11

-x + 2

Entonces :

la recta vertical x = 2 es AV de f (x) =
-3 x - 5

2 - x
= 3 +

-11

-x + 2

la recta horizontal y = 3 es AH de f (x) =
-3 x - 5

2 - x
= 3 +

-11

-x + 2

------------------------------------------------------------------

---------------------------

Ej. Surtidos 7
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f (x) =
1

x + 2
g (x) = 3 x + 1 y h = f o g

Calculemos h = f o g

h (x) = f o g (x) = f (g (x)) = f 3 x + 1 =
1

3 x + 1 + 2
=

1

3 x + 1 + 2
=

1

3 x + 3

h (x) =
1

3 x + 3

---------------------------

Calculemos h-1

ponemos y =
1

3 x + 3
⟹ y · 3 x + 3 = 1 ⟹ 3 y · x + 3 y = 1 ⟹

⟹ 3 y · x = 1 - 3 y ⟹ x =
1 - 3 y

3 y

ya despejamos x como función de y, sólo resta renombrar x⟷y

h-1 (x) =
1 - 3 x

3 x
=

-3 x + 1

3 x
= -1 +

1
3

x

se ve que Dom h-1 =  - {0} e Imagen h-1 =  - {-1}

h-1 (x) =
-3 x + 1

3 x
definida como h-1 : - {0}⟶ - {-1}

Busquemos los ceros de h-1

C0 = x ∈ Dom h-1  h-1 (x) = 0

Entonces h-1 (x) = 0 ⟹
-3 x + 1

3 x
= 0 ⟹ -3 x + 1 = 0 ⟹ x =

1

3

C0 = 
1

3


------------------------------------------------------------------

---------------------------

Ej. Surtidos 9

f (x) =
ax + 1

bx + 2
a, b ∈  Hallar a y b si x =

1

3
es un cero de f y

la recta de ecuación y = 3 es AH de f. Luego hallar Dom f

---------
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Si x =
1

3
es un cero de f ⟹ a ·

1

3
+ 1 = 0 ⟹ a ·

1

3
= -1 ⟹ a = -3

si y = 3 es AH de f ⟹ lim
x+∞

ax + 1

bx + 2
= 3 ⟹ lim

x+∞

x a + 1
x


x b + 2
x

=
a

b
= 3

Como a = -3 ⟹
-3

b
= 3 ⟹ sale b = -1

Entonces f (x) =
ax + 1

bx + 2
=
-3 x + 1

-x + 2

Luego - x + 2 ≠ 0 ⟹ x ≠ 2

Dom (f) =  - {2}

------------------------------------------------------------------

---------------------------

Ej. Surtidos 11

f (x) =
2 x - 1

x - 3
g (x) = x - a h = f o g

Dom (f) =  - {3} e imagen (f) =  - {2}

Calculemos h

h (x) = f o g (x) = f (g (x)) = f (x - a) =
2 (x - a) - 1

(x - a) - 3
=
2 x - 2 a - 1

x - a - 3

como h (4) = 5 entonces

5 = h (4) =
2 · 4 - 2 a - 1

4 - a - 3
=
7 - 2 a

1 - a
⟹ 5 =

7 - 2 a

1 - a
⟹ 5 · 1 - a = 7 - 2 a

⟹ 5 - 5 a = 7 - 2 a ⟹ -2 = -2 a + 5 a ⟹ -2 = 3 a ⟹ a = -
2

3

Luego a = -
2

3
para que h (4) = 5 entonces

h (x) =
2 x - 2 a - 1

x - a - 3
=
2 x - 2 · - 2

3
 - 1

x - - 2
3
 - 3

=
2 x + 4

3
- 1

x + 2
3
- 3

=
2 x + 1

3

x - 7
3

reescribamos h (x) como

2 x +
1

3
= 2 x -

7

3
+ 5

2 x + 1
3

x - 7
3

=
2 x - 7

3
 + 5

x - 7
3


= 2 +
5

x - 7
3

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h (x) =
2 x + 1

3

x - 7
3

= 2 +
5

x - 7
3


Asi escrita vemos que Dom (h) =  - 
7

3
 e Imagen (h) =  - {2}

----------------------

Nos piden hallar h-1

ponemos y =
2 x + 1

3

x - 7
3

⟹ y · x -
7

3
= 2 x +

1

3
⟹ y · x -

7

3
y = 2 x +

1

3
⟹

⟹ y · x - 2 x =
7

3
y +

1

3
⟹ x y - 2 =

7

3
y +

1

3
⟹ x =

7
3
y + 1

3

y - 2

ya despejamos x como función de y, sólo resta renombrar x⟷y

h-1 (x) =
7
3 x + 1

3

x - 2

escribamos
7

3
x +

1

3
=
7

3
x - 2 + 5

entonces

7
3
x + 1

3

x - 2
=

7
3
x - 2 + 5

x - 2
=
7

3
+

5

x - 2
es decir que

h-1 (x) =
7
3 x + 1

3

x - 2
=
7

3
+

5

(x - 2)

Vemos que asi escrita es fácil ver que Dom h-1 =  - {2} e Imagen h-1 =  - 
7

3


------------------------

Gráfico de h y h-1
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grafSurt11Pract3 =

representación gráfica

Plot
2 x + 1

3

x - 7
3

,

7
3
x + 1

3

x - 2
, 2,

7

3
, {x, -6, 10},

rango de representación

PlotRange  {{-6, 10}, {-5, 10}},
cociente de aspecto

AspectRatio  1

-5 5 10

-4

-2

2

4

6

8

10
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