Resolucidén de ejercicios seleccionados - Practica 3
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Repaso Practica 3 :

Estudiar teoriade lospdf' s:
limites_en _infinito.pdf
asintotas_horizontales.pdf
limites_puntuales.pdf

asintotas_verticales.pdf

ResolverEjercicios :

Nociénde limite
conceptual : si tengo la siguiente expresién : 4 x3, pensemos qué sucede cuando x - +® ?
Imaginen que x vale 1000.

x® sera (1000)> = 1000 - 1000 - 1000 = 10°, milmillones y por 4, dara 4000 millones.

Y si tomo un x mas grande todavia, es claro que va a dar mds grande aun, porque esté al cubo.

Entonces para x » +®, dara como resultado + «.

Esta idea del comportamientode £ (x) = 4 x% en +o seescribeasi :

lim4x®*=+w
X—>+00

y se lee "el limite cuando x tiende a +x de 4x3 es +oo"

Peroquepasasix-» - (sixtiendea -w) ?

como x es muy negativo y esté elevado al cubo, el resultado serd muchomas negativo, por el cubo.

3

Esta idea del comportamientode f (x) = 4% en - seescribeasi:

lim4x3=-o
X—->-00
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y se lee "el limite cuando x tiende a -« de 4x%3 es -oo"

Plot[4x®, {x, -4, 4}, PlotRange » {{-4, 4}, {-10, 10}}, AspectRatio - 0.5]

10

-4 -2 I 2 4

-10L

Otro concepto : qué pasa si tengo un nimero en el numerador, pero el denominador es mas grande?

1
Por ejemplo : —
X

=0.0010seal03

1
Six =1000, — dacomoresultado
x

Ysix=1000000=1millén = 10°

1 1
=~ dar =0.000001 = 10-°

a =
x 1000000 1millén

Es decir, que a medida que x sea cada vez mas grande,

como esté en el denominador, el cociente se va pareciendomasao.

Enel limite, cuandox - +o» f (x) tiendea0 (f (x) -» 0)

1
Esta idea del comportamientode f (x) = — en +®» se escribe asi :
X

B 1
lim—=0
X->+00 X

Ah, peroentonces la rectahorizontaly = 0 es asintotahorizontal. Ok, ver definicién debajo
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1
Plot[—, {x, -10, 10}, PlotRange - {{-10, 10}, {-10, 10}}, AspectRatio - 0.75]
X

10y

-10 5 I 5 10

-10%-

Idempara x negativos, piensen qué sucede si tomo x cada vez mas negativos :

1
— se ird aproximando a 0 , pero convalores negativos, cercade0 (se aproxima por debajo del 0)
x
1 6 . . .
— = -0.000001 =-10""|, etc. etc., sitomamosvaloresmas negativos
-1000000

Definicién Asintota horizontal :

silimf (x) =b , bun numero real, sedice que la recta horizontal y=b

X—>+00

es Asintota horizontalde f (x) parax - +w

silimf (x) =c , cunnumeroreal, sedice que la recta horizontal y=-c

X>-00

es Asintota horizontalde f (x) parax - -

Los valores de £ (x) se van aproximando cada vez mas al valorb ("por arriba o por debajo de b")

y nuncavaleb salvoenellimite cuandox tiendea +

De manera similar, los valores de £ (x) se van aproximando cada vez mas al valor c
("por arriba o por debajo de c")

y nunca valec salvoenellimite cuandox tiendea -
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Puede suceder que

1. - £ (x) tenga una asintotahorizaontaly =b cuandox » +©

y otra asintotahorizontaly = c cuandox -» -o

62. -que sealamismay =b = ¢ tantopara x » +o como parax -» -,

o0 3. - que tenga asintota horizontaly = e sélocuandox -» +oyqueparax -» -
no tenga asintota horizontal

0 4. - que tenga asintotahorizontaly =t sélocuandox -» -y que parax - +
no tenga asintota horizontal

0 5. - que no tenga asintota horizontal ni para x » +ooni para x » -

Algebrade Limites
Seana, b nimeros realesy f (x) y g (x) dos funciones.

l1.-Silimf (x) =a ylimg(x)=b = 1lim [f(x)*g(x)] =a Db

X—>+00
"si existe el limite de cada una de las funciones, el limite de una suma de funciones
es la suma de los limites de cada una de ellas. Idem con la resta"

2.-Silimf(x) =a ylimg(x) =b = 1lim [f(x) -g(x)] =a - b
X-+0 X+

X—-+00

"si existe el limite de cada una de las funciones, el limite de un producto de funciones

es el producto de los limites de cada una de ellas"

£ (x) a

1==

X->+00 g (x) b

3.-8ilimf(x) =a y limg(x)=b (b#0) = Llim |
X—+00

X—-+00

"si existe el limite de cada una de las funciones, el limite de un cociente de funciones

es el cociente de los limites de cada una de ellas"

4. - Silim f (x) =a y kesunnumeroreal = lim [k-£f(x)] =k 1lim £ (x) =k - a
X +oo X400 X400

5.-Silimf(x) =a y limg (x) =b (a>0) = }irgf(x)g(x)=ab

6. - sik es unnumero real ,](.ilg k=k (Ejemplo : ,Z(L_)J:(lg 5= 5)

7. - Si,](._):i:(ng(x)=a = }_H:If(x)}:lal

7.-S8ilim f (x) =a y limg (x) =20 = 1lim [f (x) *+g (x)] =%

X—+00 X—+00 X=+©
8.1-Silim £ (x) =a y limg (x) =t®» = lim [£ (x).g (x)] = o (sia>0)
8.2-Silim £ (x) =a y limg (x) =t» = lim [£ (x).g (x)] = %o (sia<0)

X+ X+ X+

9.1- Silim f (X) =+w y kesunnumeroreal, k#0 = 1lim [k-£f (x)] =k - 1lim f (X) = 2z
X+

X+ X+

9.2- Silim f (X) =+t y kesunnumeroreal, k#0 = 1lim [k/f (x)] =k/ lim £ (x) =0
X-+00

X->+00 X-+00

10. - 8i lim £ (x)

X+

a ylimg(x) =+t0o = 1lim [f£(x)/g(x)] =0 (V a€eR)
X-+00 X->+®

Los demas casos de producto y divisién deben analizarse caso por caso

Los mismos resultados se aplican para cuando el 1limite se calculaparax -» -©

Reglaparael calculode limites cuando x » t®
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Cuando se calculael limite cuando x » +© del cocientede f (x) cong (x)
con f y g funciones polindémicas conviene sacar factor comian x elevado al maximo

exponente tanto en numerador como denominador

i) el numerador tiene un exponente en x mayor que en el denominador

x3+2x%-%x+5

£ (x)

g(x) =x>+3x-4

Entonces
3 2 _ 1 5
. £ (%) o o x34+2x%2-x+5 % (1+x x2+x3)
lim =1lim ———— = 1lim
X +00 g(x) X +00 2x2+3x_4 X+ %2 (2+1_i)
x x?
x3
. s o 3 2 3
simplificandox®conx“, — =x, esdecir:
x
x(1+&—L+i) 1+&_L+i)

. x x? x3 . x x? x3
lim =11m[x- ]=
X+ (2+;_i) X+ (2+l_i)

x x? x x?

(1+&-%+%) lim (1+£—%+%)
. N X+ X X X
11mx-l:|.m[ X X x ]=1 .
X->+®© X+ (2+1_i2) X+ 1lim (2+§_i2)

X X X +00 X X

veamos si existen los limites del numerador y del denominador :

teniendo en cuenta que — -» 0 que = - 0y que = - 0O cuandox » +
x X b

entonces en el numerador
2 1 5 2 1 5

1y —=-—+—| =1im 1+1im —-1lim —+1lim —=1+0-0+0=1
x x2 x3 X->+0 X+ g X->+0 x2 X5+ x3

lim

X->+00

3
Idemen el denominador : — - 0y que - - 0 cuando x -» +®
x X

3 4 3 4
lim (2+———) =1lim 2+1im —-1lim —=2+0-0=2

X->+00 x x2 X+ X+ g X->+00 x2

Entonces, juntando todo y como existen los limites del numerador y del

denominador

. x3+2x%2-x+5
lim —=. ... .. =
x40 2 x243x-4

lim (142 -2 42
X

X+ X x3

=limx -
x4 lim (2 . i)
X

X->+00 x2

I

I
—~
+
8
~

N |-

n

+
8

ii) el numerador tiene un exponente en x igual que en el denominador

£(x) =3x*-2x+3

-2x%+3x-1

g (x)

Entonces
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2 2 3
£ (x 3x2-2x+3 x (3'_"'_2)
1im 2 gy SXC2XYI =X
x2t@ g (%) X4 _ 9 92 L Jxg-_1 HH® g2 (_2+§_L)
X xz
x2
simplificando x? con x? , e 1, queda:
X
-2+ 3]
lim x_x

X+ (_2+;_L)
x

%2

veamos si existen los limites del numerador y del denominador :

en el numerador y teniendo en cuenta que — » 0 y que - - 0 cuandox » +©
X X

2 3 2 3
lim (3——+—2] =1lim 3-1im —+1lim —=3-0+0=3

X->+00 x x X->+00 X5+ g2 X->+00 x2

3
Idemen el denominador: — - 0y que = 0 cuando x -» +®
x b3

3 1 3 1
lim (—2+———] =1lim -2+1im —-1lim —=-2+4+0-0=-2

—+00 —+00 —+00 -+
X+ x x2 X+ X>+® g X+ g

Entonces, juntando todo y como existen los limites del numerador y del

denominador
i 2 3
. 3x2-2x+3 1'_1,'520 (3_x+x2) 3 3
llm—:.....= = = - —
Xt _ 2o yx2 4. 3x-1 1im (_2 + 3 _L) (_2) 2
X+ X x2

Cuando el numerador y el denominador tienen como maximo exponente de x el mismo grado
el resultadodel limite cuando x » t© es el cociente de los coeficientes que

acompaifan a los exponentes de mayor e igual grado

iii) el numerador tiene un exponente en x menor que en el denominador
f(x)=-2x+7

g(x) =5x%x>+3x-1

Entonces

£(x) . -2x+7 o ox(-2+2)

=1lim ————— = 1im

x—>+cog(x) X->+0 5x2+3x_1 x—>+cox2 5+§_L2)
X X

x
-2+ 1) 1 (—2 + 1)
lim - lim [~ 1]
X+ x5+;_1) X+ © g (5+§_L)
x  x? x x?
1
veamos si existen los limites de — y del numerador y del denominador del 2 do factor :
x

1
Por una parte 1lim — = 0
X+ x

En el numerador y teniendo en cuenta que — - 0 cuandox - +®
X
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7 7
lim(—2+—) =1lim-2+1im—=-2+0=-2

X+ X+ X+
X X

1

3
Idemen el denominador : como — - 0y que - - 0O cuando x -» +®
x X

3 1 3 1
1im[5+———) =1lim5+1im—-1im—=5+0-0=5

@ —+00 @ —+00
X+ X X X+ X+ X X+ X

Entonces, juntando todo y como existen los limites de —

x
y del numerador y del denominador del 2 do factor :
-2x+7
lim —=. ... .. =
o 5x243x-1
—2+1 lim (-2+ 1
1 ( 2+ ) 1 ->+oo( ) -2
=lim = ——*— - 1im — . = - =0-( )=0
o x (5+1-L) *4° X 1im (5+1-L) (5)
X x2 X+ X x2

Veamos ahora la resolucién de algunos ejercicios
de la Practica 3 hastael Ej 5 inclusive

| 7
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PRACTICA 3

_—— ]
LIMITE DE FUNCIONES Y ASINTOTAS
Ejercicio 1.- Analizando el grifico de f, determinar, siexisten. hm f(x) v lim f(x).

a. b.

LS

Ejl a) cuando x es muy negativo, esdecir, cuandox » - £ (x) o sea las imagenes se
aproximan al valory = 3 pero nunca lo alcanzan. En el 1limite cuando x » - o podemos
suponer que f (x) sera 3. Este resultado lo escribimos asi :

lim £ (x) =3

X--0
Este resultado se ajusta a la definicién que hemos dado de Asintota horizontal :

cuando 1lim f (x) = 3 decimos que la recta horizontal

X—-0

y =3 esAsintotahorizontalde f (x) cuandox » -
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Cuando f (x) tiene una asintota comoy = 3 cuando x » - suele decirse también que "f (x) tiende

asintéticamente al valor 3 cuando x--o "

Observacién: £ (x) tiende asintéticamente al valor 3 por debajo, esto quiere decir

que va tomando valores cada vez mas cercanos a 3 cuando x va siendo cada vez mas negativo

por ejemplo, 2.9999; 2.99999; 2.999999; 2.9999999; ... ....

enel limite cuando x » -» dara 3
Ahora veamos el comportamiento de £ (x) para x muy positivos :
apartir del graficode £ (x) vemos que se va aproximando al valor 1l ("por arriba del 1")
En este caso escribimos :

lim £ (x) = 1

X-+0
Este resultado también se ajusta a la definicién que hemos dado de Asintota horizontal :
cuando 1lim £ (x) =1 decimos que la recta horizontal

X—>+0

y =1 esAsintotahorizontalde f (x) cuandox » +o

Cuando f (x) tiene una asintotacomoy = 1 cuando x » +© suele decirse también que "f (x) tiende
asintéticamente al valor 1 cuando x—»+wx "

Observacién : f (x) tiende asintéticamente al valor 1 por arriba, esto quiere decir

que va tomando valores cada vez mas cercanos a 1 cuando x va siendo cada vez mas positivo

por ejemplo, 1.0001; 1.00001; 1.000001; 1.0000001; ... ....

enel limite cuando x -» +» dara 1

Tip - dato importante :

Recuerden que una funcién lineal del tipo f (x) =y =b esunarectahorizontal
que pasaporbenel ejey

Por ejemplo, y =3

Plot[3, {x, -10, 10}]

I I I I
-10 -5 10

T
(93]

y que una recta vertical (que no es funcién) se escribecomox =a conaunvalorenelejex

Por ejemplo, x=-2
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Graphics[Line[{{-2, -10}, {-2, 10}}],

PlotRange » {{-4, 2}, {-10, 10}}, Axes » True, AspectRatio » 1]

10

-5

Vamos méas rapido ahora :

Ejl b) los limites Existen cuandox —» (se usa este simbolo 3) y dan los siguientes valores :

lim £ (x) = -2 entonces y = -2 es asintotahorizontalde f (x) cuandox » +o
X+
lim £ (x) = -2 entonces y = -2 es asintotahorizontalde f (x) cuandox » -
X—-00

Ejl c) En este caso los limites Existen cuando x -» +o© (aunque unode ellos de - «)

y dan los siguientes valores :

lim £ (x) =2 entonces y =2 es asintotahorizontalde f (x) cuandox - +®
X +00

lim f (x) = -» entonces f (x) no tiene asintota horizontal cuandox -» -
X--

Ejl d) En este caso los limites Existen cuandox -» +© (aunque unode ellosde - x)

y dan los siguientes valores :

lim £ (x) = - entonces f (x) no tiene asintotahorizontal cuandox - +o
X-+0
lim £ (x) = 1 entonces f (x) y=1 esasintotahorizontal cuandox -» -
X—-00

Ejl e) En este caso los limites Existen cuandox » t+o© (aunque los dos den + ®)

y dan los siguientes valores :
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lim £ (x) = +© entonces f (x) no tiene asintotahorizontal cuandox - +wo

X—>+0

lim £ (x) = +© entonces f (x) no tiene asintotahorizontal cuandox -» -©

X—-00

Ej 1 f) Eneste caso los limites NOExisten cuandox » t® (se usa este simbolo ﬁ)

y se escribe de la siguiente manera :
lim £ (x) = A
X->+00

lim £ (x) = A

X>-

Los limites no existen porque la funcién oscila indefinidamente tanto cuando

X - +o como cuando X -» -

y no alcanza un valor constante 6 +© 6 -

e R R R R R o o b o o R e o o B s

Ejercicio 2.- Calcular.

a. lim 4x° b. lim 3x°
x—+x X—>»+0o
. 5 e B
c. lim-2x lim —
X—+x x9+x.Y
= ( 3 \ - 3 7 )
e. lm1l——+5l f. limx —2+—l
x—+x X ) XY=+ \ x )
j 5
ard
g. lim—F—~ @ lim (—7x* +9x* +100)
x40, 1) X—3+m
X | 9+—
X /
. .
y g < 5 . 2x+x" -3
i. lim(6x°—2x"+x+9) lim ————
X—+0 X+ R B |
X~ +4x : 5x°+6
k. lm : lim 5
x>0 _2y? 4] x—+o Gx” + X5+ 12x
o { v 05". 5y . [ 8 Yex
m lim| —————+5 n. lim
x=>+ol x7 +9x" +10x ) g W Y | j
o 8 (. 1) Lo(9x—x+1)( 5 )
o. lim —1“6+—l lim| —— 1 ]
e\ X2 N %) pon—3x" +7x )\ x—4)

lim — =0
X+ x3

Por la propiedad de Algebra de limites, propiedad 10. -

| 11
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("10.- Si lim f(x)=a y 1lim g(x)=tw = lim [£(x)/g(x)]=0 (V ae]R)")

X—>+0

lim2
A X +00 2 2
lim — = = = =0
x>t 3 1imx3  limx3 (+)
X—+00 X-+00

Ej 2h)

lim (-7 x? +9x2 +1oo) = -

X+

Aca usamos Algebra de limites del producto luego de primero sacar factor comin

el término con x al exponentemas alto (x4)

9 100
-7x4+9x2+1oo=x4.(-7+—+ ]
x2

x4

pues como 3 los limites

. _ 9 100
lim x* =+ y 1lim |-7+ — + =
X+ X->+00 x2 x4

_ 9 100
lim (-7) +1lim — +1lim — | =-7+0+0 = -7
X->+00 X+ x2 X->+00 x4

Entonces
9 100
lim (-7 x*+9%%+100) = lim x* [-7+—+ =
X+ X->+0 x2 x4
i 4 i 9 100
= lim x° - 1lim (-7 + — + = +© (-7) = -
X+ X->+00 x2 x4
Ej23j)
-2x%5+x3-3
lim =0
X->+00 x6+1

De nuevo, usamos Algebra de limites del producto y del cociente
luego de primero sacar factor comin el término con x al exponente

mas alto (x°) en el numerador y x° en el denominador

1 3
-2x5+x3-3 xs-(—2+x—2—x—5) . o x5 1
= simplificando — =

x6+1 xG.(]_.|.L x6 X
x6

=4 =

X R

y luego como 3 los limites
1 1 3 1
lim — =0 y 1lim (—2+———J=—2y lim (1+—)=1

X>+® g X400 x5

Entonces

_2x54+x3-3 xs-(—2+x%—:—5)
lim ———— = 1im
X->+00 x6+1 X->+00 X6 X (1+ L) X400 g (1+ L)
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X->+0 x5 -2
lim — =0 =0
X+ x L 1
Lim (1+3)
Ej21)
. 5x3+6 5
lim —— = —
o gx3 4 x2+12x 6

De nuevo, usamos Algebra de limites del producto y del cociente
luego de primero sacar factor comin el término con x al exponente

mas alto (x?) en el numerador y x* en el denominador

6 6

5x3+6 x3-(5+x—3) ] . x3 (5+x_3)
= simplificando — =1 = = —7—"7"—
6x3+x?+12x x3.(6+i+i—f) x3 (6+i+i_f)

y luego como 3 los limites

6 1 12
lim (5+—3J=5 y lim (6+—+—J=6

X+ x X+ X x2

Entonces
3 6 6 i 6
. 5x3+6 . X .(5+x3) . (5+x3) 1'_::'5& (5+x3) 5
lim ———— = 1im =1lim = = —
1w g3 4 x? 412 x  XO*® xa.(6+1+£) x+ (6+1+£) 1lim (6+L+£) 6
x x2 x x2 x

X+ x2

9x2-x+1 5
lim ( ):0
oo | _3x247x x-4

De nuevo, usamos Algebra de limites del producto y del cociente
Parael 1 er factor, sacar factor comin el término con x al exponente

mas alto (x?) en el numerador y x’ en el denominador

1,1 1,1
9x?-x+1 x? (9‘;+x_2) %2 (9—;+x—2)
= simplificando — =1 = = ——"——
-3x2+7x %2 (_3+1) x2 (_3+1)
X X

y luego como 3 los limites

llm(gxz_x+1]=11m xz(9_i+x1_2)=lim (9_i+x1_2)= S =-3 vy
e | _3x24+7x ok 2 (_3+i) x>+ (_3_,_%) (—3)

5 X+ 5
lim ( ) - - =0
x>t \ x-4 lim (x-4) (+ )

X+

Entonces
2 1,1
. 9x%-x+1 5 . % (9'x+x)
lim | —— 212 .(—)=1m—.1m(—)
X5 +00 -3x2+7x x-4 Xt 2 _34 1) X5 +0 x-4
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lim (9-l+i) 1im 5

X+ x x2 X+ 9

X+

Lin (-3+2)  lim (x-0)  (-3)

R R R R e

Ejercicio 3.- Calcular.

lim 4x°
xX——x

/ o)
c. lim .\'i 9-5 )

x—=—= X

Ej 3 a) Calcular:

lim 4x3 = +o0
X—=-00

.4
O
x—>—w

d. lim (—x* -7+’ +20)

. 3x-1
f. lim —
= x+5
3
h. lim —

o x” +x+1

[ 5 )
lim l +1 ]
==\ x—3 )

7 5

.o 8x +x+2
lim ——————
o 3xt -]

Por la propiedad de Algebra de limites, propiedad 9.1 -

"9.1- Si lim f(x)=*w , k un numero real, k#0 = 1lim [k-f(x)]= k-1lim f(x)=too")
X+

X—+00
lim4x°=4-1limx3=4. (-©) = -
X--00 X--0
Ej 3b)

4
lim — =0
X--00 x

X—>+0

Comolim 4 =4ylim x= -®» existen, Por la propiedad de Algebrade limites,

X—-00 X—-00

propiedad 9.2 - aplicadaa x- -©

("9.2— Si lim f(x)=t0 vy k es un numero real, k#0

X+

lim 4 4
lim — = —>— = —— =0
X2-© x lim x (-o)

X—-0
Ej3g)

%2

lim =-1

= lim [k/f(x)]=k/ lim f(x):O")
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Conviene operar sacando factor comin el término de x elevado a 1a

maxima potencia tanto en el numerador como en el denominador :

x2 x2 1

K2 (142) (-1 2)

Como lim 1=1 vy

X>-

2
lim (-1+—] = lim (-1) +1lim

X->- 2 X->-0 X->-
X

= (_1) +0=-1 existen,

Por la propiedades de Algebra de limites, aplicadasa x -» -

x2 x2 1
lim — = 1lim ——— = 1lim —— =
X5-0 _ 2 L 9 xo-w 2 (_1+ L) X>-00 (_1+ L)
x2 x2
lim 1
e I S
_ 2 -1
YRR RET
Ej33)
5
lim ( +1J =1
x>-o \ g -3

Por la propiedades de Algebra de limites, aplicadasa x -» -

X+

("1.- Si lim £(x)=a y lim g(x)zb =  lim [£(x):g(x)]=a * b")

5
Como lim —— =0 y lim (1) =1 existen,
X -0 X - 3 X--00
lim( +1)=lim +1lim 1 =0+1=1
X->-0 X - 3 X>-© X - 3 X->-0
Ej31)

Conviene operar sacando factor comun el término de x elevado a la

maxima potencia tanto en el numerador como en el denominador :

1, 2 1, 2
8x7+x5+2_x7(8+x_z+x_7)_ 5 (8+x_2+x_")
T I Y

X X
Como lim ¥} =-o y

1 2 1 2
lim |8+ —+ —| = 1lim 8+1im — +1im — =8+0+0=8 y
X>-o x2 x7 X->-00 X->-00 x2 X-- x7

1 1
lim (3——] =1lim 3-1im — =3-0=3 existen,

X--00 x4 X->-0 X—-00 x4

Por la propiedades de Algebra de limites, aplicadasa x -» -
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1 2
8x” +x°+2 x7(8+_z+x_7)
lim =1lim
X->-0 3 x4 -1 X—-00 x4 (3 %)
X
(8 i i) lim (8+—2+%)
= 1lim [x3 #] = lim %3 . == *
X>- (3 _ %) X—>-00 lim (3 _ %)
x X--© X

8
= (—oo) « — = -0
3
D kB bk b bk ok bk E SR ap A S A S S

Ejercicio 4.- Analizar la existencia de asintotas horizontales y. cuando existan. dar sus

ecuaciones.
¢ [ :ﬁ d 1) :3‘\%6“
e. f(x)= \LH +1 @ Filx)= —‘\-627:‘??;5‘\:31‘\_5
b f0= T @ =i

Ej 4 Recordemos ladefiniciénde

Asintota horizontal :

silimf (x) =b , bunnumero real, sedice que la recta horizontal

X +00

es Asintota horizontalde f (x) parax - +w

silimf (x) =c , cunnuimeroreal, sedice que la recta horizontal

X>-00

es Asintota horizontalde f (x) parax-» -

Es claro entonces que para buscar AH asintotas horizontales de £ (x)

habra que calcular los limitesde £ (x) cuandox -» t®

Ej 4 a)
x
f (x) = -4
x+9
Calculemos 1lim -4 y lim -4
X+ X + 9 X-- X + 9

2x
Parabuscar AHde f (x) cuando x » +®© calculemos 1lim
X+ X + 9

y=c
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2x 2 2 2
como existen lim — = lim = =— =2
X o (1 + 2) xove (g, 2) lim (1 + 2) 1
X X

x X+

y lim4=4

X+

Entonces aplicando propiedades del Algebra de limites

2x 2x
lim -4= 1lim - lim 4
X->+© x + 9 X—>+0 x + 9 X-+©
. 2x . . 2 .
= lim — - 1lim 4= lim — - 1lim 4 =
X->+00 2 X->+00 X—>+00 2 X->+00
b4 (1 + (1 +
2

=— % 1im4=2-4=-2
lim (1+§) xorve

X—+00

Por lo tanto, 1lim -4 =-2 entonces
X3+ ¢ . 0
la rectahorizontal y=-2 esAHdef (x) cuandox - +®

2x
ParabuscarAHde f (x) cuandox - - calculemos 1lim -4
X—->-00 x + 9
2x 2 2 2
como existen lim — = 1lim = = —=2
¥ x (1 + 2) ¥ (1 + 2) lim (1 + 2) 1
x X X--00 x
y lim 4 =4
X--00

Entonces aplicando propiedades del Algebra de limites

2x
-4 = 1lim - 1lim 4

lim
x3-® ¥ .0 x>-® ¥ .09 X->-
2x

= lim — - 1lim 4= 1lim — - 1lim 4 =

X->- % (1 + 2) X->- X->+00 (1 + 2) X->-

x x
2

=———— - 1lim4=2-4=-2

lim (1 + 2) oo

X—-0 X

2x

Por lo tanto, lim -4 =-2 entonces

¥=-® x+9
la rectahorizontal y=-2 esAHde f (x) cuandox -» -
ecuacionesde lasAHde f (x) :

{six—>+oo y=-2
six-» -0 y=-2
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2x
Plot[{ -4, -2}, {x, -60, 40}, PlotRange - {{-60, 40}, {-10, 10}}, AspectRatio - 1]
X + 9

L L L L

| L
-60 -40 20 40

5
104
Ej 4Db)
3x+5
f (x) =
-x+2
. 3x+5 . 3x+5
Calculemos 1lim y lim
X+ _x+2 X--00 _x+2

3x+5
Parabuscar AHde f (x) cuandox - +© calculemos 1lim
X+ X+ 2

Sacamos factor x en numerador y en denominador :

3x+5_ x(3+3) ) (3+3)

-x+2 x(-1+§) (-1+3)

X

5 5
y como existen 1lim (3+—) = lim 3+ 1lim — = 3+0=3

X->+00 x X-+00 X-+00 x
2 2
y lim (-1+—)= lim (-1)+ lim —= (-1)+0=-1
X+ x X->+0 X+ 32

Entonces aplicando propiedades del Algebrade limites

5 5
3x+5 x(3+2) (3+I)
lim = lim ————— = lim ———
X+ _x+2 X->+00 x(_1+g) X->+00 (_1+£)
X X
l. ( i)
- x—)}olc‘:n 3+x - 3 = _3

lim (-1 + f) (-1)

X+
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. 3x+5
Por lo tanto, 1lim = -3 entonces
X+ -x+2
la rectahorizontal y=-3 esAHdef (x) cuandox - +®

3x+5
Parabuscar AHde f (x) cuandox » - calculemos 1lim
X—--00 -X + 2

Como el cdlculode limite visto cuando x » +© no depende de x, sinoqueda -3

el limite cuando x » - dara idéntico resultado

3x+5

Por lo tanto, lim = -3 entonces

¥o- x4+ 2
la rectahorizontal y=-3 esAHdef (x) cuandox -» -

ecuaciones de las AHde £ (x) :

{six—>+oo y=-3

six->-o y=-3
3x+5
Plot[{ , —3}, {x, -20, 20}, PlotRange » {{-20, 20}, {-10, 10}}, AspectRatio » 1]
-X+ 2
L 1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 |
-20 -10 10 20
51
1oL
Ej4f)
x6+5x%+3x%3
f(x) = ——mMmm
2x3+x+1
x5+ 5x%x%+3x%3 x5 +5x%°%+3x%3
Calculemos l1lim ——m y lim —mM8888
o 2 x3ix+l o 2x34x+l

. x%4+5x5+3x%3
Parabuscar AHde f (x) cuandox » +© calculemos lim ——
Ko+ 2x3+x+1

| 19



20 | Repaso Practica 3 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

6 3

Sacamos factor comin x° en numerador y x~ en denominador :

6 5,3 5,3

%6+ 5 x5 +3x3 X (1+x+x3) s (1+x+x3)
= =X .

3 3 i1 i 1

2x+x+1 X (2+ ” xz) (2+x2+x3)

y como existen 1lim x3 =+ y

X+

5 3 5 3
y lim (1+—+—) = lim 1+1im —+1lim —=1+0+0=1

X+ X x3 X+ X5+ 4 X+ x3

1 1 1 1
y lim (2+—+—] = 1lim 2+1im —+1im —=2+0+0=2

X->+00 x2 x3 X->+00 X +00 x2 X->+00 x3

Entonces aplicando propiedades del Algebrade limites

6 5, 3 5,3
] %6+ 5 x5 +3x3 ] X (1+ +x3) s (1+x+x3)
lim ——mmM8M8M8M8M8M8Mm8 = lim —M— = .
x>+ 2x34xa+l x>t 3 (2+L+L) x>+ (2+L+L)
2 x3 x2 x3
. 5 3
lim (1+ =+ —)
- 3 X+ X x3 1
= lim x° . = (+®) - — =+
X2+ 1im (2+ L+ L) 2
X+ x2 x3

. x%4+5x5+3x3
Por lo tanto, lim ————— = +®» entonces
oo 2 x3yx+1

f (x) NO TIENE AH cuando x - +®

. x5+5x54+43x3
Parabuscar AHde f (x) cuandox » -© calculemos lim —
K- 2x3+x+1

El cadlculo es similar al visto cuando x » +o que ahora si depende de x°

. x54+5x°+3%3
Por lo tanto, lim — =, ..

oo 2x34x+1
lim (1424 2)
R 3 X->-0 X x 2
= lim x° - = (-») - — = - entonces
x>0 lim (2 f 1 L) 1
X—>-0 x2 x3

f (x) NO TIENE AH cuando x -» -©

x5 +5x%°%+3x%3

Plot| , {x, -10, 6}, PlotRange -» {{-10, 6}, {-100, 100}}, AspectRatio - 0.5]
2x3 +x+1
100
50
L . . . . m 7 |
-10 -5 L 5
_50;

-100 -
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3x2+2x-1
f(x) = ———m
6x*-x3+1

. 3x2+2x-1 . 3x2+2x-1

Calculemos lim — y lim ———

X+ 6x4_x3+1 X->-00 6x4_x3+1

. 3x%24+42x-1
ParabuscarAHde f (xX) cuandox » +®» calculemos lim —
X+ 6 x4 _ x3 +1

Sacamos factor comun x? en numerador y x* en denominador :

2 2 _ 1 2 _ L
3x?+2x-1 X (3+x_x2) 1 (3+x_x2)
6x?-x3+1 x4 (6_l+L) x? (6_l+L)

X x4 X x4
1
y como existen lim — =0
X+ x2
2 1 2 1
lim (3+———) = 1lim 3+1im —-1im —=3+0-0=3
X+ x x2 X +00 X+ g X+ x2
1 1 1 1
y lim (6——+—J = 1lim 6-1im —+1im — =6-0+0=6
X+ x x4 X+ X>+® g X+ x4

Entonces aplicando propiedades del Algebra de limites

2 2 _ 1 2 _ 1
3x2+2x—1 ) x (3+x_x2) ) 1 (3-'-x_x2
lim — = 1lim ——— = .
xo+0  ooad 3 4] X+ 4(6—l+L) X3+ 2 (6—L+L
x x4 x x4
2 _ 1
oy im (3+2-%) 3
= lim — =0-—=0 (que no depende de x)
e %% 1im (6—1+L) 6
X+ x x4
. 3x%+2x-1
Por lo tanto, 1lim ——— =0 entonces
X+ 6x4_x3+1
la rectahorizontal y =0 esAHde f (x) cuandox -» +®
3x2+2x-1

Parabuscar AHde f (x) cuandox » - calculemos 1lim
o gxtox34+1

Como el cdlculode limite visto cuando x » +© no depende de x, sinoqueda0
el limite cuando x » - dara idéntico resultado

. 3x?+2x-1
Por lo tanto, lim —— =0 entonces
X->-0 6 x4 - x3 +1

la rectahorizontal y =0 esAHde f (x) cuandox » -
ecuacionesde las AHde £ (x) :

{Six—>+oo y=0
six»>-o y=0

| 21
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3x2+2x-1
Plot[{—————, 0}, {x, -5, 5}, PlotRange » {{-5, 5}, {-2, 1}}, AspectRatio -» 0.75]

6x*-x3+1

1.0

-4 -2

-2.0

L R R R R R R T

Ejercicio 5.- Determinar el valor de « € R para que se verifique:

. 3x-5 . axt—2x+5 2
a. lim =5 b. Iim——=——
= gy +1 el ki 3
ST i . ax
¢. Larecta de ecuacion y=-2 es asintota horizontal para f'(x)=- g +1
I —

Ej 5 a) calcular el valorde "a" siendo :
. 3x-5
lim — =
>t ax+1

Sacamos factor comun x en numerador y x en denominador :

xos x(-3 [o-3)
it xferr) o

X

y como existen

5 5
lim (3——) = 1lim 3-1im —=3-0=3

X->+00 X->+00 X->+00
X X

1 1
y lim (a+—] = lima+lim —=a+0=a

X+ X+ X+
X X

Entonces aplicando propiedades del Algebrade limites

X+

. 3
= 1lim = = —
X540 e 4 1 xove (a+ l) X +00 (a+ L) 1im (a+ l) a

x x

X—>+0

2-3) pm-2)

El problema pedia determinar a siendoque el limitees 6

Igualando:
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 3x-5 3 3 3 1
lim =—=6 = — =6 = —=a = —=a
x40 ax+1  a a 6 2
3x-5
£(x) = ——
=x+1
2
3x-5 .
Plot[{——, 6}, {x, -5, 5}, PlotRange » {{-5, 5}, {-50, 50}}, AspectRatio - 0.75]
§x+1
40
20

—4 b L — 2 4

Ej 5b) calcular el valor de "a" siendo :

. ax?-2x+5 2
lim — = - —
xore 6x2+1 3

2 2

Sacamos factor comin x° en numerador y x“ en denominador :

2 5 2 5
ax2-2x+5 X (a-2+2) i (a-2+2)
6x%+1 x? (6+L2) (s+%)

y como existen

. 2 5 . .2 . 5
lim |a-—+ —| = 1lima-1im —+ 1lim —=a-0+0=a
X+ x x2 X->+®© X+ g X+ x2

1 1
y lim (6+—] = 1lim 6+1im —=6+0=6

X+ 2 X+ X+0 2
X X

Entonces aplicando propiedades del Algebra de limites

x2 (a—3+i) (a—3+i)
X X x2

ax?-2x+5 "
lim ————— = 1lim ———— = = 1lim
X+ 6x2+1 X->+00 %2 (6+ :_2) X->+00 (6 + :_2)

- 2 5
lim (a - =4 —)
X+ x x2

a
6

lim (6 + i)

X->+0 x2

2
El problema pedia determinar a siendoque el limitees - —
3
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Igualando :

ax?-2x+5 a 2 a 2
Xotw 6x2+1 6 3 6 3

-4x2-2x+5
f£(x) = ———
6x2+1
-4x%2-2x+5 2 .
Plot[{————, -—}, {x, -4, 4}, PlotRange » {{-4, 4}, {-6, 6}}, AspectRatio » 0.75]
6x%+1 3
6,
L L L L | L J
e 4

4L

Ej 5c) calcular el valor de "a" siendo que la recta de ecuacidény = -2

ax
es AHAsintota horizontal de f (x) = +1
3x-1
Siy =-2esAHde f (x) entonces
ax
obienlim +1=-2 o 1l1lim +1=-2
X—>+00 3x_1 X—>>-00 3x_1
ax
Calculemos el 1lim +1
X+ 3]
Sacamos factor comin x en el denominador :
ax a-x a
+l=z—4+1= ——+1
3x-1 x(3_1) (3_3)
X X
Luego
ax a-x a
lim | +1] =lim [———+1] = lim | +1] =
LRI Y | X+ x 3_l) X+ (3_l)
X X
lim a
a X->+00 a
=1lim —+1lim 1 = —— +1lim 1 = —+1
X—-+© (3 _ l) X+ llm (3 _ L) X+ 3
x X->+00 x

Pero este limite debe ser - 2 porquey = -2 esAHde £ (x)

Igualando :

ax

lim [

a
+1]=.... .= —+1=-2
X2+ "3 x -1 3
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es decir:
a a a
-+1=-2 = -=-2-1 =» —=-3 = a-=-9
3 3 3
-9x
£(x) = —+1
3x-1
-9x
Plot[{——+1, -2}, {x, -4, 4}, PlotRange » {{-4, 4}, {-8, 6}}, AspectRatio - 0.75]
3x-1
6,
al
!
L L L L | L L L /7 | |
4 -2 2 4

-2

-4

L S S e S B S B S S H s

-8

B R R R R R R R R b i b ot o o T ST A A s

Como les comentaba antes, vamos a extender el cdlculode limite de funciones a un xo

de sudominio o en puntos de discontinuidad en donde la funcién no esta definida

Hasta el ejercicio 5 veniamos calculando limites cuando x -> *w paraver si f (x)

divergeenel infinito (f (x) tiende a + @) o converge a un valor determinado.

Cuando esto iltimo sucede, que £ (x) se aproxima a un valor yo definimos las
AH asintotas horizontales : rectas horizontales de ecuaciény = yo

si 1lim £ (x) =yo
X->too

Ahora vamos a analizar limites puntuales que no quiere decir mas que calcular

lim f (x) a finde analizar qué le sucede a £ (x) en un entorno de xo
X-Xg

Limites laterales :
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Notacién.- cuandoenun limite aparezca lim f (X) quiere decir que estamos
X->Xo*

analizando el comportamiento de £ (x) para x cercanos a xo pero por la derecha,

es decir valores un poquito mas grandes que xo (X > Xo)

Ejemplol : six - 3* (x tiende a 3 por la derecha) los x en los que debemos pensar
son3.01; 3.001; 3.0001; ... 3.0000000000001 etc.

Tengan en cuenta que en este Ejemplol la cuenta (x - 3) six-» 3"

dara siempre un nimero positivo

Cuandoenun limite aparezca lim £ (X) quiere decir que estamos
X-Xo

analizando el comportamiento de £ (x) para x cercanos a xo pero por la izquierda,

es decir valores un poquito mas pequefios que xo (X% < Xo)

Ejemplo2 : De manera anadloga si dicesix -» 3~ (x tiende a 3 por la izquierda)
los x en los que debemos pensar son2.99; 2.999; 2.9999; .. 2.9999999999999 etc.

Tengan en cuenta que en este Ejemplo2 la cuenta (x - 3) six-> 3

dara siempre un nimero negativo

Veamos que le sucede a £ (x) enel cidlculodeun limite lateral por derecha

y por izquierda
Sea f (x) = 2 x2

Calculemosel 1lim f (x) y el 1lim f (x)
x->1* x->1"

Es decir queremos ver qué le pasa a £ (x) para xcercanosal

pero x un poquito mas grandes que 1 (por la derecha) o un poquito
mas chicos (por la izquierda)

lim2x%="? lim2x%="?

x->1* x->1-

2

Observen el graficode £ (x) = 2x° enunentornodell

Plot[2x?, {x, 0, 2}, PlotRange -» {{0, 2}, {0, 4}}, AspectRatio - 0.5]

0.0 0.5 1.0 1.5 20

A continuacién tabulamos los valores que adquiere £ (x) = 2 x?

cuando x » 1* (por la derecha) como cuando x » 1° (por la izquierda)



X f(x)=2xn2
0.99 1.2602000
0.999 1.9960020
0.9929 1.28396000
(0.999499 1.29999600
0.999999 1.9999460
0.9999999 1.9999946

0.9985959495

1.559955596

X f(x)=2xn2
1.01 2.0402000
1.001 2.0040020
1.0001 2.0004000
1.00001 2.0000400
1.00001 2.0000400
1.000001 2.0000040
1.0000001 | 2.0000004
1 2

En el 1limite cuando x sea 1 nos imaginamos que f sera 2

Esto se escribe asi :

Limite lateral por derechade £ (x) cuandox » 1*

lim2 %% =2

x->1*

Limite lateral por izquierdade £ (x) cuandox -» 1~

y lim2 x? =2

x->1-

Repaso Practica 3 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

Diremos que f (x) es continuaen xo si se cumplen estas dos condiciones :

1) d (existen) y son finitos los limites lateralesde £ (x) alrededor de x¢

2) los limites laterales de £ (x) alrededor de xo son iguales

la condiciénl) implicaque 3

lim £ (x) = a

X-Xo*

la condicién 2) implicaquea=b

(aeR) y limf (x) =b
X->Xo"~

lim £ (x) =a= 1im £ (x) =b esdecir

X-Xo*

X=X~

lim £ (x) = 1im £ (%)

X-Xo*

X-X0o"~

Aplicado a nuestro ejemplo, f (x) = 2 x?

(b €R)

haber vistoque lim 2 x? =2 yque lim 2 x? = 2 son iguales nos esta indicando

x-»>1*

x-1

que £ (x) =2x? escontinuaenxg=1

Si f (x) escontinuaenxg Vxo €Domf , sedice que f es continua en todo su
dominio, obiendirectamente se dice que es f es continua

| 27
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"Recuerden que las funciones continuas son las que

se pueden dibujar sin levantar el lapiz"

Esta propiedad es la que les pasa a las funciones polinémicas : la
funcién lineal, la cuadratica, las cubicas,

etc. que venimos viendo en las practicas 1y 2, soncontinuas

1
Como vieron también, existen otras funciones como £ (x) = — que son continuas
X

en todos losx e Domf =R - {0} pero no son continuas en los x que no pertenecen

a sudominio

1
Analicemos los limites lateralesde f (x) = —enel 0, por derechaypor izquierda
x

X f(x)=1/x X f(x)=1/x
0.01 100 -0.01 -100
0.001 1000 -0.001 -1000
0.0001 10000 -0.0001 -10000

0.00001 100000 -0.00001 -100000
0.00001 100000 -0.00001 -100000
0.000001 1000000 -0.000001 -1000000
0.0000001 10000000 -0.0000001 | -10000000

0+ 4+ a0 0- -0
1 1
lim — =+ lim —=-o
x->0" x x->0" x

Bueno, esto es lo que se observa cuando la graficamos :

1
Plot|—, {x, -0.1, 0.1}, PlotRange -» {{-0.1, 0.1}, {-1000, 1000}}, AspectRatio-» 0.5
[ g P
X

1000

500 H

-0.10 -0.05 0.05 0.10

-1000't

Con nuestra definicién de funcién continua en un punto xo

1
vemos que £ (x) = — noescontinuaenxo =0

X
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porque no se cumple la condiciénl : los limites laterales nodanun
numero real (dan +® y -®) como tampoco la condicién 2

de que ambos limites laterales sean iguales

1
Enelcasodef (x) = — , x0 = 0 esunpuntode discontinuidadde £ (x)
X

también llamado "singularidad"

Diremos que la recta vertical de ecuacién x = xp es una AV Asintota vertical
de £ (x) cuando :

a) el limite lateral por derechade £ (x) es +t wes decir
lim f (X) =+0 6 -

X->xXo*

b) el limite lateral por izquierdade £ (xX) es + wes decir
lim £ (X) =40 6 -®

X-X0o

1
En nuestro ejemplo £ (x) = —
x

1
x = 0 esAVde f (x) por derecha porque lim — =+
x->0" x
como también :
o1
x = 0 esAvVde f (x) por izquierda porque lim — = -
x->0" x

Supongamos que al calcular el Dominio de £ (x) tenemos que excluir
un conjunto finitode x del conjunto de numeros reales R

porque en esos valores la £ (x) no esta definida.

Esos valores excluidos xo,, Xo0,, ..., X0, son candidatos a ser

los puntos de x en donde las rectas verticales

X=Xo, , X=X0, , X=X0, , X=2Xo, sonAVde f (x)
. 1
En nuestro ejemplo £ (x) = —
x

comoelDomf =R - {0}
x = 0 es candidata a ser AVde £ (x)
Como se demuestra esto?

Calculando los limites laterales, que como vimos confirman que

| =

la rectaverticalx =0esAVde f (x) =

»®

Otro ejemplo :

Sea f (x) =

x-2
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ComoDomf =R - {2} larectavertical x = 2 es candidata a serAvde f (x)

Veamos que es asi

1
lim
x-2" x -2

+1

como x -» 2* entonces (x - 2) > 0 es cada vez mas chico

yenel limite tiendea 0, luego tiendea +®

x-2

Entonces 1lim
x-2* 3 - 2

x = 2esAVde f (x) por derecha ( el limitedidé + o - infinito)

+1 =+ ypor ladefiniciénde AVde f (x)

Idem si calculamos

lim +1

X2  x-2

como X -» 2” entonces (x - 2) < 0 es cada vez mas chico pero negativo

yenel limite tiendea 0, luego tiendea -

x-2

Entonces lim
xX-2- x-2

X =2esAVde f (x) por izquierda ( ellimitedidé + o - infinito)

+1 =-0o ypor ladefiniciénde AVde f (x)

Plot[{ +1, 1}, {x, 0, 4}, PlotRange -» {{0, 4}, {-10, 10}}, AspectRatio - 0.5]

X —

10

_10;

Otro ejemplo :

Seaf (x) = ————
x2+2x-3

Los candidatos a ser AV son los que anulan el denominador
veamos si existen, calculandox?+2x-3=0
ecuacién cuadraticaax’?+bx+c=0cona=1b=2yc=-3

posibles soluciones :

-b+Vb%’-4a.c
X1,2 = reemplazando los valoresdea, b, c
2a
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entonces x; = =16 x2 =

porlotanto Domf=R - {-3, 1}

si reescribimos el denominador en su forma factorizada:

f =
(x) (x+3) (x-1)

x=-3yx=1soncandidatos a serAvde £ (x)

Para ver que efectivamente lo son, tenemos que calcular los limites

laterales de £ (x) tanto cuando X = - 3* yenx- 1*
Esx=1 AVdef (x)?
"Nota: es mas facil calcular el limite cuando estd escrito en forma factorizada"

calculemos el 1imite lateral por derechadex =1

1 1 1

lim = 1lim = 1lim =+
x-1* (x+3) (x-1) =x-1* (1*+3) (1*-1) =x-1*4*.0*
Si, x=1esAVde f (x) por derecha
Veamos el otro limite lateral por la izquierdadell
1 _ 1 _ 1
= = -

lim lim lim —— =
x-1" (x+3) (x-1) x-1" (1" +3) (1" -1) x->1" 47 .0"

con 4™ estoy indicando que este factor es casi 4 a suizquierda, pero positivo (imaginen 3. 99999)

| 31

con 0™ estoy indicando que este factor es casi 0 a suizquierda, pero negativo (imaginen -0. 00001)

Por la regla de los signos el productode casi 4 por 07, es negativoporesoda -w

entonces si, x =1 esAVde f (x) por izquierda

Observacién : el cdlculode los limites laterales nos van permitiendo tener la idea

de como dibujar f (x) cercade, enestecaso, x=1

Esx=-3 AVdef (x)°?

calculemos el 1imite lateral por derechadex = -3

pensemos que X » - 3" es un namero tipo -2.999999 que estd a la derechadel -3

pensemos que (-4)* es un numero tipo - 3.999999 que es negativo

1 1 1
lim = lim = lim ——— = -
x->-3* (x+3) (x-1) x--3* (-3*+3) (-3*-1) =x-»-3"0*.(-4)"

con 0" estoy indicando que este factor es casi 0 a suderecha, pero positivo (imaginen 0. 00001)
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Por la regla de los signos el productode 0" por casi - 4 es negativo, poresoda -®

Entonces, si, x = -3 esAVde f (x) por derecha

Veamos el otro limite lateral por la izquierdadel -3
pensemos que X » -3~ es un numero tipo - 3.000001 que estd a la izquierdadel -3

pensemos que (-4)~ es un numero tipo - 4.000001 que es negativo

1 1 1
lim = lim lim ——— =
x->-3" (x+3) (x-1) x--3" (-3"+3) (-3"-1) x--3"0" - (-4)"

+ O

con 0™ estoy indicando que este factor es casi 0 a suizquierda, pero negativo (imaginen -0. 00001)

Por la reglade los signos el productode 0" por casi - 4 espositivo, poresoda + o

entonces si, x = -3 esAVde f (x) por izquierda

Resumiendo :
1
x=1esAVde f (x) porderechaysu lim =+
x-»1" (x+3) (x-1)
1 AV de f (x) i ierd 1i =
x=1les e X) por izquierday su lim = -
x-»1" (x+3) (x-1)
1
x=-3esAVde f (x) porderechaysu lim = -
x-»>-3* (x+3) (x-1)
3 AV de f (x) i ierd 1i 1
x=-3es e X) por izquierday su 1lim = +00
x-»-3" (x+3) (x-1)
Vean el graficode f (x) = ——m
(x+3) (x—l)
Plot[;, {x, -6, 6}, PlotRange » {{-6, 6}, {-10, 10}}, AspectRatio - 0.5]

%2 +2x -3

10

% ﬁJLT 2 6
-

10t

Observacién :
) . 1
Como lim —— =0 y lim —— =0
X>+0 2 4, 2 x - 3 X>-0 %2, 2x -3

la recta horizontal y=0 es AHAsintota horizontalde £ (x)

B T L e e e T
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Ejercicio 7.- Calcular.

lim lim
x=3 ¥ — 3 =3 x—3
. —Sx+1 . =5
lim lim
=2 x+2 =2 x+2
. \ (3 \
c. lim|=>-1| . lim| — -1
x—0" '». 259 J x—>0* ‘ X
. 4x—4 o dx—4
lim . lim—
= oy — - X —
. 4x ; 4x
e. lim e I —
-y —4 x=-2" T —
lim(2x* + x-10)
x—3
S x+9
e lim
=1 x=]
v _n 242
. 2x : 2x
h. lim— lim —
x—>-1x"—3x—4 -4 x° —3x—4
. 1
Ej7al) lim
x-»3 " x-3

como X » 3~ pensemos en un numero del tipo 2.9999999 positivo

entonces x-3 - 0° serd tipo 3™ - 3 < 0 y muy pequefio

casi 0 pero negativo

Entonces 1 dividido un denominador casi 0 negativosevaa- o

. 1
lim
x-»3 " x-3

Ej7a2) lim
x-»3*x -3

como x -» 3" pensemos en un numero del tipo 3.0000001 positivo

entonces x-3 - 0" sera tipo 3* -3 > 0 ymuy pequefio

casi 0 pero positivo

Entonces 1 dividido un denominador casi 0 positivosevaa+

como X » -2~ pensemos en un numero del tipo -2.0000001 negativo

veamos el numerador : -5x+1

| 33
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comox » -2  entonces -5x+1 - -5 (—2') +1 -» 11
veamos el denominador : x+ 2

comox » -2~ entonces x+2 -» 0" seratipo -27 +2 < 0 ymuy pequefio

casi 0 pero negativo

Entonces el numerador 11 dividido el denominador casi 0 negativosevaa - o

-5x+1
lim — =
x-»>-2" x+ 2

- 00

Ej7b2) lim

como x -» -2* pensemos en un numero del tipo -1.9999999 negativo
veamos el numerador : -5x+1

como x » -2* entonces -5x+1 -» -5 (—2*) +1 - 11

veamos el denominador : x+2

como x » -2* entonces x+2 - 0" sera tipo -2*+2 > 0 ymuy pequefio

casi 0 pero positivo

Entonces el numerador 11 dividido el denominador casi 0 positivosevaa +

. -5x+1
lim —— =+
x-»>-2" x+ 2

4x-4
Ej7dl) 1lim
x-»1" x2_1

Primero hagamos una cuentita :
4x-4 4.1-4 0

0
six-»1 = - - - -
x2-1 (1)%2-1 4-4 0

0
Esta indeterminaciéndel tipo — puede salvarse.
0

En este ejercicio conviene transformar, conoperaciones algebraicas,
el numerador y denominador

4x-4 4 (x-1) 4

x?-1 (x—l) (x+1) (x+1)

en el numerador, sacamos factor comun 4
en el denominador, factorizamos como diferencia de cuadrados

Lo interesante de esta transformacién es que se pueden simplificar

los factores (x - 1)

Calculamosel limitede 1lim ——
x->1" (x+1)

como X » 1~ pensemos en un numero del tipo 0.9999999 positivo
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veamos el denominador : x+1
comox » 1  entonces x+1 » 2 seratipo 17+1>0
Entonces el numerador 4 dividido el denominador casi 2 positivoda 2

4
lim — =2
x-17 (x+1)

Nota : cuando ya no existe mas indeterminacién por el denominador

el cdlculode li]I:n se obtiene directamente evaluando x = 1 en la expresién
x->1"

Qué hubiera sucedido si no arregldbamos la expresién?
el numerador 4 x - 4
comox » 1 entonces 4x-4 » 4-.1"-4 - 0~ (casi 0 negativo)

el denominador x? - 1

comox » 1~ entonces x?-1 - (1')2 -1 - 0" (casi 0 negativo)
4x-4 -

ladivisién - — yno sepuededecidir !!!
x2-1 0-

No quedaba otra que simplificar los factores (x - 1)

. 4x-4
Ej7d2) lim —
x->1* 2 -1

como x » 1" pensemos en un numero del tipo 1.0000001 positivo

Por lovisto en el punto anterior,

("sacando factor comin 4 en numerador y
factorizando por diferencia de cuadrados en el denominador")
4x-4 4

lim — = 1lim
x-1* x2 -1 x-1* x+1

veamos el denominador : x+1
comox » 1" entonces x+1 - 2" serd tipo 1*+1 >0

Entonces el numerador 4 dividido el denominador casi 2 positivoda 2

4
lim ——— =2
x51* (x + 1)

Observacién : como los limites laterales existen y dan el mismo resultado

. 4x-4
podemos decirque lim —— = lim —— =2
x-»1 x2 -1 x-1 (x+1)

Ej7£f) lim (2x*+x-10)

x-3

| 35
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Calculamosel limitede 1lim (2 X%+ x - 10)
x-3

como x » 3 y como no hay ninguna indeterminacién en el denominador
directamente podemos evaluarenx = 3
2x2+x-10 - 2. (3)%+3-10 » 2-9+3-10 » 18+3-10 - 11

Entonces

lim(2x2+x—10) =11

x-3

x+9

Ej7g) lim
x-»1x-1

Primero hagamos una cuentita :

x+9 1+9 10
x-1 1-1 0

six-»>1 =

1
Esta indeterminaciéndel tipo — no puede salvarse
0

por alguna operacién algebraica.

Analicemos
comox > 1
el numerador x+9 tiendeall0: x->1 -» 1+9 - 10

el denominador x-1tiendea0: x->1 -» 1-1 - O

x+9 1+9 10
5> — 5 ©

x-1 1-1 0
(ponemos « a secas porque puededar +©o0 - ®©

el cociente

dependiendode six » 1*osix —» 1" y pusimos

"tiende a" » y no como resultadodel limite )

Para resolver este ejercicio veamos los limites laterales es decir

los limites cuandox » 1* y cuandox -» 1°

x+9 10
lim = =+ vy
x-»1* x -1 o+

x+9 10
lim = —
x-»>1"x -1 0-

I
I
8

Entonces, como los limites laterales no coinciden, noexisteel

x+9
limite cuandox » 1 de
x-1
x+9 x+9 x+9
+o0 = lim # lim = -0 = lim
x->1* x-1 x->1" x-1 x-1 x-1

B T L e e e T
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Ejercicio 8.- Analizar la existencia de asintotas verticales y. cuando existan. dar sus

ecuaciones.

—x+5 6x
@ fx)= 25+ b. fu):(.\‘——ﬁ)s

4x-3 218
f.' e — d. fA\'):.‘——
@ S () X —x-6 4 x —2x-15

Ej 8 a) analizar existenciade AVy si existen, dar sus ecuaciones

-x+5

2x+1

£ (x) =

Candidatos a ser puntos en donde pasan las AV :
son los x que no pertenecen al dominio

CalculemoselDomf :

f (%) no estd definida cuando el denominador es 0

1
esdecir2x+1=0 = 2x=-1 = x=-—
2

Dominiof = R - {— %}
1

candidatoaserAV: x=-—
2

para analizar si existe AV, tenemos que calcular los limites laterales:
-x+5

lim —— yver que dé como resultado +o &6 - y
x_)_i" 2x+1

-x+5
lim —— yver que dé como resultado +o» 6 -
x_)_i_ 2x+1

1
Veamos por la derechadel - —

2
1)+ 11
. -x+5 -x+5 ‘(-5) +5 >
lim 2—: lin;+ T T\e 1 =2 0 = + 00
1+ 2x+1 -1 L _Li 1 +
x5 x=-3 2(x+2) 2(( 2) +2)
entonces x = - — es AVde f (x) por la derecha
2
1
Veamos por la izquierdadel - —
lim — = 1lim = = = -0

~x+5 _ -x45 -(-3) +5 5
1
2

x—>-§_2X+1 x—»-%_Z(x+l) 2 ((_

| 37
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1
entonces x = - — es AVde f (x) por la izquierda
2

2

X‘-x-6

Candidatos a ser puntos en donde pasan las AV :
son los x que no pertenecen al dominio

Calculemos el Domf :

f (%) no estd definida cuando el denominador es 0

2

esdecir x*-x-6=0 =

ecuaciéndel tipoax? +bx+c=0cona=1 b=-1 y c=-6
soluciones :
-btVb?-4a-c
X1,2 = reemplazando los valoresdea, b, c
2a
2
~(-1) £/ (-1)°-4-1(-6) 1sIs28 1:V25 1:5
X1'2 = = = =
2.1 2 2 2
1+5 3 1-5
entonces x; = =3 6 xp=—>=-2
2 2

Por lo tanto, Domf (x) =R - {-2, 3}
candidatosaserAV: x=-2 x=3

para analizar si existe AV, tenemos que calcular los limites laterales:

4x-3
1. 1lim —— yver que dé como resultado +® 6 -o y
x>-2* %2 _-x-6
. 4x-3
2. 1lim ——— yver que dé como resultado +o 6 -

x5-2"x2-x-6

y
. 4x-3
3. 1im ———— yverque dé como resultado +©» 6 -o vy
x-3* %2 -x-6
. 4x-3
4. lim —— y ver que dé como resultado +» 6 -
x23 " x°-x-6
Calculode limites laterales:
) 4x-3
1. lim
x5-2*x2 _x-6
Factorizamos el denominador como :
x2-x-6= (x+2) (x—3)
. 4x-3 4x-3 4 (-2)*-3 -11*
1. 1lim ——— = 1l1lim = =
x5-2"x2 - x -6 x>-2" (x+2) (x-3) ((-2)*+2) ((-2)*-3) (0*) (-5)*
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entonces x = -2 es AVde f (x) por 1la derecha

) 4x-3 4x-3 4 (-2)- -3 -11-
2. lim ——— = 1lim = = =
Xx5-2"x2 _x -6 %x»-27 (x+2) (x-3) ((-2)"+2) ((-2)*-3) (07) (-5)"

-

entonces x = -2 esAVde f (x) por la izquierda

. 4x-3 4x-3 4.3*-3 9+
3. lim —— = 1lim = =
x53* 32 _x-6 x23"x2-x-6 (3*+2) (3*-3) 5*. 0"

= +00

entonces x = 3 es AVde f (x) por 1la derecha

. 4x-3 4x-3 4.3 -3 9-
4. 1lim ——— = 1lim = = = -

x53" x2 _x-6 %3 (x+2) (x-3) (37 +2) (37 -13) 5°.0"
entonces x = 3 es AVde f (x) por la izquierda
Resumiendo :

4x-3 4x-3
Ecuacionesde AVde f (x) = =
x?-x-6 x*°-x-6
X = -2 esAVde f (x) por laderechayel limiteda + o
X =-2 esAVde f (x) por laizquierdayel limiteda - ®»
x =3 esAVde f (x) por laderecha yel limiteda + o
x =3 esAVde f (x) por laizquierdayel limiteda -
De paso veamos si existenAHde £ (x)
cuando x » +® :
3 3

_ 4x-3 _x(4-3) 1 (4-%)
lim ——— = 1lim = 1lim —. ———— =0 —=0
x>+0 %2 _x _ 6 x—>+oox2(1_L_i) X+ x (l_L_L)

x x2 x x2
entoncesy = 0 esAVde f (x) parax - +®
cuandox » - :
3 3

_ 4x-3 _x(4-3) 1 (4-%) 4
lim — = lim = lim — - =0.-—=0
X»>-0 %2 _x _ 6 x—)—mXZ(I_L_i) X->-0 x (l—L—i) 1

X x2 X x2
entoncesy = 0 esAVde f (x) parax - -
4x-3
Plot[z—, {x, -6, 8}, PlotRange -» {{-6, 8}, {-10, 10}}, AspectRatio - 0.5]
X° -X -6

10

sl

-10L

| 39
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Ejercicio 9.- Dar el dominio y las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales

de f.
frmegas e D
(D=1 b S5

—2x +X x+4

c Y= d =—
f) 5x°+25 F() X +4x+3
6x+3 “—2x+1
f(): \1’ @f(.\‘):\: X _’
E). ol
X +x+6 6x —24

g f(x)=—7 h X)=—
° @) X +x-2 i “—4x+4

Ej9a) Sea £ (x) = 3-
X+2

Calculemos el Dom £ que es buscar el maximo conjunto de
numeros reales para los cuales se obtiene un resultado

al hacer la cuenta de dado un x obtener una imagen £ (x)

Se ve que para x + 2 = 0 no se puede hacer la cuenta y obtener un £ (x)

EntoncesDomf =R - {-2}

Busquemos AV y AH
Candidatos a ser AV: larectaverticalx=-2
Probemos que x = -2 es una AV de f (x)

Para ello debemos calcular los limites laterales de £ (x) alrededor

dex = -2yverquedichos limitesdané +o 6 -

por la derecha cuando x -> -2*

1 1
lim (3- ): lim 3 - lim =3- lim
xX-»>-2* X+ 2 xX-»-2* X--2"x + 2 X-»-2* x + 2
cuando x -> -2 el denominadorx+2 =-2"+2=0">0

("hay que pensar por ejemplo en un x tipo x=-1.9999999 ")

entonces

1 1 1
lim (3— ):3— lim =3 - —=-
x—>-2* X+ 2 x-5-2* x + 2 0+

Decimos entonces que x = -2 es AVde £ (x) por derecha

por la izquierda cuando x -> -2~

1 1
)=1im3- lim =3- 1lim

lim (3 -
X->-2" X-5-2"xX + 2 X-»-2"x+ 2

x->-2" X+ 2

cuandox -> -2” el denominadorx+2=-2"+2=0"<0
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("hay que pensar por ejemplo en un x tipo x=-2.0000001 ")

entonces

1 1 1
lim (3— ):3— lim =3- —=4+0
xX--2" X+ 2 X-5-2" X + 2 -

Decimos entonces que x = -2 es AVde f (x) por izquierda
AHde f (x)
Paraello calculamos los limites de £ (x) cuandox - t

Ssix-» +o

1

lim (3— ):lim3—1im =3- lim =3-0"=3"
X-+00 X+ 2 X—>+00 X-+0 x 4+ 2 X+ x 4+ 2
entoncesy =3 esAH de f (x) parax - +©
(Nota : pusimos 37 como resultadodel limite cuando x » +

para indicar que se aproximaa y = 3 por debajode 3)
six-» -w

- - - 1 -

lim |3 - = lim 3 - lim =3 - 1lim =3+0"=3"
X->-00 X+ 2 X—>-0 X—-© x + 2 X--0 x + 2

entoncesy =3 esAH def (x) parax —» +®

(Nota : pusimos 3* como resultado del limite cuando x » -

para indicar que se aproximaa y = 3 por arribade 3)

Resumiendo

Domf =R - {-2}

EcuacionesdeAVde f (x) = 3 -
X+2

-2 esAVde f (x) por laderechayel limiteda - o

-2 esAvVde f (x) por laizquierdayel limiteda +

EcuacionesdeAHde f (x) =3 -
x+2

y =3 esAHde f (x) parax > +oyellimiteda3
y =3 esAHdef (x) parax > -oyellimiteda3
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1
Plot|{3- —, 3}, {x, -8, 6}, PlotRange » {{-8, 6}, {-10, 10}}, AspectRatio-» 0.75
g P
X+2

-

-8 -6 -4 b I 2 4 6

-5

-10L

. -6x+3
Ej9e) Sea £ (x) = —
x+3

Calculemos el Dom £ que es buscar el maximo conjunto de
numeros reales para los cuales se obtiene un resultado

al hacer la cuenta de dado un x obtener una imagen £ (x)

El Gnico problema que podria haber para hacer la cuentade £ (x) es queel

denominador sea 0
Esdecirquex+3 =0, oseax =-3.

Este es el valor de x que anula el denominador,

entonces lo sacamos de R

Luego Dom f =R - {-3}
Busquemos AV y AH
CandidatosaserAv: x=-3

Probemos que x = -3 esunaAVde f (x)

Para ello debemos calcular los limites laterales de £ (x) alrededor

dex = -3yverquedichos limitesdané +o 6 -

por la derecha cuando x » - 3*

("podemos pensar que cuando x->-3" x es del tipo x=-2.9999999 ")
conviene factorizar el numerador

-6x+3 ~° (x-i)

x+3 x+3
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cuando x » -3*

1 1 7+
el factor (x——) - -3"-—=-— <0
2 2 2
el factor (x+3) > -3*3+3=0*>0
1 7\ +
. -6x+3 . (-6)-(x-3) (-6 -(-3)
lim — = 1lim = =+
x--3* x+3 x-»-3* X+3 (0%)

Decimos entonces que x = -3
esAVde f (x) porderechay sulimite lateral da +»

por la izquierda cuando x -» -3~
("podemos pensar que cuando x->-3" x es del tipo x=-3.0000001 ")

conviene factorizar el numerador

x+4

x2+4x+3 x+3

cuandox -» -3~

1 1 -
el factor (x——) - -3 -—-—=-=— <0
2 2 2
el factor (x+3) - -37+3=0"<0
_-6x+3  -6(x-3) (-6 -(-3)
lim — = lim = = -
x->-3" x+3 x->-3" x+3 (07)

Decimos entonces que x = -3
esAVde f (x) porizquierday sulimite lateralda -«

AHde f (x)
Paraellocalculamos los limitesde £ (x) cuandox » t®

six-» +o

. —6x+3 . x(‘“%) . (‘6+§) (-6+0%) (-6%)
lim —— = 1lim ——— = lim = = =-6"
X5+0 x4+ 3 X+ o (1 + 2) X—>+0 (1 + 1) (1 +0%) (1%)
X X
entonces y=-6 esAH def (x) parax - +®

(Nota : pusimos - 6" como resultado del limite cuandox » +®

para indicar que se aproximaa y = -6 por arribade 6)

L -6x+3 o ox(-6+45) . (-6+3) (-6+0) (-6)
lim ——— = 1lim ——— = lim = = =-6
x2-© x+3 X2-® x (1 + %) X——o (1 + %) (1+07) (17)

entonces y=-6 esAH def (x) parax-> -o
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(Nota : pusimos - 6” como resultadodel 1limite cuandox » -

para indicar que se aproximaa y = -6 por debajode - 6)

Resumiendo

Domf =R - {-3}

-6x+3
EcuacionesdeAVde f (x) = —
x+3

-3 esAvVde f (x) por laderechayel limiteda + o

-3 esAvVde f (x) por laizquierdayel limiteda -

-6x+3
EcuacionesdeAHde f (x) = —

x+3

y=-6 esAHde f (x) parax > +» yel limiteda - 6
y=-6 esAHde f (x) parax—» - yellimiteda - 6~

-6x+3
Plot[{———, -6}, {x, -10, 4}, PlotRange » {{-10, 4}, {-100, 100}}, AspectRatio -» 0.75]

x+3

50

-100 -

. x2-2x+1
Ej9f) Sea £ (x) = ———

2

X“+x-2

Calculemos el Dom £ que es buscar el maximo conjunto de
numeros reales para los cuales se obtiene un resultado

al hacer la cuenta de dado un x obtener una imagen £ (x)

El Gnico problema que podria haber para hacer la cuentade £ (x) esqueel

denominador sea 0

Esdecirquex?+x-2=0
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calculemos los ceros de esta ecuacién cuadratica

ax’+bx+c=0 cona=1b=1c=-2

-bzVb2-4a.c

2a

X1,2 =

reemplazando a=1b=1c=-2

~124/12-4-1.(-2)  _1.41+8 -1:49 123
X1,2 = = = =
2.1 2 2 2
-1+3 2 ) -1-3 -4
x1=—=_=1 o x2=_=_=_2
2 2 2 2

Estos son los valores de x que anulan el denominador,

entonces los sacamos de R

Luego Domf =R - {-2, 1}
Busquemos AV y AH
CandidatosaserAv: x=-2 x=1
Probemos que x = -2 esunaAVde f (x)

Para ello debemos calcular los limites laterales de £ (x) alrededor

dex=-2 y verquedichos limitesdanéd +®w 6 -®

Alrededordex = -2

por la derecha cuando x » -2*

("podemos pensar que cuando x->-2' x es del tipo x=-1.9999999 ")
paracalcularel limite conviene factorizar el numerador y denominador

x2—2x+1_ (x—l)2 _ (x—l)

x2+x-2 (x+2) (x—l) ) (x+2)

cuando x » -2*
el factor (x—l) - -2*-1=-3*"<0
el factor (x+2) 5> -2*+2= 0">0

x2-2x+1 (x-1)2 (x-1) -3*
lim ——— = lim = lim =

1 = = -0
x5-2" %2 4 x-2 x»-2* (x+2) (x-1) =x--2* (x+2) (0%)

Decimos entonces que x = -2
esAVde f (x) porderechay sulimite lateralda -«

por la izquierda cuando x -» -2~

("podemos pensar que cuando x->-2" x es del tipo x=-2.0000001 ")

x2—2x+1= (x—l)2 ) (x-1)

+x-2 (x+2) (x—l) (x+2)

%2
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cuandox -» -2~
el factor (x—l) 5> -27-1=-3"<0
el factor (x+2) - -2"+2= 0" <0

o x2-2x+1 _ (x-1)2 o (x-1) -3
lim —— = 1lim = lim = =+
x>-2" x?2 4x-2 x>-27 (x+2) (x-1) x»-27 (x+2) (07)

Decimos entonces que x = -2
esAVde f (x) porizquierday sulimite lateral da +w

Alrededordex =1

Para ello debemos calcular los limites laterales de £ (x) alrededor

dex =1 y verquedichos limitesdand +® 6 -
por la derecha cuando x -» 1%
("podemos pensar que cuando x->1" x es del tipo x=1.0000001 ")

para calcular el limite conviene factorizar el numerador y denominador

x2—2x+1= (x—l)2 ) (x—l)
2ix-2 (x+2) (x—l) (x+2)

X

cuando x -» 1*
el factor (x—l) - 1*-1=0*>0

el factor (x+2) » 1*+2= 3'>0

o ox?-2x+1 _ (x-1)2 . (x-1) o0
lim ——— = 1im = lim ———= — =0*
x->1" x%2 4+ x-2 x-»1* (x+2) (x-1) x-1* (x + 2) 3+

Comoel 1imite lateralnodiéni +oni - o«
NO TIENE AV en x = -1 por la derecha

"Nota: este resultado coincide con el hecho de que la singularidad (x-1)
en el denominador desaparecidé al simplificar (x-1) en numerador y en
denominador. singularidad EVITABLE

Este es un caso en que un candidato a ser AV termina no siéndolo”

por laizquierda cuandox -» 1~

("podemos pensar que cuando x->1" x es del tipo x=0.9999999 ")

x2—2x+1= (x—l)2 ) (x-1)

x?+x-2 (x+2) (x—l) (x+2)

cuandox -» 1~
el factor (x— 1) - 17"-1=0"<0
el factor (x+2) 5> 1°+2=3"5>0

o x?-2x+1 _ (x-1)2 . (x-1) O
lim ——— = 1lim = lim ——— = — =

= =0
x->1" x?+x-2 x>1" (x+2) (x-1) =x-1" (x+2) 3°
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Como el 1limite lateralnodiéni +oni - o«
NO TIENE AVen x = -1 por la izquierda

"Nota: este resultado coincide con el hecho de que la singularidad (x-1)
en el denominador desaparecidé al simplificar (x-1) en numerador y en
denominador. singularidad EVITABLE

Este es un caso en que un candidato a ser AV termina no siéndolo"”
AHde f (x)
Paraellocalculamos los limitesde £ (x) cuandox » t®

six-» +

2 1 2 1
ox*-2x+l ¥ (1-Deg) o (1-G+m) @)
lim —— = 1lim = lim = =
Xo+0 x2 Ly _ 2 X+00 52 (1 + L %) X +00 (1 + L %) (1)
X X X X
entonces y=1 esAH def (x) parax-> +®
(Nota : pusimos 17 como resultado del limite cuando x » +
para indicar que se aproximaa y =1 por debajode 1)
Six-> -
ox-2xsl ¥ (1-feg) o (1-%+) N
llm - = llm = llm = = 1+
X»>-© %2 i x_2 X5-00 o2 (1 + 1 %) X—-0 (1 " 1 %) (1)
X X X X

entonces y=1 esAH def (x) parax-> -w

(Nota : pusimos 1" como resultado del limite cuando x » -

para indicar que se aproximaa y =1 por arribade 1)

Resumiendo
Domf=R - {-2, 1}

x2-2x+1

Ecuacionesde AVde f (x) = "

X“+x-2

X = -2 esAVde f (x) por laderechayel limiteda -

X =-2 esAVde f (x) por laizquierdayel limiteda +®»
enx=1 £ (x) NOTIENEAV (singularidad EVITABLE)

. x?-2x+1
EcuacionesdeAHde f (x) = ———

x2+x-2

y=1 esAHdef (x) parax > + yellimiteda 1~
y=1 esAHde f (x) parax-»> - yellimiteda 1*
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x2-2x+1 .
plot[{—, 1}, {x, -10, 4}, PlotRange » {{-10, 4}, {-10, 10}}, AspectRatio —» 0.75]
®2 +x.- 2
10 —
sk
L n n n 1 n n n 1 n n n 1 n n n n n n I n n n n J
-10 -8 -6 -4 b 2 4
51
1oL

B b o o O o e T T b b b o o S SR S A S P A S A S A

Ejercicio 10.-

: —20x+4 4 ‘
a. Sea f(x)= - Determinar el valorde @ c B para que la recta de
ax+

ecuacion x =2 sea asintota vertical para f. Para el valor hallade. dar la

ecuacion de la asintota horizontal de f

3
ax —2x : £ i
b. Sea [(x)= R Delenuinar @ = B para que la recta de ecuacion
X+

1 =—1sea asintota vertical de £ Para el valor hallado. dar las ecuaciones

de todas las asintotas verticales y horizontales de f.

i -20x+4
Ej1l0 a) Seaf (x) = — a€R
ax+10

hallar "a" paraque x = 2 seaAVde f (x)
Six =2esAvVde f (x) entonces

-20x+4
lim———— =t
52 ax+10

Para que el 1limite de como resultado «

el denominador debe tender a cero cuando x » 2

Entonces a-2+10=0 = 2a=-10 = a=-5

El valorde aparaquex=2seaAVesa=-5

Con estevalordea = -5 calculemos la ecuacién de 1la AH
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. -20x+4 % (-20+3) (-20+4) -20
lim ——= 1lim — = =

=1lim = =4

X+ _5x+ 10 x—>+oox(_5+%) TX+oo (_5+%) -5

Entonces y = 4 es la ecuaciénde laAHde £ (x)

. ax?-2x
E§10 b) Seaf (x) = ——2%  aeR
x°+ax-5

hallar a para que la recta de ecuaciénx = -1 seaAVde f (x)
Six = -1 tiene que ser AVde f (x) entonces

ax?-2x

lim ——— =%

x»-1x2+ax-5

Para que ello suceda el denominador tiene que ser O cuandox = -1
y el numerador no tiene que serceroconx = -1

Entonces del denominador sale (—1)2 +a (— 1) -5=0 =
1-a-5=0 = -4=a

sia=-4conx = -1reemplazando en el numerador ax?-2x:

-4 (—1)2—2 (—1) =-4+2=-2 Oknoseanula

Por lo tanto, a=-4 paraquex=-1 sealAV def (x)

Con estevalordea=-4

hallar las ecuaciones de todas las AVy AHde £ (x)
Sia = -4eldenominadorqueda x?-4x-5

Igualamos a cero para, ademasdex = -1,

obtener otros candidatos a ser AV
x2-4x-5=0

calculemos los ceros de esta ecuacidén cuadratica

ax’+bx+c=0 cona=1 b=-4 c=-5
-bxvb%2-4.a.c
X1,2 =
2a
—(—4)1\/(—4)2—4-1'(—5) 4+16+20 4:+/36 46
X1,2 = = = =
2.1 2 2 2
4+6 10 4-6 -2
x1=_=_=5 6xZ=_=—=—1
2 2 2 2
Xx1=5 6 x2=-1
Entonces comoestosx1 =5 &6 x2 = -1 anulanel denominador sera :

Domf=R - {-1, 5}
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Ademas con estos valores podemos factorizar el denominador :
Esdecir x’-4x-5= (x+ 1) (x-5)

Candidatos a ser AV :

x=-1 (ya sabiamos por eso elegioms a = —4) y x=5

ax?-2x
——— cona=-4es

£ (x)
x°+ax-5

-4x%-2x -4x%-2x

x?-4x-5 ) (x+1) (x-5)

£ (%)

en donde usamos la factorizacién del denominador

veamos si x = 5 es AV
parax -> 5°*

. -4x?-2x ] -4x%_-2x
lim ——— = 1lim =
x5 %2 - 4x-5 x-5" (x+1) (x-5)

(-4) -25-2.5 (-4)-.-25-2.5 -100-10 -110

= = = = -0
(5+1) (5-5) (5+1) (5*-05) 6. (0%) 6. (0%)

entonces x = 5 esAVde £ (x) por derecha
dex=5ysulimite lateralda -«
veamos si x = 5 es AV
parax -> 57

-4x?-2x -4x?-2x
lim ——— = 1lim =
x5 x2-4x-5 x5 (x+1) (x-5)

(-4)-(5)2-2-5 (-4).25-2.5 -100-10 -110

- - - - = 4+ 00

(5+1) (5-05) (5+1) (5 -5) 6-(07) 6-(07)
entonces x = 5es AVde f (x) por izquierda
dex=5ysulimite lateralda +
Veamos las AHde f (x)
paracuandox » +®

o-ax?-o2x o ®(-4-F) 0 (-4-%)  (-4)
lim —— = 1lim = lim = =
Xx2+0 2 _4x -5 x—>+oox2(1_i_i) x—>+oo(1_£_i) 1-
x x2 X x2

entoncesy=-4esAHde f (x) cuandox-» +

paracuandox » -
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LR

(4-2

~—

15 -4x?>-2x 14 x? (—4— L
im — = im = im
x>-0ox2 _4x-5 X>-00 52 (1_%_%) X -0 (1_4

— (_4+) —
) v

-4t

anm

X X

entoncesy=-4esAHde f (x) cuandox-» -

Resumiendo

-4x2-2x%

a=-4paraquex=-1seaAVdef (x) =
x2-4x-5

Domf=R - {-1, 5}

x=-1esAVde f (x) porque elegimosa = -4
x=5esAVde f (x) porderechaysulimite lateralda -«
x=5esAVde f (x) porizquierday sulimite lateralda + o
y=-4esAHde f (x) cuandox -» +o
y=-4esAHde f (x) cuandox -» -
-4x?-2x
Plot[{— , -4}, {x, -20, 20}, PlotRange » {{-20, 20}, {-20, 30}}, AspectRatio - 1]
x°-4x-5
30
20 -
10k
L ! ! ! ! 1 ! ! ! ! J ! ! ! ! 1 ! ! ! ! J
-20 -10 | 10 20
10+
-20-

R TR e R R TR

Estudiar teoriade lospdf' s:
funciones_homograficas.pdf

Resolver Ejercicios :
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ax+b

d
, X#¢-—, a-d-b-c#0,c#0
cx+d c

Las funciones homograficas sondel tipo f (x) =

lo interesante de tener una funcién homograficaen la forma £ (x) = +D

Bx+C

es que el cdlculode los limites para obtener las asintotas verticales como horizontales

se simplificamuchisimo, como se vid en este 4ltimo apartado de 1los comentarios tedéricos

(es decir, pasar de la forma £ (x) = ala forma f (x) =

+D)
cx+d Bx +C

Por ello lo interesante es arribar a escribir una f homografica de esta forma £ (x) = +D:
Bx +C
veamos esto con un ejemplo, el ejemplo 1 de los comentarios teéricos
3x-5
f (x) =
x-2

vamos a usar el Algoritmode Divisién de Polinomios o Ruffini para expresar
3x-5como (x - 2) multiplicado por algomas otra cosadividiendo (3 X - 5) con (x - 2)
siP(x) =3x-5y Q(x) =x-2 existe C (x) yRresto (un numero porque gradode Py Qes 1)
talqueP (x) = Q(x) -C (x) +R

usando Algoritmo de division usando Ruffini

3x-5 X-2 3 -5 <3 Px=3x-5
(3x-6) 3 2
1 7 13 [1] <=r
Q(x)=x-2

entonces: ﬁ

3x-5=(x-2).3+1 C(x)=3
es decirque 3 x -5 se puede escribircomo3x-5 = (x - 2) -3+1
Ahoramiren el efectodeestoen f (x) :

3x-5 (x-2)-3+1 1 N
£ (x) = = =3+ (se cancelaron los factores (x-2) enel 1 er término
x-2 (x - 2) (x - 2)

Escritaasi f (x) esmas facil ver que tieneAVenx =2, tienelAHeny = 3yqueel

1
graficode f (x) esde la familia del tipo —
X

1
Mirando el graficode £ (x) es como que al dibujode — lo trasladamos 2 a 1a derecha y 3 para arriba
x



grafPlot =

Plot[{3+
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B e R o L e R R R

Ejercicio 11.- Hallar el dominio. la imagen, los ceros,. los intervalos de positividad y de

negatividad y las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales de /. Hacer un

grafico de 1.

-10

FUNCIONES HOMOGRAFICAS

Qué tendremos que hacer?

1. Para hallar el Dominio hay que encontrar el conjunto de x para los que la férmulade £ (x)

b. )=
Sf(x) —
4
d. X)=——-3
7 3x+1
@ f(l\_):&\'+5
x+1

1
——, 3}, {x, -10, 10}, PlotRange » {{-10, 10}, {-10, 10}}, AspectRatio - 1]

x—2)

-~

estid definida y se pueda hacer la cuenta para que dé un resultado

En las homograficas, los problemas para hacer la cuenta aparecen en el denominador.

Si X, anula el denominador de 1a homografica entoncesDomf = R - {x, }

| 53
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2. Para calcular la Imagen de f habra que despejar x como funciéndey y ver para cuales "y"

tiene sentido la expresién encontrada (es como calcular un dominio pero sobre lasy)

Si yo anula el denominador de la expresiénx =g (y) = Imagenf =R - {yo }

3. Paralosceros: C°= {x € Domf / f (x) = 0}

("es decir plantear f(x)=0 y encontrar los x para los cuales f(x) corta al eje x")
Para el Conjunto de Positividad C* :

4.C*'={x €e Domf / £ (x) > 0} esdecirplantear £ (x) > 0 y encontrar los x

("es decir plantear f(x)>0 y ver para cuadles x las imagenes son positivas

es decir para cudles x f£f(x) esta por encima del eje x") :
Para el Conjunto de Negatividad C :
5.C ={x € Domf / £ (x) <0} esdecirplantear £ (x) < 0 y encontrar los x

("es decir plantear f(x)<0 y ver para cudles x las imagenes son negativas

es decir para cudles x f(x) esta por debajo del eje x") :

6. Para las AV asintotas verticalesde f (x) ysix, noestdenelDomde f =R - {xX0 }

calcularel lim f (x) paradecidir si la rectavertical x = X = X, es AV por derecha de x,
XXt
calcularel lim f (x) paradecidir si larectavertical x = X = X, es AV por izquierda de x,

XX~
7. Para las AH asintotas horizontalesde f (x) y si yo noestaden la Imagende f =R - {yo }

calcularel lim f (x) paradecidir si larectay = yo €s AH cuando x -» +®
X—->+

calcularel lim f (x) paradecidir si larectay = y, €s AH cuando x -» -
X -

8. para el graficode f (x) : dibujar las AVy AH y ver si la homografica corresponde a la
1

familia —oala familia - —.
X X

Armar una tablita con 2 valores arbitrarios de xy su correspondiente £ (x) para los x a 1a derecha

y otros 2 valores de x para los x a la izquierda de 1a AV y hacer pasar el grafico por estos 4 puntos

Todo esto ya lo saben y 1o vienen haciendo desde el ej 1 de la practica 3,

asi que voy a ir mas rapido con algunos resultados

Ejllec) £ (x)=—+1
(x+2)

1. como x debe ser distinto de - 2 porque no se puede dividir por cero

Domf=R - {-2} (%X, = -2 es el candidato a que por alli pase una AV)

2. Imagen f

despejamos x como funciénde y apartirdey = (—) +1
x+2
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y—l:ﬁ = (y—l)-(x+2)=3 = y-X-xXx+2y-2=3 =

= x(y-1)+2y-2=3 = x(y-1)=3+2-2y = x(y-1)=5-2y =

5-2y
(v-1)

=1 X =

Aca vemos que y no puede ser 1 para que x de un numero real

entonces

Imagenf =R - {1} (Yo =1 es el candidato a que por alli pase una AH)

3.¢%°={x € Domf / f (x) = 0}

3

planteamos £ (x) =0 = £ (x) = (—+1 = 0 sacando denominador comiin (x+2)
X+2

3+1 (x+2)

—_— =0 = 3+1(x+2) =0 = 3+x+2=0 = x=-5

(x+2)
entonces
c® = {-5}

4.C*={x €e Domf / £ (x) >0}

3
planteamosf (x) >0 = £ (x) = — +1 > 0 sacando denominador comin (x+ 2)
(x+2)
3+1 (x+2) x+5
—_— >0 = >0
(x+2) X+ 2

estadivisién serd positiva si los dos factores son positivos o los dos negativos
planteemos esto :

1)[x+5>0 y x+2>0] 6 2) [x+5<0 y x+2<0]

x>-5 y x>-2 6 X<-5y x<-2
"los X que son mayores " los x que son menores que -5
que -5y al mismo tiempo y al mismo tiempo menores
mayores que - 2 son los x que -2 sonlosx
mayores que -2 " menores que -5"
S = (—2, +oo) U Sy = (-®, -5)

S=851US2=52US1= (-, -5) U (-2, +x)
C'= (-, -5) U (-2, +®)

5.C"={x € Domf / £ (x) <0}



56 | Repaso Practica 3 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

+1 < 0 sacando denominador comun (x + 2)

planteamos f (x) >0 = £ (x) =
(x+2)
3+1(x+2) x+5
—_— =<0 = <0
(x+2) X+2

estadivisién sera negativa si algun factor es negativo

planteemos esto:

1) [x+5<0 y x+2>0] 6 2) [x+5>0 y x+2<0]

X< -5 y x>-2 6 x>-5 'y x<-2
"los x que son menores " los x que son mayores que -5
que -5y al mismo tiempo y al mismo tiempo menores
mayores que -2 : no hay " que -2 son los x entre
_5 y _2"
S1=0 U S2 = (-5, -2)

s=81US2=0U(-5,-2) = (-5, -2)

Cc = (-5, -2)

6. AV (analizamos alrededor del candidatox, = -2)

por laderechade -2:
. 3 1
lim —+1=—4+1=+ (x es algodel tipo -1.9999999 aproximandose al - 2 por la derecha)
X->-2¢ (x + 2) 0*
Comoel 1imitedidé +wenx = -2 hay una AVpor laderechade -2yel limiteda +®

Xx=-2esAVdef (x) parax—» -2"yel limiteda +®

por laizquierdade -2:
. 1
lim +l=—+1=- (x es algodel tipo -2.0000001 aproximandose al - 2 por la izquierda)
X—>-2- (x + 2) 0-
Comoel limitedié -wenx = -2 hayunaAVpor laizquierdade -2yel limiteda -®

x=-2esAVdef (x) parax-> -2"yel limiteda - o

7. AH (analizamos el candidatoy, = 1)

parax - +o :
= 1 por arriba del 1)

lim +1=0"+1=1 (da =1*puesx+2 >> 0 0o seaque se acercaay =
X+ (x+2)

y=1lesAHde f (x) parax->+o y ellimitedal

parax - +o:
= 1 por debajo del 1)

lim +1=0"+1=1 (da =1 puesx+2 << 00seaque seacercaay
X>-o (x+2)
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y=1lesAHde f (x) parax-»> - y ellimitedal
8. graficode f

Dibujamos las asintotas

3 3
luego tomemosx =1 = f(1)=—+1=2 ,ytomemosx=4 = f(4)=——+1=—
(1+2) (4+2) 2
3 s
entonces los puntos P1 = (1, 2) y P2 = (4, —) pertenecen al graficode £
2
3
tomemos x = -3 = f(—3)=—+1=—2 ,y tomemosx=-5 = £ (-5)=——""">+1=0
(-3+2) (-5+2)

entonces los puntos P3 = (—3 , - 2) , Py = (—5 , 0) pertenecen al graficode £

Entonces al dibujar hacemos pasar £ (x) por esos puntos
1
Nota: f (x) esde la familia —
3
tablallcPract3 = {{1, 2}, {4, =}, {-3, -2}, {-5, 0}};
2
plottablallcPract3 = ListPlot[tablallcPract3];

grafllcPract3 =

3
Plot[{—)+1, 1}, {x, -15, 10}, PlotRange » {{-15, 10}, {-10, 10}}, AspectRatio » 1];
X+ 2

Show[grafllcPract3, plottablallcPract3, PlotRange » {{-15, 10}, {-10, 10}}, AspectRatio » 1]

10

-5
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3x+5

Ej11f) £ (x) =

x+1

1. como x debe ser distinto de - 1 porque no se puede dividir por cero

Domf=R - {-1} (%, = -1esel candidato a que por alli pase una AV)

2. Imagen f
3 3x+5
despejamos x como funciéndeyapartirdey =
x+1
3x+5
= = y-(x+1)=3x+5 = y-x+y=3x+5 =
x+1

= y-:-X+y-3x=5 = y-x-3x=5-y = x(y—3)=5—y =

5-y

—3 X = —

y-3
Aca vemos que y no puede ser 3 para que x de un numero real

entonces

Imagenf =R - {3} (Yo =3 es el candidato a que por alli pase una AH)

3.¢%°={x € Domf / f (x) = 0}

3x+5 5
planteamos f (x) =0 = £ (x) = =0 = 3x+5=0 = xXx=--
x+1 3
entonces
@-{-3)
3
4. C"'={x € Domf / £ (x) > 0}
3x+5
planteamos f (x) >0 = £ (x) = >0
x+1
3x+5
>0
x+1

estadivisién serd positiva si los dos factores son positivos o los dos negativos

planteemos esto :

1) [ 3x+5>0 y x+1>0] 6 2) [ 3x+5<0 y x+1<0]
5 5
XxX>-— 'y x>-1 6 X<-— 'y x<-1
3
5
"los x que son mayores " los x que son menores que - —
5
que - — yalmismo tiempo y al mismo tiempo menores que -1
mayores que - 1 son los x son los x

"

mayores que -1 " menores que -—



Repaso Practica 3 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

S1= (-1, +») U S, = (_w,_i)

5.C ={x € Domf / £ (x) <0}

3x+5
planteamos f (x) >0 = £ (x) = <0 s
x+1
3x+5
<0
x+1

estadivisién sera negativa si algun factor es negativo
planteemos esto:

1) [ 3x+5<0 y x+1>0] 6 2) [ 3x+5>0 y x+1<0]

5 3 5
X<-—y x>-1 6 xX>-— y x<-1
3 3
5
"los X que son menores " los x que son mayores que - —
3
5
que - — y al mismo tiempo y al mismo tiempo menores que -1
5
mayores que -1 , nohay" son los x entre -— y -1 "
3
5
S1=0 U SZ=('_1_1)
3

6. AV (analizamos alrededor del candidato x, = - 1)

por laderechade -1:

. 3x+5
lim
X->-1" x+1
3(-1)+5 2
— = — =t (x es algodel tipo -0.9999999 aproximandose al -1 por la derecha)
0* 0*

Comoel 1imitedidé +wenx = -1 hay una AVpor laderechade -1lyel limiteda + o
x=-lesAVdef (x) parax->-1*yellimiteda +w

por laizquierdade -1:

1im 3x+5=
X--1" x+1
3(-1) +5

2
= —=-® (x es algodel tipo -1.0000001 aproximandose al -1 por la izquierda)
0- 0-

| 59
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Comoel 1imitedidé -wenx = -1 hayunaAVpor la izquierdade -1lyel limiteda -
x=-lesAVdef (x) parax->-1"yellimiteda -
7. AH (analizamos el candidatoy, = 3)

parax - +o :

5
. 3x+5 . X 3+;
lim M = lim ( ) =
X9+ x+1 Xotm o 1+l)
X
(3+5)
lim —*> =-3*=3 (da = 3"puesx+1>> 00 seaqueseacercaay = 3por arribadel 3)

X+ (1 + L
X

y=3esAHde f (x) parax->+o y ellimiteda3

parax - +o :

5
. 3x+5 X (3+2
lim = 1lim M:
X9-o x+1 x—)—oox(1+l)
X
(3+5)
lim —*L =3"=-3 (da = 3" puesx+1<< 0o0seaque seacercaay = 3 pordebajodel 3)

X - (1 + 1
X

y=3esAHde f (x) parax-> - y ellimiteda3

8. graficode f

Dibujamos las asintotas

3.-0+5 3-1+5
luego tomemosx =0 = £ (0) = ———— =5 , ytomemosx=1 = f(1)=—-=4
0+1 1+1
entonces los puntos P; = (0, 5) y P2 = (1, 4) pertenecen al graficode £
5 51.3(3)+s 3 (-2)+5
tomemos x = - — :f(——):—:O , y tomemosx = -2 = f(—2)=—=1
3 3 (_3) +1 (-2) +1

5
entonces los puntos P3 = (— -, O) , Pg = (—2 , 1) pertenecen al graficode £
3

Entonces al dibujar hacemos pasar £ (x) por esos puntos

1 3x+5 3 (x+1)+2 2
Nota: f (x) esde la familia — porque = =3+ —
X x+1 x+1 x+1

5
tablallfPract3 = {{0, 5}, {1, 4}, {—;, 0}, (-2, 1}};

plottablallfPract3 = ListPlot[tablallfPract3];

+5

3x
grafllfPract3 = Plot[{ , 3}, {x, -6, 6}, PlotRange » {{-6, 6}, {-10, 10}}, AspectRatio » 1];

x4+ 1
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Show[grafllfPract3, plottablallfPract3, PlotRange » {{-6, 6}, {-10, 10}}, AspectRatio -» 1]

10

5L

-10L

Ejercicio 12.-

5
a. Sea f(x)=—
x+a

ecuaciones y=—3 e y=

s | h

ax—+3
bx+1

b. Sea f(x)=

recta ¥ =6 sea asintota horizontal de 1.

Ej 12 a) Sea f (x) = -b a,b eR
X+a
comox =-3 esAV lim -b=tow
X--3" x+a
. 2
lim -b= -b=t20 = a=3
X--3" x+a (—3) +a
5 5
comoy = — esAH = lim -b=— =
3 X2+o x +a 3

. Determinar ay b R para que

—b. Determunar ay b IR para que las rectas de

sean asintotas de f.

seacerode f vla

1D | s

w

| 61
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5
f (x) = + —
x+3 3
grafl2aPract3 =
2 5 5
Plot[{ +=, =}, {x, -8, 4}, PlotRange » {{-8, 4}, {-10, 10}}, AspectRatio - 1]
x+3 .3 3
10 -
5
L L L L L L L I L L L L L L L L L L L L L L J
-8 -6 3 -2 2 4
5L
104
i ax+3
Ej 12b) Seaf (x) = a,b eRr
bx+1
) 3
comox = —escerooraizde f (x) entoncesax+3 =0parax= —
2 2

3 3
a-—+3=0 = —a =-3 = a=-2
2 2

. -2x+3
comoy=6 esAH = lim —— =6 =
X+ bx+1
— l1im ﬂ=lim M=ﬁ=6 =_£=b
X+ x(b+L) X+ (b+ l) b 3
X X

-2x+3

1
—3x+1

Entonces f (x) =
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grafl2bPract3 =
-2x+3
Plot[{l—, 6} , {x, -8, 10}, PlotRange -» {{-8, 10}, {-20, 30}}, AspectRatio - 1]
represemacgjr?‘gfé;ica rango de representacion cociente de aspecto
30—
20 —
10+

-20%-

B e R o L e R R R

- Composicién de funciones :

Estudiar teoria de lospdf' s:

composicion_de _funciones.pdf

Resolver Ejercicios : 15a, 15d, 15f, 17 y 18

COMPOSICION DE FUNCIONES

Ejercicio 15.- Dadas las funciones f y g, calcular fog y go f.

f(x)=3x-2 ,

b. , fix)=—x+1

e fiy=2-4 |,

(@) ro=—

& JS)=x12 \

@ f(x)=2x-1

g(x)=x+3

() = +2

g(x) =

2x+1
g(x)=

x—3

3
g(x)=—-2

X

g(x) = —x(x +D(x—3)

g(x)=xvx*+2
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Ej15a) Calcularf,g y gof
Por definicién de composicién de funciones £, g (x) = £ (g (x))
Es decir que donde dice x en f reemplazar por g (x)
enestecasoa) f (x) =3x-2 y g (x) = x?+3
Entonces f,g (x) = £ (g (x)) = f (x2 +3) =3- (x2+3) - 2 ("metimos g donde dice x en f")
es decir
fog (x) =3x%24+9-2
= fog(x)=3x>+7
De manera andloga : go £ (x) =g (£ (x))

gof (X)) =g (3x—2) = (3x—2)2+3 ("metimos f donde dice x en g")

gof (x) =9x?-12x+4+3=9x%x2-12x+7 = gof (x) =9x*>-12x+7

= gof (x)=9x*-12x+7

15d) £ (x) =

3
Yy g(x)=—-2
X+ 2 b4

Calculemos £, g (x) = £ (g (x))

f (x) f(3 2) 3 3 3
09 (X) = - - = = =— =X
x (2-2)+2 2-2+2 2
= fog (x) =
Calculemos go f (x) =g (f (%))
3 2
gof(x)=g( ): 3 _2=ﬁ_2=(x+2)_2=x
X+2 (32) 3
= go £ (x) =x
15f) £(x)=2x-1 y g (x) = x2 +2

Calculemos £, g (x) = £ (g (%))

fo g (%) =f(x'\/x2+2) =2 [x'\/x2+2)—1=
=2x'\/x2+2 -1
= f,g (x) =2x‘\/x2+2 -1
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Calculemos go f (x) =g (f (x))

gof(x)=g(2x—1)=(2x_1) (2x—1)2+2 -

= (2x—1) '\/4x2—4x+1+2 = (2x—1) '\/4x2—4x+3
= go £ (x) = (2x—1) Vax?-4x+3

Ejercicio 17.-

a. Sean f(x)=x+k v g(x)=—.Hallar el valor de £ € R de manera que

2
b

(g f)(1)=—4 . Para el valor de k encontrado, calcular (f eg)(1).

: 2x+6 -
b. Sean f(x)=lkx-2 vy g(x)= . Hallar el valor de £ € R de modo
—x+4
aue (oo FMIY=5 Para el valor de I hallado calcular ( £ o oM
b el e Il 4 e el S RO LS Akt LR e RSO L S E Y

2
Ejl7a) seaf (x) =x+k y g (x) = — .Hallarkparaqueg, £ (1) =-4
X

Con el k hallado encontrar £, g (1)

Hacemos la composiciéndegconf, go f (x)

2 2
gof (x) =g (x+k) = — =
(x+k) x+k

evaluamosenx=1 = gof (1) = y comoes iguala -4

1+k

2 1
go £ (1) = =-4 = —=1+k = 5 1+k =

Entoncesk = - ; para que go £ (1) = -4

3
Con estevalor de k reemplazandoenfdaf (x) =x- —
2

Calculemos £, g (1)

fog (x) = £ (g (x))

n
H
—_—
X IN
N—
1
—_—
X [N
~——
|

evaluamosenx =1

£9(1) = £ (g (1) - - -

N |-
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2x+6

Ej1l7b) Sea £ (x) =kx-2 y g (x) =
-x+4

hallar k paraqueg, £ (1) = S5y conesek hallado calcular f, g (1)

Calculamos g, £ (x)

2 (kx-2)+6 2kx-4+6 2kx+2

9o £ (x) = g (£ (x)) = = =
—(kx—2)+4 -kx+2+4 -kx+6

2k1l+2 2k +2 .
Evaluamos go £ (1) = = e igualamosab’
-k1+6 -k +6

2k +2
-k +6

go £ (1) = =5 = 2k+2=5.(-k+6) = 2k+2 =-5k+30 =

= T7k=28 = k=4

Entonces k=4 paraqueg, f (1) =5

Conestevalordek, f (x) =4x-2

2x+6 2x+6 8x+24
fog(x)=f(g(x))=f( ]-4( )-2:
-x+4

-x+4 -x+4

evaluamosenx =1

8-1+24 32 26
fog(l)=——-2=—-2=—
-1+4 3 3

26

Entonces f,g (1) = ?

go f . Escribir las ecuaciones de las asintotas verticales v horizontales de dichas

funciones.

Ej 18 Seaf (x) =2x-1 y g (x) = -2

x+3

Hallarfo,g y go fyescribir las ecuaciones de las AV yAH

Calculemos f, g

SRR

fog (x) = £ (g (x)) =f(
x+3

x+3

2-2(x+3) 2-2x-6 -2x-4

x+3 x+3 x+3
-2x-4
Entonces fo, g (x) = —

x+3

aplicacnodel algoritmode divisionde polinomios para dividir

-2x-4conx+30laregladeRuffini: seobtiene



-2x-4 = (x+3) (-2) +2

-2x-4 (x+3) (—2)+2_

Podemos escribir f,g (x) = =
x+3

2

x+3

_2

fo g (x)

Domf,g=R - {-3}

Imagen fog=R - {-2}

AVenx = -3

AHeny=-2

grafl8fogPract3 =

Plot

|:{x+3

4 —
2k

L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I

i i i _\V

\

2
4
6
_8;

Calculemos go £
1

o £ (x) =g (£(x)) =g (2x-1) =

(2x-1)+3
1 i
=2 —2__2
2 (x+1) (x+1)
Entonces
i
2
go £ (x) = -2
(x+1)

Domgo, £f=R - {-1}

Repaso Practica 3 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

-2, -2}, {x, -8, 2}, PlotRange » {{-8, 2}, {-8, 4}}, AspectRatio - 1]
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Imagengo, £ =R - {-2}

AVenx =-1
AHeny=-2
grafl8gofPract3 =
1
Plot[{;)—Z, -2}, {x, -4, 2}, PlotRange » {{-4, 2}, {-6, 4}}, AspectRatio - 1]
X+ 1
4 —
2
o b b e o b e ]
-4 -3 -2 -1 1 2

2

4

6L

t—dt—d—d—d—d -ttt -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F —F — 4 —

Estudiar teoriade lospdf' s:

funcion_inversa.pdf

Resolver Ejercicios :

Sélo queria agregar unos comentarios sobre funcién inversa :

2

Sea f (x) = x° definidacomo f: R,o—R:o (Domf =R, Cod (£f) = Imagen £ = R:o)

es decir que nos quedamos con la rama derecha de la parabolay = x°

Asi definida f esbiyectiva y tiene funcién inversa

(ver doc de las tedéricas para una explicacién de funcién biyectiva) )
De acuerdo a lo visto anteriormente, la funcién inversade f es
£l (x) =Vx £1: R;0—R:o

(Dom £1= Imagen f = R;o , Cod (f‘l) = Imagen fl=-Domf = ]Rzo)
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Ponemos este ejemplo para decir que "lo que hace £ lo deshace f!"

y viceversa

2

Seag (x) = -x° g:Rq—R,0 (Domg =R , Cod (g) = Imageng = Ryo)

2 sinel0

es decir que g (x) es 1la rama izquierda de la pardbolay = x
De acuerdo a 1o visto anteriormente, la funcidén inversadeges
gl (x) =-Vx definidacomo g!:R:;o—Rqo

(Dom g‘1 = Imageng = Ryo , Cod (g‘l) = Imagen g‘1 =Domg = ]R<o)

Ponemos este ejemplo para decir que "lo que hace g lo deshace g !"

y viceversa

Por eso cuando tenemos que despejar de una ecuacién cuadratica sencilla tipo
x> =4

cémo nos deshacemos del cuadrado para despejar x?

Habria que usar la inversa del cuadrado o sea "deshacer el efecto de elevar al
cuadrado con la raiz cuadrada f! para x > 0 y por otra parte considerar

el caso x < 0 y usar g! que es la inversa del cuadrado cuando x < 0 ")
Usemos esto para encontrar las solucionesde x? =4 xes cualquier nimero real
entonces divido la solucién endos casos x € [0, +») 6x € (-, 0)

i) casox 2 0

x?=4 = aplicolay queeslaf!
a ambos miembros pues es la inversadel casox 2 0y de esamanera

desharé el efecto del cuadrado para que me dé x , del lado izquierdo de la ecuacién

\lx2='\/4_ = comox 2 0 = x=2

ii) casox < O

x?=4 = aplicola - VY queeslag?
a ambos miembros pues es la inversa del casox < 0y de esamanera

desharé el efecto del cuadrado para que me dé x , del lado izquierdo de la ecuacién

—'\/x2 =—'\/4_ = comox < 0 = x=-2

Del lado izquierdo usé la propiedadde que g~l, g (x) = x

El conjunto soluciénSdex’ =4 xeR

uniendo las soluciones de los dos casos es
S={-2, 2}
+++++++++

Uds diran "pero esto ya lo sabiamos aplicando médulo!

para resolver x?=4 xeR "

Y si, menos mal que todo cierrayda lomismo, digo yo.

| 69
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Tal vez ésta sea una justificacién de porqué 4/ x? = |x|
++++++++HHH AR+

Conclusién:

una vez demostrada la existencia de la operacién inversa uno la usa
para obtener el resultado asi de una.

Entonces cuando les aparezca encontrar las soluciones de

x2=4 xeR

usanméduloy listo, asi:

x4 = '\/x2 =V4 = |x}]=2 = x=2 6 x=-2 sonlassoluciones

pero ahora saben que esté ok porque

alguien les conté de donde viene este resultado de médulo . ..
Otro comentario :

tomen un x genéricox € R

Sea f la funcién que lomultiplicapor 2y le resta 3
fhaceesto: x —»2x — 2x-3

f (x) =2x-3 , okestolosaben

como f es lineal es biyectivay tiene inversa £!

Justamente cuando calculamos la inversa el método indica
despejar x como funciéndey yal final intercambiarxey

para que quede £! (x) okesto lo saben
recuerden que f multiplicaba por 2 y luego le restaba 3

fijense que el método va "deshaciendo" paso a paso loque hizo £

y+3 1 x+3
y=2x-3 = y+3=2x = =x xeoy £ (x) =
2

f ' haceesto: empiezapor loultimoquehizo f, suma 3 paradeshacer
(porque £ resté 3 al final) y lo que da lo divide por 2
(porque f habiamultiplicado por 2)

x+3

2

flhizoesto:x — x+3 —

Espero que hayan seguido la idea de como una £~! deshace lo que hizo £

De aca es obvio que si
dadoun xviene f y lo transformaen £ (x)

si despues viene £ y deshace lo que hizo £, va a dar x de nuevo y viceversa

£l £ (x) = £ (£ (x)) = x yviceversa fof! (x)=f (£! (x)) =x
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Ejercicio 20.- Calcular /™" y dar su dominio. Graficar /'y .

@f:R—)R F)=2x—4
b. f

R-{2} >R Fl)= 17
X—Z
c. f:RHR f(x)=%x

I _ 2x-=5
@ fR-{-} >R fix)=
x+1

(O rmsr  swmaen

£ f:R—{l}—ﬂEﬁ Fl=— 45

Comentario :

Siempre que me dan una f definida como £ : R— R como en el caso a)
6 £f:R-{2}—>R enel b) me estan indicando Dom £ y Codominio de £

no me dan la imagen de f que tendré que calcular para dar el Dom £!

Ej20a) comofeslineal f (x) =2x-4 fesbiyectivadefinidade
f:R—>R ylalImagendef =R

Recordemos que una funcién es biyectiva (leer las tedéricas de matemética)
si para cada x del Dominio de f se obtieneuninicoy = £ (x) en el Codominio
y que ningin "y" en el Codominio puede quedar sin relacionarse por £

con algun x del Dominio
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La funcién inversa estid definida si f es biyectiva y f esta definida como

f : Dom (f) — Imagen (f)

es decir el Cod (f) = Imagen (f)

Si pasa esto para £, entonces existe £-! y lamisma estara definida como :
£-1: Dom (f'l) (que es laImagen (f)) — Imagen (f'l) (que es el Dom (£))

La relaciénde biyectividad o de relacién de "uno a uno", unelemento

del dominio de f con uno y sé6lo uno del Codominio de f se da cuando :

1. - si seintersecael graficode f con rectas horizontales y =b entonces

la rectay = bcortaal graficode £ en un tnico punto

2. - cuando el Codominio de f es igual al conjunto Imagende £

Cod (f) = Imagen (f)

Por eso con la parabola, tuvimos que quedarnos con alguna de sus ramas
paradefinir la funcién inversa en cada rama por separado, porque si no,
no seriabiyectiva y una recta horizontal y = b cortaria a la pardbola

en mas de un punto

sigamos con el Ej 20 a)

como f es lineal f (x) =2x-4 , fesbiyectivayesta definida como
f:R—>R ylalImagende f =R

Existe f!y estsradefinida como

£f!:R (quees laImagen (f)) — R (queeselDom (£f))

Nota : En este caso coindicen Dom f con Imagen de £ entonces no se aprecia la diferencia,

pero ténganlo presente para mas adelante

el calculode £! se hace como Uds saben :

despejando x comom funciénde "y" y al final renombrar x«<»y para obtener una £! (x)
calculemos :
como f (x) =2x-4 ponemosy =2x-4 despejamosx :
y+4

2
(ya despejamos x como funciéndey, sélo resta renombrar x<—>y)

y+4=2x = =X

x+4

= —xXx+2

2 2

entonces f! (x) =

1

£l (x) = —x+2 Dominiode £! =R
2

Verifiquemos la propiedad £7%, £ (x) = x

Por definicién de composicién de funciones :

£l f(x) = £1(£(x)) =€ (2x-4) = — (2x-4)+2=%x-2+2=%

N |-
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Esta bien calculada £

Uds pueden verificar también que £, £! (x) = x tambiénda

la funcién identidady = x

(v = x es conocida en el ambiente como funcién identidad)

Otra propiedad interesante para verificar es la
siguiente propiedad geométrica entre los graficosde fy £

los graficosde fy £ ! son simétricos respecto a la funcién identidad
Escomoqueeny = x ( la recta de pendiente 1 que pasa por el origen de coordenadas)

hay un "espejo" que refleja el dibujode f paradar el de £

Esto quiere decir ademas que si el punto (1, -2) € Graf (f)
entonces el punto (-2, 1) € Graf (f'l)

Y estos puntos son simétricos respecto el "espejo" larecta y=x

Veamos en un mismo grafico los dibujos de fyelde £!

y de 4 puntos de f y sus simétricos respectoay = x de £!

tabla20a = {{11 _2}1 {_21 1}/ {61 8}! {8r 6}! {ol _4}r {_41 0}! {_11 _6}1 {_61 _1}}
{1, -2}, {-2, 1}, {6, 8}, {8, 6}, {0, -4}, {-4, 0}, {-1, -6}, {-6, -1}}

graf20alistplot = ListPlot[tabla20a];

graf20aPract3 =

1
Plot[{2x-4, —x+2, x}, {x, -10, 10}, PlotRange » {{-10, 10}, {-10, 10}}, AspectRatio - 1] ;
2

1
larectadecolorazules 2x-4, ladecolornaranjaes —x+2 yladecolorverdees y=x
2

| 73
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Show[graf20aPract3, graf20alistplot]

10

-10 > 5 10

-10L

Ej 20d) ahora fes laraizcubicaf (x) = f definidacomof : R- {-1} >R

x+1

El dominio esta ok porque no se puede dividirpor 0 entoncex # -1
El codominio queme danes R
Veamos la imagende £ :

si quisiéramos calcular la imagen habria que despejar x como funciénde "y"

pero este es el método de calcular £ ?. Si es lomismo.

2x-5
ponemosy = = y(x+1)=2x—5 = y-xX+y=2x-5
x+1
_5_y
= y:-Xx-2x=-5-y = x(y—2)=—5—y = X= —
y-2

(ya despejamos x como funciéndey, sélo resta renombrar x(—»y)

£ (x) = _2x yelDom (£7') =R - {2}
X

Verifiquemos la propiedad £%, £ (x) = x

Por definicién de composicién de funciones :

25 _5._ (2 x-ls ) -5 (x+1)—1(2 x-5)
£1,£f (x) = £ (£ (x)) = £ ( ) = = = x =
x+1 2x5) _o 2x-5-2 (x+1)
x+1 x+1

-5x-5-2x+5 -7x
= = =X
2x-5-2x-2 -7

Esta bien calculada £
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Uds pueden verificar también que £, £! (x) = x tambiénda

la funcién identidady = x

Grafiquemos £y £!

2x-
la hipérbola es lade color azul,

x+1
la de color naranjaes la hipérbola — y lade color verdees y =x
x-2
graf20dPract3 =
2x-5 -5-x
Plot[{ , —, x}, {x, -10, 10}, PlotRange » {{-10, 10}, {-10, 10}}, AspectRatio » 1]
x4+ 1 x-2
10
5,
L et ./ 1 I | I I I I J
-10 -5 5 10

L10 L
Ej 20 e) ahora fes lapardbolaf (x) =3x?+2 fdefinidacomof: [0, +oo) —R
Como el Dom (f) = [O, +oo) estd ok para quedarnos con una rama de la parabola
sino, noseriabiyectiva

Calculemos £

ponemosy = 3x%+2 = y-2=3%x? = x aplicando raiz cuadrada

= '\[xz = — = x| = y-< perocomox 2 0 es |{x| = x entonces queda

(ya despejamos x como funciéndey, sélo resta renombrar x(—»y)
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x-2
3

£l (%) =

veamos el Dom (£71) :

la raiz cuadrada podra calcularse cuando

Verifiquemos la propiedad £%, £ (x) = x

Por definicién de composicién de funciones :

3x2+2)-2
£l £ (x) = £ (£ (x)) = £ (3x%+2) = (3x%+2)-2
3

’3x2
= =\/x2 = |x}| perocomox > 0entoces |x} =x
3

finalmente: f£1,f (x) =x

Esté bien calculada f!

Uds pueden verificar también que £, £ (x) = x tambiénda

la funcién identidady = x
Grafiquemos fy £!

la rama positiva de la pardbola 3 x? + 2 es de color azul,

x-2
la de color naranjaes —— yladecolorverdees y=x
3
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graf20ePract3 =
A x-2 .
Plot[{3x +2, _, x}, {x, 0, 10}, PlotRange » {{0, 10}, {0, 10}}, AspectRatio —» 1]
3
0 1 L L L J
0 2 4 6 8 10

Ej 20 g) ahora f es laparabola f (x) = Vx+2 fdefinida como f : [-2, +oo) —R
El Dom (f) = [-2, +oo) estd ok parapoder efectuar la raiz cuadrada (x + 2) 20
AsidefinidaCod (f) # Imagen ( f)

Comom la raiz cuadrada siempre da una numero positivo Imagen (f) = Rso

Asi redefinidaf (x) = Vx+2 conf: [-2, +oo)—>]Rzo = [0, +oo)

esbiyectiva entonces 3 f!

Calculemos £! :
2
(’V X+2 )

= y?>=|x+2} perocomox € [-2, +oo) x+2 20 entonces |x+2}| =x+2

ponemosy = Vx+2 elevamos al cuadrado ambos miembros = y?

luego queda y?=x+2 = x=y?>-2

(ya despejamos x como funciéndey, sélo resta renombrar x<—>y)

£ (x) =x2-2 £1: [0, +o) > [-2, +»)

Verifiquemos la propiedad £, £ (x) =x conf (x) =Vx+2 y £ (x)=x%-2

Por definicién de composicién de funciones :

£1,f (x) = £ (£ (x)) = £ (\/x+2 ) = (‘\/x+2 )2-2 y comox > 0 para £
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2
= (Vx +2 ) -2=x+2-2=x (se fue la raiz cuadrada con el cuadrado porque x + 2 2 0)

finalmente: f£1,f (x) = x
Esta bien calculada £

Uds pueden verificar también que £, £! (x) = x tambiénda

la funcién identidady = x

Grafiquemos £y £!
10-

-2 2 4 6 8 10

5L

-0t

Ejercicio 22.- Dadas f y g, calcular h=go f v h™'. Dar las ecuaciones de las

asintotas de » y de h™".

—x+3
() £(x)=-2x+1 g ="
4x—1
ww,
b. f(x)=4x—2 g(0) =< 1
2x-3
g
e f(x)= S S g(x)=x+2

x+3

x—2
@ J(x)=- g(x)=2x-1
3x+5
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-x+3

4x-1

Ej 22 a) f(x)=-2x+1 g (x) =

calcularh=g.f y h!

-(-2X+1)+3 2x-1+3 2x+2
h(x)=gof(x)=g(f(x))=g(—2x+1)=4( PPy T Tanid- 1 —saiz
-2 X+ - -0X+4- -0 X+

2x+2
Entonces h (x) = ———
-8x+3
3
h (x) estarddefinidasi -8x+3#0 = -8x#-3 = x# —
8
3
Dom (h) =R - {—}
8
1 11
por divisiénde polinomios 2 x + 2 = (- —] (-8x+3) + —
4 4
= (—8x+3)+£ i1
2x+2 4 4 1 4
Entonces, h (x) = = = |-—-+ —
-8x+3 2x—% 4 -8x+3
1
Asi escrita, es facilverquey = - —esAHdeh (x) ypor lo tanto
4

Imagen (h) =R - {— £]'
4
3 1
Entonces h es biyectiva definidacomoh : R - {g} —R-{- Z}

1 3
Luego existe h™' que estard definidacomoh™ :R- {- =} >R - {=}
4 8

Calculemos h™?

2x+2
ponemosy = ———— = y-(—8x+3)=2x+2 = -8y -x+3y=2x+2
-8x+3
2-3y
= -8yx-2x=2-3y = x(—8y—2)=2—3y = X=  ——
(-8y-2)

(ya despejamos x como funciéndey, sbélo resta renombrar x<—>y)

2-3x 1 3
T R Y.
-8x-2 4 8
L. . 1 2x+2 1 2-3x
Verifiquemos la propiedadh™ o h (x) =x conh (x) = — y h™ (x) = —
-8x+3 -8x-2

Por definicién de composicién de funciones :

2.3 ( 2 x+2 ) 2 (-8 x+3) -3 (2x+2)

2x+2 - - _

h'l,h (x) =h™? (h (x)) =h? ( ] - 8 x+3 _ 8 x+3 )
-8x+3 -8 (ﬂ) -2 -8 (2x+2)-2 (-8 x+3)

-8 x+3 -8 x+3
-16 x+6-6x-6
_ _8 x+3 _ -22x Cx
T -16x-16+16x%-6  _pp
-8 x+3

finalmente: hl,h (x) = x
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Esta bien calculadah™?

dividiendo el numerador -3x +2 por -8x -2 seobtiene:

3 11
“3x+2=> (-8x-2)+ —
8 4
3 11 11
B 3x+2 5 (-8x-2)+ 3 i
entonces h™ (x) = = = — 4
-8x-2 -8x-2 8 -8x-2
Asintotasdeh™?
1 . 1
AVde h™ es larectaverticalx=-—

4

3
AHdeh! es larectahorizontaly = —
8

graf22aPract3 =
2x+2 -3x+2
Plot[{ , , X}, {x, -4, 4}, PlotRange » {{-4, 4}, {-4, 4}}, AspectRatio > 1]
-8x+3 -8x-2
4 -
2+

l ‘ 1] ‘ ,
4 =2 ] 2 4
1oL
Iyl

i x-2
Ej 22d) f (x) = g(x)=2x-1
X+

calcularh=go.f y h?!

x-2 J_1= 2 (x-2)-1(3x+5)

-2
h(x)=gof(x)=c.:(f<x))=g(x )=2(
3x+5 3x+5

3x+5
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2x-4-3x-5 -x-9

3x+5 ) 3x+5
-x-9
Entonces h (x) = ——
3x+5
5
h (x) estarddefinidasi 3x+5#0 = x#-—
3
5
Dom (h) =R - {- =}
3
1 2
observen que por divisiénde polinomios -x-9 = (— —) . (3x+ 5) - —
3 3
1 22 22
-x-9 (-;)'(3’”5)-? 1 S
Entonces, h (x) = = =-—-
3x+5 3x+5 3 3x+5
1
Asi escrita, es facilverquey = -—esAHdeh (x) ypor lo tanto
3
1
Imagen (h) = R - {——}
3
-x-9 5 1
Entonces tenemos h (x) = — h:R- {— —}—>]R - {- —}
3x+5 3 3
5 1
Entonces hes biyectivadefinidacomoh: R - {— —} —R - {— —}
3 3
s -1 A - -1 1 5
Luego existe h™' que estard definidacomoh™ :R- {-—} >R - {-—}
3 3
Calculemos h™!
-x-9
ponemosy = = y-(3x+5)=—x—9 = 3y-x+5y=-x-9
3x+5
-9-5y
= 3y -x+x=-9-5y = x(3y+1)=—9—5y = xXx= —
(3y+1)
(ya despejamos x como funciéndey, sélo resta renombrar x<—>y)
1 -9-5x 1 1 5
L I
3x+1 3 3
L . 1 -x-9 1 -9-5x
Verifiquemos la propiedadh™ o h (x) =x conh (x) = y h (x) = ——
3x+5 3x+1
Por definicién de composicién de funciones :
-x-9 -9 (3x+5)-5 (-x-9)
-9-5 (=
-x-9
h—loh (x) = h—l (h (x)) = h—l ( ) - (93x+5) = T 93)1(';5(3 5
3 5 —X- —X- + X+
xr 3 (3x+5 +1 3 x+5
-27 x-45+5 x+45
_ 3 x+5 _ -22x - x
T Z3x-2743x%+5 _29
3 x+5

finalmente: hl,h (x) = x

| 81
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Esta bien calculadah™?
-9-5x -5x-9
3x+1 3x+1

h™! (%) =

dividiendo el numerador -5x -9 por 3x+1 seobtiene:

-5x -9 = (-E) (3x+1)—%

3
5 22 22
: sx-9 (-3) (3xy)-2 5 2
entonces h™ (x) = = = - —-
3x+1 (3x+1) 3 3x+1
Asintotasde h™?
-1 . 1
AVdeh™ ™ es larectaverticalx=-—
3

5
AHdeh! es larectahorizontaly = - —
3

-x-9 -5x-9
3%+5. 3x+1

5 1
graf22dPract3 = Plot[{ y X, = ;, - ;} ’

{x, -5, 5}, PlotRange » {{-5, 5}, {-10, 10}}, AspectRatio-»Z]

10+

&1
Oy
-
IS

-10L
B R R R b e a  a o o o e R R R s

Resolver Ejercicios Surtidos Practica33: 2, 3, 6, 7, 9 y 11
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Ejercicios Surtidos Practica 3 :

-2
Ejercicio 2.- Sea f(x)= =
4

-

. Hallar a y b para que las rectas de ecuacion y=2 vy

x =15 sean asintotas de /. Para los valores de @ v b hallados, dar el conjunto de

positividad de f.

Ej. Surtidos 2

al
f (x) =
3x-b

Conayb obtenerelC*def (x)

Como x = 5es AVde f entonces f no tieneen sudominioa x=5

planteamos esto para obtenerb :

3:5-b=0 = b=15

De estamaneray con este valordeb =15

parahallaraycomo larectay =2esAHde f (x) :

ax -2
lim — =2 (%)
x»+® 3 x-15
x (a - %)
Pero el calculodel limiteda lim ———="—
X5+ x (3 _ E)
X

Luego despejamos a de (*):

a
- =2 = a==6
3

De estamaneray con este valordea

CalculemosC*de f (x) cona=6 y b=15
6x-2
3x-15

f (x) =

recordemos que C* = {x € Dom (£f) / £ (x) > 0}

planteemoseso: f (x) >0
6x-2
3x-15

>0

Esto sucedera si

6

casol) 6x-2>0 y 3x-15>0 &6 caso?2)

6x>2 y 3x>15 6

hallara, b e R talquey=2seaBAHyx =5seaAVdef

Dom (f) =R - {5}

Imagen (f) =R - {2}

6x-2<0

6x>2

y 3x-15«<0

y 3x<15

| 83
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1
S1 = (5, +») U S = |-, —
1
S=82US1 = |-, g U (5, +x)

1
entonces C* = (—00, ;) U (5, +x)

como6x-2=2 (3x—15) +28

6x-2 2 (3x-15)+28 28
= = + —
3x-15 (3x-15) 3x-15
grafSurt2Pract3 =
6x-2
Plot[{—, 2}, {x, -5, 15}, PlotRange » {{-5, 15}, {-10, 10}}, AspectRatio - 1]
3x-15
101
5k
—l5 1‘0 1‘5
-5t
_10;

Ejercicio 3.- Sea f(x)= . Hallar el valor de a € R para que se verifique que

5-2x
LIAN A T 1 1 1 1111 1 1 S AN
J(4)—= <. Fdara ¢l valor de¢ g naliado, calcular j (x).

Ej. Surtidos 3

f(x) = encontrar a € R paraque severifique que f (4) =2

5-2x

evaluamos fenx = 4

a
2=f(4)=——=— = 2=— = a=-6
5-2.4

-6 6
entonces f (x) = =

5—2x_2x—5
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Calculemos f£!

6
planteamos y = para despejar x como funciéndey
2x-5
6
y = = y-(2x—5)=6 = 2y-x-5y=6 = 2y-x=6+5y
2x-5

6+5y
= x-=

2y

(ya despejamos x como funciéndey, sélo resta renombrar x(—>y)

» (%) 5x+6
£ (X)) = —
2x
5x+6 5 3 . . 5
como = —+— sevequeDomf" =R - {0} e Imagen £~ =IR—{—}
2x 2 x 2
5x+6 o 5
f!(x) = ——— definidacomo £!:R - {0}—>R - {—}
2x 2
6 5x+6 5
grafSurt3Pract3=Plot[{ , , 0, —,x},
2x-5 2x 2

{x, -10, 10}, PlotRange -» {{-10, 10}, {-10, 10}}, AspectRatio - 1]

10

| 85
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fox—35

Ejercicio 6.- Sea f(x)= Hallar el valor de k € R para que Im(f)=R—{3}.

2-on
Para el valor de i hallado, dar las ecuaciones de 1as asintotas y representar
graticamente.

Ej. Surtidos 6
kx-5
2-x

f (x) =

Como Imagen (f) =R - {3}

A

escribamos f (x) en la forma +M

Bx +C
dividimos kx-5 con -x+2
kx-5= (-k) (-x+2) +2k-5
entonces :

kx-5 (-k) (-x+2)+2k-5 2k-5
= =(—k)+
-x+2 (—x+2) -xX+2

Escrita f (x) en esta forma nos permite concluir que

Dom (f) =R - {2} e Imagen (f) =R - {-k}

y como por hipétesis Imagen (f) =R - {3} entonces k =-3
=-3
5 2k-5
Conestevalordek = -3 reemplazamosen f (x) = = (-k) +
2-x -x+2
y queda :
-3x-5 2(-3)-5 -11
f(x):—:(—(—3))+ ( ) =3+
2-x -x+2 -x+2
Entonces :
. -3x-5 -11
larectavertical x=2 esAVde f (x) = ———— =3+ ———
2-x -X+ 2
. -3x-5 -11
la rectahorizontal y=3 esBAHdef (x) = ——— =3+ ———
2-x -X + 2
Ejercicio 7.- Sean f(x) = L o(x)=3x+1v h= fog . Hallar los ceros de ™ (x)
J gL \‘+F} St J ! S LG

Ej. Surtidos 7
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f (x) = g(x) =3x+1 y h=£f,g

X+
Calculemosh =f,g
1 1 1

h(x)=fog(X)=f(g(X))=f(3x+1)=(3 1) 2 3x+1+2 3x+3
X + + X+1+ X+

Calculemos h™?

1
ponemos y = = y-(3x+3)=1 = 3y-x+3y=1 =
3x+3
1-3y
= 3y-x=1-3y = x=
3y

(ya despejamos x como funciéndey, sélo resta renombrar x(—»y)

) 1-3x  -3x+1 >
h” (x)= 3x = 3% =—1+;

sevequeDomh™?! =R - {0} e Imagenh™? =R - {-1}

-3x+1
h! (%) = 3— definidacomo h''!: R - {0} >R - {-1}
X

Busquemos los ceros de h™?!

cl = {x € Dom (h‘l) / h™! (x) = 0}

1 -3x+1 1
Entonces h™ (x) =0 = — =0 = -3x+1=0 = x= —
3x 3
1
- (3)
3
. ax—+1 .
Ejercicio 9.- Sea f(x)=—— . Determunar los valores de ¢ v » de manera que
. ' ox+2 ' -
1 - . = . i
x=— seacerode f ylarectade ecuacion y =3 sea la asintota horizontal de 7. Para
3
lag tralarag ananntradac hallar al dasaaimas da £
IUS VAluvicd CHUULILL auus, Tladlldl ©LF GO uc J

Ej. Surtidos 9

ax+1

bx + 2

1
f (x) = a,b eR Hallarayb si x= — esuncerodef y

la rectade ecuacién y =3 es AHde f. Luego hallar Dom £
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1 1
Six= —esuncerodef = a-—4+1=0 = a-—=-1 = a=-3
3 3
1
. . ax+1 . xa+x) a
siy=3 es AHdef = 1lim =3 = lim —————=—=3
X>+o bx + 2 x—>+oox(b+g) b
X
Comoa=-3 =— —=3 — sale b=-1
b
ax+1 -3x+1
Entonces f (x) = =
bx +2 -X+2

Luego -x+2 # 0 = X #2

Dom (f) =R - {2}

2x—1 ;
, g(x)=x—a y h=fog, determinar a € R de

X—2

Ejercicio 11.- Dadas f(x) =

modo que /(4)=73. Para ¢l valor hallado, dar t (x).

Ej. Surtidos 11

2x-1
x-3

f (x) = g(x) =x-a h=f£f,g

Dom (f) =R - {3} e imagen (f) =R - {2}

Calculemosh

2 (x-a)-1 2x-2a-1

h(x) =fog(x) =f(g(x)) =f(x-a) =

(x-a) -3 x-a-3
comoh (4) =5 entonces
2.4-2a-1 7-2a 7-2a
5=h (4) = = = 5= = 5-(1-a)=7-2a
4-a-3 l1-a l1-a
= 5-5a=7-2a = -2=-2a+5a = -2=3a = a=-—

Luego a = -— paraque h (4) =5 entonces
3

2 4
2x-2a-1 2x—2-(—;)-1 2x+;—1 2x+ =

h =
(x) a3 ( ;) 2 s 2
X - -3 -3 x+3 X 3

reescribamos h (x) como

1 7
2x+—=2(x——)+5
3 3

2x+§_2(x—§)+5 5




Repaso Practica 3 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb | 89

Nos piden hallar h™?!

1

2x+; 7 7
ponemosy = . = y (x——]=2x+— = Y -X-—y=2Xx+— =
-L 3
x-3
1 1
7 1 7 1 3Y+3
= Yy -X-2X=—y+— = x(y—2)=—y+— = X =
3 3 3 3 y-2

(ya despejamos x como funciéndey, sbélo resta renombrar x(—»y)

7 1
3 X+t 73
ht (x) = ~—2
x-2
7 1 7
escribamos — x+ — = — (x—2) +5
3 3
7 1 7
s¥+3  3(x-2)+5 4 5 _
entonces = = —+ es decir que
x-2 (x—2) 3 (x—2
. Ix+z 7 5
hl(x)=2>2-—3_-, >
x-2 3 (x - 2)

7
Vemos que asi escritaes facil ver que Dom (h™!) =R - {2} e Imagen (h™') =R - {;}

Graficodeh y h!



90 | Repaso Practica 3 para el Final de Mate 51 Sede Pilar.nb

grafSurtllPract3 =
2x+ % % X+ % 7
Plot[{ =, »2, =}, {x, -6, 10}, PlotRange » {{-6, 10}, {-5, 10}}, AspectRatio - 1]
representa®ion grafica x-2 3 rango de representacion cociente de aspecto
10
8+t
6+
4+
é 110
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