En esta primera parte sugiero que estudien las siguientes tedéricas de derivadas

propuestas por la catedra de Mate 51 :

Derivada y recta tangente.pdf

Reglas de derivacion.pdf
.- Regla de la cadena.pdf

.- Crecimiento y decrecimiento.pdf

Extremos locales.pdf
.- Estudio de funciones.pdf
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PRACTICA 5

DERIVADAS

Ejercicio 1.- Hallar, utilizando la definicidn, la pendiente de la reeta tangente a la curva

¥ = f(x)en el punto . Dar la ecuacion de la recta v graficar la curva y la recta.

a. f(0=x"-2:P=@37) b. f(x)=x"-2: P=(-2.2)

2
c. f(x)=—; P=(2,1) d. f(x)==; P=(-1,-2)
”

Recordemos la definicién de derivada en un punto x, del Dominio de £ (x)
. f (%o +h) - £ (x0)
£ (%0) =1lim = = (%)
h—0 h

f' (%,) es laderivadade £ (x) en X%,y si ese limite existe y da un nimero real

sediceque f (x) es derivableen x,

Tengan en cuenta que estadefinicién implica que :

. E (% +h) -£f (%) . ) L.
.- el }}13:\ existe y da un numero real (llmlte lateral por derecha)
—0t h
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. f (% +h) -£f (x0) . ) Lo . .
.- el }il.:l.gn existe y da un numero real (l:l.m:Lte lateral por 1zqu:|.erda)
-0 h

.- que losdos limites laterales dan el mismo resultado que 1lamamos

derivadade £ (x) enx, y se escribe £ (x,) esdecir

. £ (xo+h) - £ (%) . £ (xo+h) - £ (%) . f (% +h) - f (%)
lim = lim lim
h—0+ h h—0- h h—0 h

= £ (%)

Laderivadade £ (x) en x, que 1lamamos £ (%o)
es lapendiente de 1la recta tangentea £ (x) en x,

La ecuaciénde la recta tangente a £ (x) en x, y que por lo tanto pasa
por el punto (%x,, £ (%,)) es

y=£f (%) (x-%o)+f (%) ()

f' (%,) es lam, pendiente de la recta tangente
Geométricamente, mirando el graficode £ (x)

si el graficode f (x) tiene algunos x en los que "pincha", en esos x no tiene derivada
porque las pendientes de las rectas secantes por izquierda no coincidenenel limite
con las pendientes de las rectas secantes por derecha

(los limites laterales, si bien existen, no dan el mismo valor de numero real)

Con esto, por ahora, nos alcanza para resolver el Ej 1 de la practica5

Ejl Utilizando ladefinicién (%) hallar

la pendiente de la recta tangente a £ (x) en el punto P indicado

Encontrar la ecuaciénde la rectay graficar ambas f y 1la recta tangente en P
Ejl a) £(x)=x*-2 p=(3,7)

en este caso x, = 3
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f (%) = £ (3) = 7 porque P € graficode f (x) y obviamente satisface su férmula

Calculemos f£' (x%,) es decir £’ (3)

, f (x0+h) - f (x
usando £ (x%Xo) = lim (o ) (o)
h—0 h

veamos, como f (x) =x?’-2 = f(3+h) = (3+h)2—2, entonces :
[(3+n)?-2]-7

£(3+h)-£ (3
f'(3)=%ir3 (+1)1 ()=%ir(:)1 - =

[9+6h+h?-2] -7 14 7+6h+h?-7 14 6h+h?

= lim = lim = lim =
h—0 h h—0 h h—0 h
h (6+h)
=1lim =1lim 6+h =6
h—0 h h—0

Como este limite existeyda 6, entonces f' (3) =6

y ésta es 1la pendiente de la recta tangentea f (x) enx, = 3

pendiente de la recta tangentea f (x) enx,=3 es £ (3) =6
Hallemos la ecuacién de la recta tangentea f (x) enx, = 3

Usamos la férmula (**)

y=£f (%) (X-%5) +£ (%o0)

entonces, reemplazando :

y=£f (3) (x-3)+£(3) =6 (x-3)+7
todavianoestdenlaformay=mx+b , entoncesdistribuimosy sumamos
y=6x-18+7=6x-11

Por lo tanto la ecuacién de la recta tangente a £ (x) enx, =3y

que pasaporelpuntoP = (x,, £ (%5)) = (3, £(3)) = (3, 7) es:
y=6x-11

| 3
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Grafiquemos
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Ejl b) £ (x) =x%*-2 P=(-2,2)
enestecaso x,=-2
f (%) = £ (—2) = 2 porque P € graficode f (x) y obviamente satisface su férmula

Calculemos £’ (x%,) es decir £’ (—2)

, f (%0 +h) - f (x
usando £ (x%,) = lim (o ) ()
h—0 h

veamos, como f (x) =x°-2 = f (—2+h) = (—2 +h)2—2, entonces :

£(-2+h)-£(-2)

£ (-2) = lim

h—0 h h—0
[4-4h+h%2-2] -2 2-4h+h?-2 -4h+h?

= lim = lim—— = lim———— =

h—0 h h—0 h h—0 h

h (-4+h)

=lim——— =1im -4+h = -4

h—0 h h—0
Como este limite existeyda - 4, entonces f' (—2) =-4
y ésta es la pendiente de la recta tangentea f (x) enx, = -2

pendiente de la recta tangentea f (x) enx,=-2 es £ (-2) =-4
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Hallemos la ecuacién de la recta tangentea f (x) enx, = -2

Usamos la férmula (**)

y=£ (%) (X-%o) + £ (%)

entonces, reemplazando :

y=£ (-2) (x-(-2)) +£(-2) = (-4) - (x+2) +2

todavianoestdenla formay=mx+b , entoncesdistribuimosy sumamos
y=-4x-8+2=-4x-6

Por lo tanto la ecuacidén de la recta tangente a f (x) enx, = -2y

que pasaporelpuntoP = (x,, £ (%)) = (-2, £ (-2)) = (-2, 2) es:

y=-4x-6
Grafiquemos
10+
5,
. |-
L P 1 \ T R oo
-4 -3 -2 -1 1

Ejl c) f(x):3 P=(2,1)
X

en este caso X, = 2

f (%) = £ (2) =1 porque P € graficode f (x) y obviamente satisface su férmula

Calculemos £ (xo) esdecir £ (2)

| 5
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, f (%0 +h) - f (x
usando £ (x%Xo) = lim (o ) (o)

h—0 h
2 2
veamos, como f (x) = — = f (2 +h) = , entonces :
x 2+h
2 2-1-(2+h)
f(2+h)-£f (2 -1
£ (2) = lim (2+1) - £ (2) = lim 2R gy 2¢R
h—0 h h—0 h h—0 h
2-2-h h 1 1
= lim—2R 15— = lim——— =-=
h—0 h h—0 h (2 +h) h—0 2 . h 2

1 ,
Como este limite existeyda - —, entonces f (2) =-—
2 2

y ésta es la pendiente de la recta tangentea f (x) enx, = 2

pendiente de la recta tangentea f (x) enx,=2 es f (2) = - 5

Hallemos la ecuacién de la recta tangentea f (x) enx, = 2
Usamos la férmula (**)
v=£f (%) (x-%) +£ (%)

entonces, reemplazando :
y=£ (2) (x-2)+£ (2) = [E] (x-2) +1
2

todavianoestdenlaformay=mx+b , entoncesdistribuimosy sumamos

1 1
y=-—x+1+1=-—%x+2
2 2

Por lo tanto la ecuacién de la recta tangentea f (x) enx, =2y
que pasaporelpuntoP = (x,, £ (%5)) = (2, £ (2)) = (2, 1) es:

! 2
y=-—XxX+
2

Grafiquemos
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10 H

Ejld) £ =2 P=(-1,-2)
X

enestecaso xo, =-1
f (%) = £ (-1) = -2 porque P € graficode £ (x) y obviamente satisface su férmula

Calculemos £ (xo) esdecir £ (-1)

f (X0 +h) - £ (%0)

usando £ (%X,) = lim

h—0 h

2 2
veamos, como f (x) = — = £ (—1 +h) = , entonces:

X -1+h

2 2
f(-1+h)-£ (-1 - (-2 +2
£ (-1) = lim ( kS G R vl ol =2) = lim =B
h—0 h h—0 h h—0 h
2-2+2h oh 5
= lim—2P o 1ip— "= - 1im =-2
h—0 h h"°h(—1+h) h—0 _1 4+ h

Como este limite existeyda -2, entonces f' (—1) =-2
y ésta es la pendiente de la recta tangentea f (x) enx, = -1

pendiente de la recta tangentea f (x) enx,=-1 es £ (-1) =-2
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Hallemos la ecuacién de la recta tangentea f (x) enx, = -1

Usamos la férmula (**)

y=£f (%) (x-%) + £ (%)

entonces, reemplazando :

y=£ (-1) (x-(-1)) +£(-1) =-2- (x+1) -2
todavianoestdenlaformay=mx+b , entoncesdistribuimosy sumamos
y=-2x-2-2=-2x-4

Por lo tanto la ecuacidén de la recta tangentea f (x) enx,=-1y

que pasaporelpuntoP = (%x,, £ (%5)) = (-1, £ (-1)) = (-1, -2) es:

y=-2x-4
Grafiquemos
4,
2,
L v v N e e e e b e e b |
-3 -2 -1 1 2 3
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Ejercicio 2.- Hallar la derivada de la funcion f usando las reglas de derivacion.

a. f(x):x%
¢ fly=-2
X

e. f(x)=3x+cos(x)

g. f(x)=5x"+In(x)

i f(x)=¢€"cos(x)

k. f(x)=(x*=3x")In(x)

m. ()=
x+1
. _ sen(x)
o = cos(x)
. sen(x)

q‘ f('\) B 3 +S

b.

d.

fe)=3»
f‘(x) & 2,\'3 —dx 3

3
b o

) 2

F(x)=xsen(x)
F(x)=Q2x+3)e"

f(x) :(3'3 —3.\'2)(8 +S)

2

s 2
x*+3
3x* +1

J)= cos(x)

fe==

Tengan en cuenta lo siguiente :

£ (x+h) - £ (x)

Si £ (x) = lim
h—0

f (x) esderivable Vx € Dom (f)

y a £ (x) selallamaDerivadade f

Ejemplol : sea f (x) = x
f (x+h) - £ (x)

calculemos lim
h—0

f (x+h) - £ (x)

existe para todo x € Dom (f)

f(x+h) = (x+h)?

x2 + 2 xh + h? - x2

x +h)2 - x?
lim( )

lim = =1lim =
h—0 h h—0 h
2 xh + h? h (2x+h)
=lim——— =1lim—— =1im 2x+h 2x
h—0 h h—0 h—0
resultado: sif (x) =x? = f (x)=2x , VxXEeR

Ejemplo2 : sea f (x) = 1n (x)

Dom (f) =R - {0}

f:R-{0}>R

=

f (x+h) =1n (x+h)

| o
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f (x+h) - £ (x)

calculemos lim vxeR-{0}:
h—0 h
1 x+h

. f(x+h) -f (x) . 1ln (x+h) -1n (x) . no
lim = lim = lim ————— =
h—0 h h—0 h h—0 h

1n (1 + r—')

= lim ——>=L - (*%%) =

h—0 h

. h 3 x+h h
comoxes fijoy h—-0 , ——0 y ademéas 1ln ( ) = —
x

x x
reemplazando :
h
L x .1 h 1
(%¥%%) = 1lim— = 1lim — - — = —
h—0 h h—0 h x x

resultado: sif (x) =1ln (x) = £ (x) = , VXER

%R

Efectuando idéntico procedimiento para las funciones que
aparecen en la siguiente tabla, se pueden obtener las derivadas

de cada una de ellas

f(x) f{x)
k constante 0
x%con a € E constante @t 1
et i
o |
In{x) -
”
sen(x) cos(x)
cos{x) —sen(x)

Sif (x) =5 eslarectahorizontaly =5 es légico que suderivada sea0
porque la pendiente de la recta tangente a una recta horizontal es 0 para

todox e R

Propiedades de la derivacién :

derivada de una constante k por £ (x) :

(k- £ (x)) =k-£f (x) k#0

derivada de una suma 6 restade fyg:

[£(x) g (x)] =£ (x) £ g (x)

derivada de un productode fyg:

[£(x) -g(x)] =£ (x)-g(x)+£(x)-g (x)

derivada de un cocientede fyg, g (x) #0:
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[f<x>]'=f' (x) -g (x) -f (x) -g" (x)
g (x) [g (x)]1?

Regla de la cadena o regla de derivada para composicién de funciones :

[fog (x)] = [£(g(x))] =£f (g (x))-g (x)

La derivada de f compuesta con g a derecha £, g (x) es la

derivada de f (x) evaluadaeng (x) por la derivadadeg (x)

De manera similar :

[Go £ (x)] = [g(£(x))] =g (f(x))-£f (x)

Si tenemos tres funciones compuestas ho fo g (x) =h (£ (g (x))) :

[ho fog (x)]' = [ (£ (g (x)))] =h" (£(g(x)))) - £ (g (X)) - g (x)

Regla de derivaciénpara la funcién inversa :
Dada £ biyectiva y £! su funcién inversa
recordemos la propiedad f, £ (x) = x

Si derivamos en ambos miembros (usaremos que (x)'

n
[
~

[fo £ (x)] = [£(£2(x)] =€ (£ () - £ () =1 =

£ (%) = ———
£ (£ (x))
+—-+—-+—-+-+-+—-+t—-+—-F+—-+—-F+—-+—-F+—-+—-F+—-F+—-F+ -+ -+t —F+—F+—-F—-F+—-F—-F+ -+ —-+-+ -+

Con esto, por ahora, nos alcanza para resolver el Ej 2de la practica

Ej2 hallar laderivadade f usando las reglas de derivacién

N

usando el resultado de la tabla para la derivada de x® con a constante

3
2

Ej2 a) £ (x) =x

sif(x) =x* = £ (x)=a-x%!

w

tenemos a = —, reemplazando:

N
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, 3 = 3 ¢+ 3
f (x):—x21=—x2=—'\/x
2 2 2

. 3
Entonces £ (x) = E Vx

Ej2 b) £ (x) =3x%°

usando el resultado de la tabla para la derivada de x® con a constante

y la propiedad de que la derivada de una constante por £ , 1la constante sale afuera
sif (x) =3x° = £ (x)=(3x°)" =3.(x°) =3.5.x"=15.x"

Entonces f (x) =15 x?

E32 c) £ (x) =—i=—4x'1
X

usando el resultado de la tabla para la derivada de x® con a constante

y la propiedad de que la derivada de una constante por £ , 1la constante sale afuera

sif (x) =-4x' = £ (x)=(-4x") =-4(x?) =(-4) (-1)x*t=4x?= :—2
, 4
Entonces £ (x) = —
x2

Ej2 d) £(x) =2x3-4x+3
usamos la propiedad de que la derivada de una suma es la suma de las derivadas,
la propiedad de que la derivada de una constante por £ , 1la constante sale afuera
usando el resultado de la tabla para la derivada de x® con a constante
y el resultado de que la derivada de una constante (3) esO0:

sif(x) =2x-4x+3 = £ (x)=(2x3-4x+3) = (2x3) +(-4x) +(3) =

=2 (x}) -4 (x)' +0=2-3.x1-4.1x"1-6x*-4-x"=6x2-4-1=6x>-4
Entonces £ (x) =6x%-4

Ej2 e) £ (x) =3x+cos (x)

usamos la propiedad de que la derivada de una suma es la suma de las derivadas,
la propiedad de que la derivada de una constante por £ , 1la constante sale afuera
usando el resultado de la tabla para la derivada de cos (x)

sif (x) =3x+cos (x) = £ (x)=(3x+cos (x)) = (3x) + (cos (x))' =
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=3 (x) -sen (x) =3-1-sen (x) = 3-sen (x)

Entonces £ (x) = 3 - sen (x)

3 3 2 2 7
Ej2 £) f(x)=x—=x—2=x3-x'§=x(3'§)=x3‘
axz xg_

usando el resultado de la tabla para la derivada de x® con a constante

a 1

sif(x) =x* = £ (x)=a-x*

~

tenemos a = —, reemplazando:

w

z ' A
sif(x) =x3 = £ (x)=(x3) = —x3 = —X
3

3
. 7
Entonces £ (x) = ; ‘\3/ x4

Ej2 g) £ (x) =5x%%+1n (x)
usando la propiedad de que la derivada de una constante por £ , 1la constante sale afuera
usando el resultado de la tabla para la derivada de x® con a constante

usando el resultado de la tabla para la derivada del 1n (x)

. ' . 1
sif (x) =5%°+1n(x) = £ (x)=(5%°) +(In(x)) =5 (x°) +—=
X
1 1
=5.2.-x214 = -10x+ —
x X
Entonces £ (x) =10x+ —
X
Ej2 h) £ (x) =x- sen (x)
usando la propiedad de la derivada de un producto
usando el resultado de la tabla para la derivada del sen (x)
sif(x) =x-sen(x) = f (x)=(x-sen(x)) = (x) -sen (x)+x- (sen (x)) =

=1.sen (x) +x - cos (x) = sen (X) +x - cos (x)
Entonces £ (x) = sen (x) + X - cos (x)
Ej2 i) £ (x) =e*- cos (x)

usando la propiedad de la derivada de un producto

| 13
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usando el resultado de la tabla para la derivada del sen (x) y de la exponencial e*
sif(x) =e*-cos (x) = £ (x)=(e*-cos (x)) =

(e*)' - cos (x) +e* - (cos (X)) =e*cos (x) +e* (-sen (x)) =

= e* cos (x) - e* sen (x) = e*[cos (x) - sen (x)]

Entonces f' (x) = e*[cos (x) - sen (x)]

Ej2 j) f£(x)=(2x+3).e"

usando la propiedad de la derivada de un producto

usando el resultado de la tabla para la derivada de la exponencial e*
sif (x) = (2x+3) - e

= f (x) = ((2x+3) -ex)‘ = (2x+3)‘ -e*+ (2x+3) - (e%) =

[(2%) +(3)'] -e*+(2x+3) -e*=[2(x) +0] -e*+ (2x+3) -e*=
=[2-1]-e*+(2x+3) -e*=2e*+2xe*+3e* =5e*+2xe* =e* (5+2x)
Entonces f (x) =e* (5+ 2 x)

Ej2 k) £ (x)=(x"-3%%) -1n (x)

usando la propiedad de la derivada de un producto

usando el resultado de la tabla para la derivadadel ln (x)

sif (x) = (x*-3%%) - 1n (x)

= £ (x)=[(x*-3%%)-1n (x)]' = (x*-3x3)" . 1n(x) + (x*-3%%) - (In (x)) =

(4x3—9x2) . 1n (x) + (x4—3x3) . £= (4x3_9x2)x.ln (x) +x*-3x3 _
x x

(4x4—9x3) -1n (x) +x*-3%3 x4 (4ln (x) +1)—3x3 (31n (x) +1)

X X

x* (41n (x) +1) -3x3 (31n (x) +1)

Entonces f (x) =
X

Ej2 1) f£(x)=(x*-3x%). (e*+5)

usando la propiedad de la derivada de un producto

usando el resultado de la tabla para la derivada de la exponencial e*

sif (x) = (x*-3x%) . (e*+5)

= £ (x) = [(x}-3%%) . (e*+5)] =[(x*-3x%)] (e*+5) + (x*-3x%) - [(e*+5)] =

= (3x2—6x) (e* +5) +(x3—3x2) (e"+0) = (3x2—6x) (e*+5) + (x3—3x2) e* =
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= (3x2—6x) e*+5 (3x2—6x) + (x3—3x2)e"=ex (3x2—6x+x3—3x2) +5 (3x2—6x) =

= e* (—6x+x3) +15x2—30x=x3e"+6xex+15x2—30x=x3ex+15x2+(6e"—30)x
Entonces f (x) =x>e*+15x%+ (6e*-30) x

x+1

Ej2 m) £ (x) =

x“+1

usando la propiedad de la derivada de un cociente

x+1
sif (x) =
x?+1
L £ (w) - (x+1)' c (%2 +1) - (x+1) - (x2+1)' )

(x2 + 1)2

(1+0) . (x2+1)—(x+1) . (2x+0) _ (x2+1)—(x+1) - 2x ) (x2+1)—2x2—2x

(x2+1)2 (x2+1)2 (x2+1)2 )
_—x2—2x+1_ x2+2x-1
(x2+1)2 (x2+1)2

x2+2x-1

Entonces £ (x) = -
(x2 + 1)2

3x2+x

Ej2 n) £ (x) =

x*+3

usando la propiedad de la derivada de un cociente

3x%+x
sif (x) =
x'+3
_ 5 (x)=(3x2+x)'-(x4+3)—(3x2+x)-(x4+3)':
4

(x +3)2

(6x+1) . (x4+3) - (3x2+x) . (4x3+0) (6x5+x4+18x+3) - (3x2+x) .4 %3

(x‘1+3)2 (x4+3)2 )
6x°+x*+18x+3-12x-4%x* -6x°-3x*+18x+3 —3(2x5+x4—6x—1)
(x"+3)2 (x"+3)2 (x"+3)2
, —3(2x5+x4—6x—1)
Entonces £ (x) =
4 2
(x + 3)
. sen (x) sen (x)
Ej 2 o) f (x) = (recordemos que tg (x) = , tg (x) = tangente (x)
cos (x) cos (x)

| 15
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usando la propiedad de la derivada de un cociente

usando el resultado de la tabla para la derivada del sen (x) y del cos (x)

sen (x)
sif (x) = ——
cos (x)
. (sen (x))' - (cos (x)) - (sen (x)) - (cos (x))’
= £ (x) = =
(cos (x))?2
_ cos (x) - cos (x) -sen (x) - (-sen (x))  (cos (x))2%+ (sen (x))? _
(cos (x))? (cos (x))?

es de uso generalizado que (cos (x))? = cos? (x) y (sen (x) )2 = sen? (x)
reemplazando :

_ cos? (x) +sen? (x) _

cos? (x)

usando la identidad pitagérica trigonométrica sen? (x) +cos? (x) =1

.
cos? (x)
. 1
Entonces £ (x) = ——
cos? (x)

Nota : este resultado puede escribirse de otra forma equivalente

. 1 cos? (x) +sen? (x) cos? (x) sen? (x)
f (x) = = = +

cos? (x) cos? (x) cos? (x) cos? (x)

cos (x)

=1+ (tg (x))%=1+tg® (x)

Entonces f (x) =1 + t92 (x)

Conclusién
sen (x)
sif (x) = =tg (x) =
cos (x)
1 1 2
= f (x) =—— =1+ tg° (%)
cos? (x)
) 3x4+1
Ej2 p) £ (x) = —
cos (x)

usando la propiedad de la derivada de un cociente
usando el resultado de la tabla para la derivada del cos (x)
3x*+1

sif (x) =
cos (x)

(sen (x)
4 | —==

]2=
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(3x4+1)' - (cos (x)) - (3x4+1) - (cos (x))'

= £ (x) =

(cos (x))?

(12 x3+0) - (cos (x)) - (3 x4+1) . (-sen (x))

cos? (x)

12 x3 . cos (x) + (3 xt+ 1)

- sen (x)

12 x3 cos (x) + 3 x* sen (x) + sen (x)

cos? (x)

Entonces f (x) =

cos? (x)

12 x3 cos (x) + 3 x* sen (x) + sen (x)

Equ) f(x)=w

x“+5

cos? (x)

usando la propiedad de la derivada de un cociente

usando el resultado de la tabla para la derivada del sen (x)

. sen (x)
sif (x) =
x2+5
(sen (x))' - (x®+5) - sen (x) - (x2+5)'
= £ (x) = =
(x2+5)2
cos (x) - (x2 +5) -sen (x) -2x x?cos (x) +5cos (x) -2 xsen (x)

(x2 +5)2

x2

Entonces £ (x) =

(x2 +5)2

cos (x) + 5cos (x) - 2 xsen (x)

N

Ej2 r) £ (x)-=

mx|>e

(x2 + 5)2

usando la propiedad de la derivada de un cociente

usando el resultado de la tabla para la derivada de la exponencial

2

x
sif (x) = —
ex

(xz)'.(ex)_xz.(ex)' 2x-e*-x2.e*

= f (x) = = =
(e¥)? (e¥)?
e* (2x—x2) x e* (2—x) x(2—x)

- e2x - e2x - eX*

. x (2 - x)
Entonces £ (x) = ————

ex

t—t—+t -ttt —t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—Ft—F—+—+

| 17
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Ejercicio 3.- Hallar la ecuacion de la recta tangente al grafico de f en el punto de

abscisa X, .

a )= 1.\-3 ; my =2 b, 7= % iz 15 : =3
. 2
c. S(x)=e¢Tcos(x) : x,=0 d. f(.)f):**\/.\_' D x =4
¥
Ej 3

ecuaciénde la recta tangente al graficode f en xo

(pasapor el punto (%o, £ (x0))
y=£ (%0) (x-%0) +£ (%)

x3 X0 = 2

Ej3 a) £ (x) =

N |-

Calculemos £ (x) y evaluemosen xo = 2

. 3 . 3 3
£ (x) = — %2 = £ (2)==—22==.4=6
2 2 2

ycomof(2)=£23= 8=4

2

N |-

Obtenemos la ecuacién de la recta tangentea fen (%o, £ (x0)) = (2, 4) :

y=£f (2) (x-2)+£(2) =6 (x-2)+4=6x-12+4=6x-8

1
ecuaciénde la recta tangentea £ (x) = E x° enxg=2 es:

Grafico:
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10

5,
L 1 L]
-2 - 3 4
Ej3 b) f(x)=-2x>+13x-15 X0 = 3
Calculemos £ (x) y evaluemosen xo = 3
£ (%) =-4x+13 = £ (3)=-4.3+13=-12+13=1

ycomof (3) =-2-.3%+13.3-15=-18+39-15=6

Obtenemos la ecuacién de la recta tangentea fen (xo, £ (%0)) = (3, 6) :

y=£f (3) (x—3) + £ (3) =1 (x—3) +6=x-3+6=x+3

ecuaciénde la recta tangentea £ (x) = -2 x>+13x-15 enxo=3 es:
y=x+3

Grafico:
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2
G3e) rmeerenm T
£ (x) =e™ (—1) cos (x) +e™* (-sen (x)) = -e™* (cos (x) +sen (x))

= £ (0) =-e°(cos (0)+sen(0)) =-1(1+0)=-1

ycomo £ (0) =e®cos (0) =1-1=1

Obtenemos la ecuacién de la recta tangentea fen (xo, £ (x0)) = (0, 1) :

y=£ (0) (x-0) +£(0) = (-1) (x-0)+1=-x+1

ecuaciénde la recta tangentea f (x) e *cos (x) enxo=0 es:
y=-x+1

Grafico:
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2~
i 3
\111111111111111\1‘1111111111J
-2 -1 1 2 3 4
1
24
. 2
Ej3d) £f(x)=—-vx xo =4
X
, ' EA 1 2 1 L 2 1
£ (%) = (2x71) —(x2) =2 (-1)x?- x-S xTa -
2 x2 2 x2  24/x
, 2 1 2 1 1 1 3
= f (4) =-—- . — . — = _Z -_Z
42 542 16 2-2 8 4 8
2 1 3
ycomof(4)=—_\/4 = —_-2=-=
4 2 2
Obtenemos la ecuacién de la recta tangentea fen (x0, £ (%0)) = (4 , - —)
2
, 3 3 3 3
y=f (4)-(x—4)+f(4)=[——] (x-4) -—=-—X+—-—=-—Xx
2 2 2 8

Grafico:
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2~
1E
L v sl by N b b b 1
-1 1 2 3 4
1
o
\\\
-2 -
-3

t—t—+t -ttt —t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—Ft—F—+—+

Ejercicio 4.- Hallar la derivada de la funcion f.

& JEy={2x +3)4

C. f()()—[]szJ

i
e. f(x)=cos (x)

g. f(x)=./5x+sen(x)
i )=

k. f(X) = exsen(x)

m. fl{xy=Ia

'3x+1J

2x

0. f(x)=In"(5x"+ 1)

-
=

q-ﬂﬂ—fhhj

o

@ =37 +x
f(x) =sen(3x)

Flxy= 11'1(3}:2 + 1)

f(@)=y(2x-3)’

f(x) =cos(sen(x))
) =in (97"(1 +x)

rE(E e

J(x) =sen’ (x3 + x)

1/

f(x) —e’f Ty

Ej4 Hallar laderivadade f
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Recordemos la propiedad de derivacién de composicién de funciones

Regla de la cadena o regla de derivada para composicién de funciones :

[fog ()] =[£(g (x))] =£ (g (x))-g (x)
Ej4d a) £ (x) = (2x+3)‘1
f (%) es la composicién aderechadep (x) v g (X)

con p (x) =x*

y g(x) =2x+3
Pod (x) =p (q(x)) =p (2x+3) = (2x+3)*
Por la regla de la cadena :

[Poa (x)] =[P (a(x))] =p (q(x)) -q (x)

4 = p (x)=4%°

como p (x) =x
como g (x) =2x+3 = q (x) =2
reemplazando :

[Poa (x)]1 =[P (q(x))] =p (q(x)) -q (x) =4 (2x+3)>.2

Entonces :

si f (x)=(2x+3)* = f (x)=8(2x+3)3

Ej4 b) £ (x) =‘\3[x2+x = (x2+x);_

f (%) es la composicién aderechade p (x) vy g (x)

con p(x)=x3 y q(x)=x>+x

1
Pod (x) =P (q (x)) =p (x* +x) = (x* +x)5
Por la regla de la cadena :

[Poa (x)] =[P (a(x))] =p (q(x)) -q (x)

L . 1, 1 2
como Pp (x) = x3 = p (X)) =—%x3 =—x3
3
como q (x) =x?+x = q (x)=2x+1

reemplazando :

. C : 1,, .z
[Poa (x)]1 =[p(a(x))] =p (q(x)) -q (x)=;(x +x)75 . (2x+1) =
2x+1

34 (x2+x)2
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Entonces :

. 2x+1
si £(x)=Vx2+x = £ (x)-=

Nota : se llama regla de la cadena porque la operacién de derivacién

se efectta como si las funciones compuestas estuvieran encadenadas

Uno lopiensaasi :

enel ler ejemplo, Ej4 a) con (2 X+ 3)‘1

tenemos (algo) 4

laderivadade [ (algo)*] ' = 4 (algo)? - (algo)' reemplazando algopor 2 x + 3
da la derivada en funciénde x

Es como que voy derivando de "afuera" hacia "adentro", primero derivo
la Gltima operacién que hace la funcién y me voy metiendo hacia "adentro"”

derivando lo que esté encajado

1
En el otroejemplo, Ej4b) tenemos \ x2+x = (x +x)3_

1
3

que es del tipo : (algo)

o001 . ,
la derivada de [ (algo) 3] = — (algo): t. (algo) ' reemplazando algo por x2 +x
3

da la derivada en funciénde x

2 10
Ej4 c) £ (x) =(1+—J
X

f (x) es la composicién aderechade p (x) v g (x)

2
oy q(x) =1+=
X

con p (x) =x

2 2110
Poq (x) =p (q (x)) =p(1+—) = (1+_)
x x

Por la regla de la cadena :

[Poa (x)] =[P (a(x))] =p (q(x)) -q (x)

10

como p (x) =x = p (x) =10 x°

I
1
N
»
1
N

2 '
como g (x)=1+—=1+2x"1 = q (x)
x

reemplazando :

: C : 2\°
[Poa (x)] = [p(a(x))] =p (q(x)) -q (x) =10 (1+—) - (-2x7?) =
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= 10 (1,,3)9. (-2) _-20 (1+3]9

X

Entonces :
210 : -2 219
si f(x)=(1+—) = f(x):—(1+—)
x 2
Ej4 d) £ (x) =sen (3x)
f (%) es la composicién aderechade p (x) vy g (x)
con p(x) =sen (x) y g (x)=3x

Podq (x) =P (9 (x)) =p(3x) = sen (3x)

Por la reglade la cadena :

[Poa (x)] =[p(a(x))] =p (q(x)) -q (x)

como p (x) = sen (x) = p (x) = cos (x)
como q (x) =3x = q (x)=3
reemplazando :

[Poq (x)]" =[P (a(x))] =p (q(x)) -q (x) =cos (3x) -3
Entonces :

si £ (x) =sen (3x) = £ (x) =3cos (3 x)
Ej4 e) £ (x) = cos? (x)

f (%) es la composicién aderechade p (x) vy g (x)

2

con p (x) =x° y q(x) =cos (x)

Poq (x) =p (g (x)) =p (cos (x)) = (cos (x))? = cos? (x)

Por la reglade la cadena :

[Poa (x)] =[P (a(x))] =p (q(x)) -q (x)

2 = p (x)=2x

como p (x) =x
como q (x) = cos (x) = q (x) = -sen (x)
reemplazando :

[Poa (x)]1 =[P (q(x))] =p (q(x)) -q (x) =2cos (x) - (-sen (x))

Entonces :

si f (x) = cos? (x) = f' (x) = -2 sen (x) cos (x)

| 25
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Ej4 f) £ (x) =1n (3x*+1)
f (x) es la composicién aderechade p (x) ¥ g (x)
con p(x)=1n(x) y q(x)=3x%+1

Poq (¥) =P (q(x)) =p (3x*+1) =1n (3x*+1)

Por la regla de la cadena :

[Poa (x)] =[p(a(x))] =p (q(x)) -q (x)

como p (x) = 1ln (x) = p (x) = 1
X

como q (x) =3x2+1 = q (x)=6x
reemplazando :
[Poq (x)] =[P (a(x))] =P (I(x)) -q (x) = - 6x

3x2+1
Entonces :

. 2 , 6x
si £(x)=1n(3x*+1) = £ (x)-=
3x2+1
Ej4 g) £ (x) =V5x+sen (x)
f (x) es la composicién aderechade p (x) ¥ g (x)
con p(x):'\/; y gq(x) =5x+sen (x)
Pod (X) =P (2 (x)) =p (5x+sen (x)) = V5x+sen (x)
Por la reglade la cadena :
[Poa (x)] =[P (q(x))] =P (q(x)) -q ()
1 1 1 1

como p (x) ='\/;=x2_ = p (x) = —x2t'=Zx:

2 2
como g (x) = 5x+ sen (x) = q (x) =5+cos (x)
reemplazando :

[Poa (x)] =[p(a(x))] =p (q(x)) -q (x) =
5 + cos (x)

2V5x+sen (x)

= 1 (5% + sen (x))_:_- (5+cos (x)) =
2

Entonces :
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5 + cos (x)

si f (x) =V5x+sen (x) = f (x) =

245x + sen (x)

Ej4 h) £ (x) ='\/(2x—3)7 = (2x-3)

f (%) es la composicién aderechade p (x) vy g (x)

N

con p(x)=x2 y q(x)=2x-3
2

Poq (x) =P (3 (x)) =p (2x-3) = (2x-3)

Por la regla de la cadena:

[Poq (x)] =[P (q(x))] =p (I(x)) -q (x)

7
2

como p (x) =Vx =x = p (x) =

I
N[
%

n
N[
%

]
N

como g (x) =2x-3 = q (x)

reemplazando :

[Poq (x)] =[P (a(x))] =p (I(x)) -q (%)

=7\/ (2x-3)°

N
N

=—(2x-3)7.2=7(2x-3)

N |

Entonces :

Ej4d i) £ (x) = e¥**
f (%) es la composicién aderechade p (x) vy g (x)
con p(x) =e* y q(x) =x®+x

Poq (x) =p (g (x)) =p (x*+x) =e

x2+x

Por la reglade la cadena :

[Poq (x)] =[P (q(x))] =p (I(x)) -q (x)

como p (x) =e* = p (x) =e*
como q (x) =x?+x = q (x)=2x+1
reemplazando :

[Poq (x)] =[P (q(x))] =P (Q(x)) -q (x) =
= ¥+ . (2x+1)

Entonces :
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Ej4 j) £ (x) = cos (sen (x))
f (%) es la composicién aderechade p (x) vy g (x)
con p(x) =cos (x) y g (x) =sen (x)

Podq (x) =p (9 (%)) =p (sen (x)) = cos (sen (x))

Por la reglade la cadena :

[Poa (x)] =[P (a(x))] =p (q(x)) -q (x)

como p (x) = cos (x) = p (x) = -sen (x)
como g (x) = sen (x) = q (x) = cos (x)
reemplazando :

[Poq (x)] =[P (q(x))] =P (q(x)) -q (x) =

= -sen (sen (x)) - cos (x)

Entonces :

si f (x) =cos (sen (x)) = f' (x) = -sen (sen (x)) - cos (x)
Ej4 k) £ (x) =exsen(®)

f (x) es la composiciénaderechade p (x) y g (x)

con p(x) =e* y q(x) =xsen (x)

Pod (x) =p (q (X)) =p (xsen (x)) = e*" ™

Por la regla de la cadena:

[Poa (x)] =[P (a(x))] =p (q(x)) -q (x)

como p (x) = e* = p (x) =&
como ¢ (x) = x sen (x) = q (x) = sen (x) +x cos (x)
reemplazando :

[Poa (x)] =[p(a(x))] =p (q(x)) -q (x) =

= ex sen (x)

- [sen (x) + x cos (x)]
Entonces :

X sen (x)

si f (x)=e = £ (x) =e*%" (¥) . [sen (x) + x cos (X)]
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Ej4 1) £(x)=1n (e'x2 +x)
f (%) es la composicién aderechade p (x) v g (x)
con p(x)=1ln(x) y qg(x)=e* +x

Pod (x) =P (q (x)) =p (e +x) = 1n (™ +x)

Por la regla de la cadena:

[Poa (x)] =[p(a(x))] =p (@ (%)) -q (x)
como p (x) = 1ln (x) = p (x) = 1
X

x2

como g (x) =e® +x = q (x) =e™ (-2x)+1

reemplazando :

[Poqd (x)] =[P (q(x))] =P (I(x)) -q (x) =

1 1-2xe™
= . [e'x2 (—2x)+1] = —
e *+x e * +x
Entonces :
. _x2 \ l-2xe’*
si £(x)=1n(e™ +x) = £ (x)= -
e™* +x

Ej4 m) £ (x) =1n(3’“1J

2x

f (x) es la composicién aderechade p (x) ¥ g (x)

3x+1
con p(x) =1ln(x) y q(x)=
2x
3x+1 3x+1
Poq(X)=p(q(x))=p( ]=ln( )
2x 2x

Por la regla de la cadena :

[Poa (x)] =[p(a(x))] =p (q(x)) -q (x)

, 1
como p (x) =1ln (x) = p (x)=—
X
3x+1 , 3(2x)—(3x+1)2 -2 1
como q (x) = = q (x) = =
2x (2 x) 2 4 x? 2 x2
reemplazando :

[Poa (x)] =[p(a(x))] =p (q(x)) -q (x) =

| 29
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1 [ 1 2x 1 1 1
3x+l 2 x? 3x+1 2 x2 x(3x+1) 3x2+x
2x

Entonces :

si f (x) =1n (3}2{_+1) = f (x) =-

x 3x%+x
. x+1
Ej4 n) £ (x) = e 2x
3x
. x+1 5
f (x) es el producto de dos funciones : y e“¥
3x

2

y la segunda funciéne “*es la

composiciénaderechade p (x) vy g (X)
con p(x)=e* y q(x)=-2x

Poq (x) =p (3 (x)) =p (-2x) =e?*

Aplicamos la propiedad de derivacién del producto de dos funciones :

. x+1 ' x+1_ (x+1) .
f = L a2x = - L a2x A S -2x -
(x) [3x e ] [3x] e + - [e ]
) |:1.3x—(x+1) .3:| e2x, (x+1) -e'zx( 2) i}
(3x)2 3x
9 x2 3x 9 x2 3x
- 1 -2
= 1 -e'zx—2e'2xc(x+—)=e x[—1—2x(x+1)]=
3 x2 3x 3 x?
-2 -2
- S x[-1-2x2-2x]=-e x[2x2+2x+1]
3 x? 3 x?
Entonces :
. f( ) x+1 _2x f' ( ) _2x[2 2 2 1]
s1i X) = e = X) = - X“+2x+
3x 3 x?

Ej4 o) £ (x) =1n? (5x%+1)

f (x) es la composicién de tres funciones:

P(x)=x*; q(x) =1ln (x) ; r (x) =5x+1

PodoT (x) =p (q(x (x))) =p (q(5%*+1)) =p (In (5x*+1)) = (1n (5x°+1))*

si p (x) = x° = p (x)=2x
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1
si q (x) = 1n (x) = q (x)=-—

X
si r(x) =5x%+1 = r (x)=10x

Aplicamos la regla de la cadena de tres funciones :

[P(I(r(x)))] =p (q(r(x))) -q (r(x)) - -r (x)

, 5 1
£ (x) =21n[5x*+1] - ———— - 10x =
5x2+1
20 x
= —ln[5x2+1]
5x%+1
Entonces :

si £(x)=1n%(5x*+1) = £ (x)=Lx11n[5x2+l]

Ej4 p) £ (x) =sen? (x*+x)

f (%) es la composicién de tres funciones :

p(x):x2 ; q(x) =sen (x) ; r(x)=x3+x

Podor (X) =p (g (r (x))) =p (q (x3+x)) =p (sen (x3+x)) = (sen (x3+x))2

si p (x) = x? = p (x)=2x
si g (x) = sen (x) = q (x) = cos (x)
si r(x) =x%+x = r (x) =3x%+1

Aplicamos la regla de la cadena de tres funciones :

[P(a(r(x)))] =p (q(r(x))) -q (r(x)) - -r (x)

£ (x) =2sen[x*+x] -cos (x®+x) - (3x2+1) =

=2 (3x2+1) sen[x3+x] - cos (x3+x)

Entonces :

si £ (x) =sen® (x*+x) =

= f (x) =2 (3 x? + 1) sen[x3+x] - cos (x3+x)

Ej4d q) £ (x) =e¥1n (3)

x
3

f (x) es el producto de dos funciones e* y 1ln (—)
X

y cada una de ellas es composicién de dos funciones
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Lo hacemos de una, aplicando lo que aprendimos :

£ (x) = [e¥1n (3)] =

[e¥] ln(;]+ex2 [1n(§J]'=

- e (2x) ln(i] . e (:) (-3x7) =
e g3 (2
s2xetan (] - Do e zain () -]

Entonces :

w cwernf?) -
= £ (x) =e¥[2x1n (i) -4

1
Ejd4 r) £(x) =ex -7Tx
f (x) es ladiferencia de dos funciones ex y 7x

y una de ellas es composicién de dos funciones

Lo hacemos de una, aplicando lo que aprendimos :

1 '

£ (x) = [ex -7x] =

[e’l‘_]‘-[7x]'=e:17- [=] -7-=

n

o

*
—_—
|
| &
~——

|

<

n

I

~

I
o
*

Entonces :

si £(x)=ex -Tx =

= £ (x)=-7-—

t—dt—dt—d—d -t -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+
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Ejercicio 5.- Hallar 1a ecuacion de la recta tangente al grafico de 1 en el punto de

abscisa x;,.

a. f(x)=+2x-3 - G, =% b. f(x)=3sen(2x) ; x,=0
Fx°

: )=In(x*+2x+2); x, =1 d. T x =i}

c. fx)=In( + 2R x, =5 ;

Ej 5 Hallar la ecuaciénde la recta tangente a £ (x) en el xo indicado

ecuaciénde la recta tangente al graficode f en xo

(pasapor el punto (%o, £ (x0))
y=£ (X0) (Xx-xo) +£ (x0)

Ej5 a) f(x):'\/2x—3=(2x—3)z_ X0 = 6
Calculemos £ (x) y evaluemosen X = 6

aplicando la reglade la cadena :

. 1 _L 1 1
f(x):—(2x—3)2-2= - = =
2 (2x—3)2_ 2x-3
= £ (6): 1 = 1 =£
2.6-3 o 3
ycomo £ (6) =v2-6-3 =9 =3

Obtenemos la ecuacién de la recta tangentea fen (xo, £ (%0)) = (6, 3) :

(x—6)+3=£x—2+3=£x+1

y=£ (6) (x-6)+£(6) = R "

w |-

ecuaciénde la recta tangentea f (x) =V2x-3 enxy=6 es:

! 1
= — X+
Y 3

Grafico:
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|
|
w
0 6 8 0
£35S b) o esenen)  meo

Calculemos £ (x) y evaluemosen xo=0

aplicando la reglade la cadena :

£ (x) =3cos (2x) -2=6cos (2x) =

= £ (0)=6cos(2-0)=6cos(0)=6-1=6

ycomo £ (0) =3 sen (2x) =3sen (2-0) =3sen (0)=3-0=0

Obtenemos la ecuaciénde la recta tangentea fen (xo, £ (x0)) = (0, 0) :
y=£ (0) (x-0)+£(0) =6(x-0)+0=6x

ecuaciénde la recta tangentea f (x) =3 sen (2x) enxo=0 es:

Grafico:
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3r
2}
WL
0 05 ‘
b
o
3L
Ej5 c) f(x):ln(x4+2x+2) x0=1

Calculemos £ (x) y evaluemosen xo=1
aplicando la reglade la cadena :
4x3+2

£ (x) = ; . (4x3+2)
x*+2x+2

=R e
x?+2x+2

£ (1) 4.13+2 6
— o - T _ -
14+2.1+2 5

ycomof(l) = 1n (14+2-1+2) = 1ln (5)

Obtenemos la ecuacién de la recta tangentea fen (x0, £ (%0)) = (1 , 1n (5) ) :

y=£ (1) (x-1)+£ (1) =

v o

(x—1)+1n (5) = Ex—§+ln (5)
5 5

ecuaciénde la recta tangentea £ (x) = 1n (x4 +2Xx+ 2) enxg=1 es:

Grafico:
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37
2,
F o
I ! |
| 1 2
1
_2,
3x
Ej5 d) £ (x) = %0 =0
2x-1

Calculemos £ (x) y evaluemosen xo=0
aplicando la derivacién de un cociente y regla de la cadena :

e3x ' [e3"]‘-(2x—1)—e3"(2x—1)'

] = =

2x-1 (2x-1)2

£ (x) = [

e**.3.(2x-1)-e**.2 e®*(6x-3-2) e**(6x-5)

(2x-1)2 (2x-1)2 (2x-1)2
~ £ (0)- e*° (6-0-5) i e® . (-5) ) 1. (-5) s
(2-0-1)2 (-1)2 1
3.0 0
ycomof(O):e—=e—=i=_1

Obtenemos la ecuacién de la recta tangentea fen (x0, £ (%0)) = (0, —1) :
y=£ (0) (x-0)+£(0) =-5(x-0)+(-1)=-5x-1
e3x

ecuaciénde la recta tangentea f (x) = ﬁ enxg=0 es:
x -—

Grafico:
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t—dt—dt—d—d -t -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+

-1&

2L

-3L

Ejcreicio 6.-

a. Hallar los puntos en los que la pendiente de la recta tangente al grafico de

F(¥)=In(9x* - 4) esiguala 2.

ag ‘I"I amtiarinm e 1'] rasta ranasnita
€5 13 ecuacion qe 1a recta tangente

allar tadns lne mimtng dal orafica da £y —
fidnal 10G0s 105 PUnios Gel grallco ag J{X) =

xt+12x+2

x—1

recta tangente es paralela a la recta ) =2x—3 . Escribir las ecuaciones de las

rectas en dichos puntos.

Ej 6 a)

Los puntos son los x, para los que la pendiente de 1la recta tangente,

es decir la derivada, es igual a2

Calculemos la derivadade £ (x) = 1n (9 x® - 4) aplicando regla de la cadena :

£ (%)

' 1

=[1n (9%x*-4)] = — -18x

9x%2-4

Planteamos que £ (x) seaiguala2 :

18 x
9x%-4

=2 (*%kx)

| 37
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Antes de resolver esta ecuacidn (***%), calculemos el Dom (f)
porque las soluciones que obtengamos de (***%) seranvalidas si

pertenecen al Dom (f) sinono

El Domdel logaritmo natural 1ln se da para los x tales que

4 ’4 2
9x>-45>0 = x°>-—- = Vx2> - = |x}|>—- =
9 9 3
2 2
= x>— 6 x<-—
3 3
2 2
Dom(f):(—oo ——]U(—,wo]
3 3

Ahora resolvamos (***#*) ecuacién que permite encontrar los x
para los cuales la pendiente de la recta tangentea £ (x) en

xesiguala2:

18 x

—_ -2 = 18x=2(9x2—4) = 18x=18x%x°-8 =
9x2-4

= 0=18x%%°-18x-8 = 0=9x%*-9x-4

b:VET-4.a-c -(-9)(-9)%-4.9. (-4)

= Xi1,2 = =
2a 2.9
9+48l+4.-9. (-4) 9+1/81+144 9+481+144 9 4/225
18 18 18 18
9+15 9+15 24 4 ) 9-15 -6 1
= —3 X1 =—T"=—= - o) Xp=—7T"= —"—"7=-—
18 18 18 3 18 18 3
111171777771 )—==Remmm e (/) /I X/ T
2 1 2 4
- - — 0 -_— 1 —_
3 3 3 3
3 1
En este simple esquema vemos que la solucidén x2 = - — no sirve porque
3

no pertenece al Dom (f) marcadocon // //

4
Por lo tantoen x; = ;

la pendiente de la recta tangente a £ (x) esiguala?2



Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 1 a 15 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb

Grafico:
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Ej 6 b)

sea £ (x) =x3-2x?+2 . HallarP = (xo, £ (x0)) parael que la
ecuaciénde la recta tangenteesy = -x+2

Como la ecuacién de la recta tangenteen (xo, £ (%X0)) es

y=£f (x0) (x-x%0) +£ (%x0) = -x+2

podemos decir que £ (xo) = -1

entonces, calculemos £ (x) e igualemos a -1 parahallar x
£ (x) =3x%°-4x

planteamos £' (x) = -1

3x?-4x=-1 = 3x>-4x+1=0 (**dkx)

Como el Dom (f) = R, cualquier solucién que obtengamos de (x*x#***)

serd solucién

-b+Vb2-4.a-c —(-4)1\/(-4)2-4-3-1

3x2—4x+1=0 = X1,2 = =

2a 2.3
4+116-12 4+V4 4+2 4+2 6 3 4-2
= = = > x1=_=_=1 o Xo=—7T"=—=—
6 6 6 6 6

) 1
x1=1 6 x=—
3

| 39
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Entonces como obtuvimos dos posibles soluciones verifiquemos que
(%1, £ (x1)) pertenece tantoa £ (x) como a 1la recta tangente y = -x+ 2
y lomismo para ( x2, £ ( x2))

Calculemos

£(x1) =£(1)=1%-2.1%+2 =1 = (1, 1) eGraf (f)

y veamos si pertenece a 1la recta tangente y = -x+2

y=-1+2=1 = (1, 1) € Graf (recta tangentea f)

Por lo tanto

el puntoP; = (1, 1) es solucién

1
Hagamos la misma verificaciénconxs = —
3

Calculemos
1 1)\3 1)\2 1 1 1 3 54 49
O L o IR L T T
3 3 3 27 9 27 27 27 27
1 49
[—, —] € Graf (f)
3 27

y veamos si pertenece a la recta tangente y = -x+2

1 5 1 5 3
y=-—+2=— = (—, —J € Graf (recta tangentea f)
3 3

Pero no es el mismo punto!

1 5
Por lo tanto el punto P; = (— , —] No es solucién
3 3

Finalmente,
el P = (%0, £ (%0)) para el que 1la ecuaciénde la recta tangente
seay=-x+2 es P;=(1,1)

Grafico:
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-2 2 3

-1
Como se ve en el grafico, el tnico punto que tiene recta tangentey = -x+2
esel (1, 1)

. 1 49 . .
El otro punto obtenido [— , —] tiene una recta tangente a f con pendiente -1

3 27
peronoes y = -x+2
Ej6 c)
x2+12x+2

sea f (x) = —— . Hallar todos los P = (%0, £ (x0)) para los que la

x+1
recta tangente a £ (x) en (%0, £ (%0)) esparalela a y=2x-3
y escribir las ecuaciones de las rectas tangentes en esos puntos
ecuaciénde la recta tangente es paralelaa y=2x-3
Como la ecuacién de la recta tangenteen (xo, £ (%X0)) es
y=£f (x0) (x-x0) +f (%) =2x-3
podemos decir que £ (xo) = 2
entonces, calculemos £ (x) e igualemos a 2 para hallar xo
x2+12x+2 [x2+12x+2]'(x+1)—(x2+12x+2)[x+1]'

£ (X)=[ x+1 ] ) (x+1)2 =
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(2%+12) - (x+1) - (x*+12x+2) -1 2x2+12x%+2x+12-x>-12x-2
(x+1)2 (x+1)2
x2+2x+10
(x+1)2
planteamos £’ (x) = 2

x2+2x+10

P 2 = acavemos quex # -1 porque el denominador daria 0 (kk*kk*x)
(x + 1)

x2+2x+10=2(x+1)2 = x2+2x+10=2(x2+2x+1) =

= x?°+2x+10=2x’>+4%x+2 = 0=x’>+2x-8

b:VDI-4.a.c -2:4/22-4.1.(-8)

= X1,2 = = =
2a 2-1
-2+ 4+32 -2+/36 -2+6
= = = =4
2 2 2
-2+6 4 ) -2-6 -8
x1=—=_=2 x2=_=_=_4
2 2 2 2
X1=2 6 x2=-4

En estos x, pasan rectas paralelasa y = 2 x- 3 pues tienenpendientem = 2
y como ninguna soluciéndié x = -1 esta todobien
Veamos cudles son esas rectas paralelas :

22412 .2+2 4+24+2 30
enx1=2esf(x1)=f(2)= = =— =10
2+1 3 3

P; = (2, 10)

entonces la ecuacién de la recta tangentea fen (2, 10) es
y=£f (%0) (x-%0) +£f (x0) = reemplacemosf' (2) =2

y=£f (2) (x-2)+£(2) =2 (x-2)+10=2x-4+10=2x+6

y=2x+6

Ahora con x;

(-4)2+12 - (-4) +2 16-48 +2 -30
-4 es £ (x2) =£f (-4) = = = =
-4+1 -3 -3

X2 10

Py

(-4, 10)
entonces la ecuacién de la recta tangentea f en (-4, 10) es
y=£f (x0) (x-x0) +£f (Xx0) = reemplacemosf (-4) =2

y=£f (-4) (x-(-4)) +f (-4) =2 (x+4) +10=2x+8+10=2x+18
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Finalmente las rectas tangentes a f que son paralelasay =2x-3son:
y=2x+6 enp =(2,10) , y=2x+18 en p,= (-4, 10)

Grafico: colornaranja: y=2x-3 ; colorverde: y=2x+6 ; colorrojo: y=2x+18 ;
30

20

20—

t—t—+t -ttt —t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—Ft—F—+—+

Ejercicio 7.- Sea f(x)=4+ae* =" . Determinar los valores de a v b para que
y=-3x+06 seala ecuacion de la recta tangente al grafico de f en x, =0.
Ej7
2_3.b.
sea f (x) =4 +a-eX 3bx
hallaraybparaquey = -3 x+ 6 sea sea 1la ecuaciénde la recta tangente
al graficodefenxo =0
Como la ecuaciénde la recta tangentea fen (%o, £ (x%0)) es:
y=£f (%0) (x-x0) +£ (%0)
ynospidenquey = -3 x + 6 debe ser 1la ecuacién de la recta tangenteenxo = 0

entonces £ (0) = -3
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Calculemos £ (x) e igualemosa -3

£ (x)=[4+a- ex2'3'b"‘]‘ =a.e¥3bx, (2x-3b) =

= £ (0) =-3 =

= a-e”3P®%.(2.0-3b)=-3 = a-e’(-3b)=-3 =
= a-1(-3b)=-3 = -3a-b=-3 = a-b=1

Como el punto en donde es tangente es el (0, £ (0))
Calculemos £ (0)

£ (0) =4+a-e%3P0_4,5.e%°-44+a-1=4+a

Pero también podemos obtener el punto en donde es tangente reemplazando en la
ecuaciénde la recta tangente: y=-3x+6

Entonces, enx0=0 y=-3-0+6?20+6=6

el puntoes (0, 6)

Igualando lasordenadas : 4+a=6 = a=6-4=2

Se obtiene a =2

Luego reemplazando en laecuaciéna -b =1

se obtiene b = —
2

Endefinitiva, paraquey =-3x + 6 sea sea la ecuaciénde la recta

tangente al graficode fenxy =0 deberansera=2 y b= ;

y fserda £ (x)=4+2- X3 x

Grafico: colornaranja: y=-3x+6
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20+

-10-

t—t—+t -ttt —t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—Ft—F—+—+

Ejercicio 8.- Sea f(x)= ]n(x2 —6x+ /() . Hallar k¥ €R de modo que la pendiente de la

recta tangente al grafico de f en x; =4 seaiguala 2.

Ej8

sea f (x) =1n (x2 - 6x+k)

hallar k € R para que la pendiente de la recta tangente
al graficodefenxo =4 sea 2

La ecuaciénde la recta tangentea fen (xo, £ (%0)) es:
y=£ (%) (x-%0) +£ (x0)

Nos pidenque £' (4) =2

Calculemos la derivadade £, evaluemosen 4 e igualemosa 2

£ (x) = [1n (R -6x+k)] = ﬁ (2x-6) = —=°
x°-6x+

x2-6x+k
Planteamos f' (4) =2
2.4-6 8-6 2

=2 = =2 =
42_6-4+k 16-24+k -8+k

l

= 2=2(—8+k) = 2=-16+2k = 18=2k = 9=k

El k € R para que la pendiente de la recta tangente
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al graficodefenxy=4 sea 2 es k=9

6L

-8

104

t—dt—dt—d—d -t -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+

. — X .
Ejercicio 9.- Sea f(x)= PR Hallar a € R para que la recta tangente al grafico de f
5x"+a

en x, ——1 sea horizontal.

Ej 9
sea f (x) =
5x%+a
hallar a € R para que la recta tangente al grafde fenxo = -1

sea horizontal (es decir pendiente = 0)
Para que sea horizontal debera ser £ (— 1) =0
Calculemos f' (x), evaluemosen -1 e igualemosal0

£ (x) x ' [x]'-(5x2+a)—x-[5x2+a]‘=1-(5x2+a)—x-10x

5x%+a i (5x2+a)2
5x%%+a-10 x? -5x%x%2+a
(5x2+a)2 (5x2+a)2

Planteamos £ (-1) =0

(5x2+a)2
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-5 (—1)2+a -5+a 2
— =0 = —— =0 = -5+a=0(5+a)“=0 =
(5 (-1)+a)” (5-1+a)*

= -5+a=0 = a=5

Por lo tanto £ (x) = ——
5x24+5

El valor de a € R para que la recta tangenteal grafdefenxy=-1

sea horizontal (es decir pendiente=0) es a=5

reemplazandoeny = £ (-1) - (x-(-1)) +£ (-1) = £ (-1) - (x+1) + £ (-1)

1 1
y=0-(x+1)+ (— —) = - — es la recta tangente horizontal a £ (x) en P

10 10

Grafico: colornaranja: y=-—
10

0.2

0.1}

-02%

t—dt—dt—d—d -t -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+
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Ejercicio 10.- Calcular /7, /7" v [~

a.  [(x)=cos(3x) b. [(x) :§+2x
X
& flx=#x™ d. f(x)=+3x+2
Ej 10

Calcularf', £, £

f' es laderivadade f

f'' es la derivadade laderivadade f y se 11lama "derivada segunda"

f''' es la derivadade la derivadade laderivadade fy se 1lama "derivada tercera"
Ej 10 a)

f (x) = cos (3 x) = aplicando la reglade la cadena:

£ (x) =-sen (3x) -3 =-3sen (3x)

f (x) =-3sen (3x)

£ (%) = [£ (x)]' = [-3sen (3x)]' =-3.cos (3x) -3=-9cos (3x)

f'' (x) =-9cos (3x)

£ (x) = [£7 (x)]' =[-9cos (3x)] =-9- (-sen (3x)) -3=27sen (3%)
£ (x) =27 sen (3 x)

Ej 10 b)
3
f(x) =—+2x =
X
£ (x)—[3x'1+2x]'—[3x'1]'+[2x]'——3x'2+2——i+2
= = = "
f (x):——+2
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fllY ( ) 18
X) =-—
x4
Ej10 c)
f (x) = xe?* = aplicando la derivada de un productoy la regla de la cadena :
£ (%) = [xezx]' = [x] -e®*+x- [ez"]‘ =1-.e?*+x.e%*.2=e2% (1+2x)

£ (%) =e?* (1 +2x)

£ (x) = [£ (x)]‘ = [e2* (1+2x)]' = [ezx]' c(1+2x)+e®* . [1+2x] =

=e?*.2. (1+2x) +e®*.2=2e* (1+2x+1) =2e”* (2+2x) =4e** (1+x)

£ (x) =4e%* (1 +x)

£ (x) = [£ (x)] = [4€2* (1+x)] = [4e**] - (1+x) +4e®*. [1+x] =
=4e®*.2. (1+x) +4e®*.1=4e* (2 (1+x)+1)=4e**(2+2x+1) =

=4e** (3+2x)

£ (x) =4e%* (3+2x)

Ej 10 d)

f(x) =V3x+2 = (3x+2) 2 = aplicando la reglade la cadena :

| 49



50 | Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 1 a 15 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb

" ' ' 3 _L 3
£ 0 = [ @] =[7(3x+2) 7] =

2
=—2 (3x+2) 'Z‘:-#
4 4'\[(3x+2)3
. 9
£ (x) = -

4 4 2
R S S
8 8'\[(3x+2)5
81
£ (%) =

8'\/ (3x+2)°

t—dt—dt—d—d -t -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+

Ejercicio 11.-
a. El desplazamiento (cn metros) expernimentado por un mévil al cabo de ¢
segundos es x(f) = 6¢° . Hallar la velocidad instantanea en =2 segundos.

b. Un mévil se desplaza en linea recta. La posicion x en el instante 7> 0 es

1.4 ) 2 . . g
x(1) :Er — 8¢ Determinar la aceleracion a(r) = x"'(1) en el instante en el cual

Ej 11 a)

MRUV : Movimiento rectilineo uniformemente variado de unmévil
tiene una ecuacién de evolucién de la distancia que recorre como
funcién del tiempo dada por :

x (t) = 6 t2

unidades de laposiciénx (t) : enmetros, m

unidades de t tiempo : en segundos, s
Se define la velocidad instantanea del mévil como la derivadade x (t)
respecto al tiempo y que 1lamamos v (t) :

v(t) = [x(t)]
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(tengan en cuenta que la variable independiente ahoraes t

y no como usamos en la practica x para las £ (x) )
pregunta a) Calculemosv (t) laderivadade x (t) a los t = 2 segundos
v(t) =x (t) =12t

entonces v (2) =12.2=24

m
unidades de v (t) velocidad instantéanea : enmetros por segundo = —

s

Por lo tanto, lavelocidad instantaneadel mévil a los 2 segundos es

m
v (2) =24 —

Ej 11 b)
Ahora tenemos otromévil que se desplaza en linea recta y cuya posicién como

funciéndel tiempoes :

v
o

_ 1.
x(t)=—t3-8¢t , ot
6

Hallar la aceleraciéna (t) =x ' (t) (laderivadasegundadex (t))
enel instante t; enelquev (t1) = x (t1) es nula

Calculemos v (t) = x (t)

. 1 ¢ 3 1
x'(t)=[-t?-8t] =—t?-8=—t>-8=v(t)
6 6 2

Veamos en cudl instante v (t) se anula:
1., 2 2

= v(t)=—t°-8=0 = t°=16 = t° =vV16e = |t} =4
2

perocomot 20 es |t} =t
entonces t = 4esel instantepositivoenelquev (t) =0
Estevalorde t seriat;, ti; =4

Calculemos la aceleracién instantanea a (t) =x' ' (t) = v (t)
1, 1

a(t)=[—-t?-8] =-.2.t=t = a(t)=t
2 2

Luegoa (t; =4) =4
unidades de a (t)

m
aceleracién instantanea : metros por segundo al cuadrado -
s
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Entonces la aceleraciénenel instanteenquev (t) =0 es :
a(4) =4 -
s

+—-+—-+—-+-+-+—-+t—-+—-F+—-+—-F+—-+—-F+—-+—-F+—-F+—-F+ -+ -+t —F+—F+—-F—-F+—-F—-F+ -+ —-+-+ -+

Ejercicio 12.- Dos méviles 4 v B se desplazan segtin las ecuaciones

ta

T VL UL B ol — it B
[} L sy 8 T I - ir . b\l) 1 T [ ¥4

a. Calcular a v b para que en el instante 1 =1, 4 v B se encuentren en el mismo

lugar v lleven ademas la misma velocidad.

b T

b. Hallar la posicidn, la velocidad y Ia aceleracion de cada movil en el instante

Ej 12 a)
Dosméviles, mévil A y mévil B que se desplazan sobre la misma recta
tienen las siguientes ecuaciones de movimiento, es decir

cémo evoluciona su posiciédn como funcién del tiempo :

3tt-2t+7

ec. mov. paramévilA: s (t)
ec. mov. paramévilB: e (t) =t?+at+b
preguntaa) :

hallaraybparaquealost =1segundoelmévil Ay el B se encuentrenenel

mismo lugar (misma posicién) y tengan la misma velocidad
lacondicién: s (t=1)=e (t=1)

(recordemos quev (t) = x (t) laveloidades laderivadade la posicién)

2acondicién: s’ (t=1)=e (t=1)

Veamos lo que salede 1la 1 acondicién :

s(1)=e(1) = 3-1*-2.1+7=1°+a-1+b = 3-2+7=1+a+b =
= 8=1l+a+b = 7=a+b (%)

Veamos lo que salede la 2 da condicién :

con s (t) =12t3-2 y e' (t)=2t+a

s'(1)=e' (1) = 12.1°-2=2.1+a = 12-2=2+a =

= 8=a

Reemplazando en la condicién (*) 7 = a+b

7=8+b = b=-1
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Los valoresde aybparaquealost-=
1 segundo el mévil Ay el B se encuentrenenel

mismo lugar (misma posicién) y tengan lamisma velocidad son :

a=8 yb=-1

Verifiquemos :

Efectivamentecona =8 y b=-1

s(t) =3t-2t+7 ; e(t) =t?+8t-1
s’ (t) =12¢3-2 ; e (t)=2t+8

=3.14-2.1+7=3-2+7=8

12+8-1-1=1+8-1=8

0
—
[
H — —
~
| 1]

=12-1%3-2 =12-2=10

(0]

e (1)=2-1+8=10
las posiciones de ambos méviles a los t = 1 segundo son igualesa8m

m
las velocidades de ambos méviles a los t = 1 segundo son igualesa 10 —
s

Ej 12 b)
Hallar la posicién, la velocidady la aceleraciénde cadamévil

alos t = 1 segundo

s(t) =3t'-2t+7 ; e(t) =t2+8¢t-1
s' (t) =12t3-2 ; e (t) =2t+8
s’ (t) =36¢? ;e (t) =2

s(1) =3.1-2.1+7=3-2+7=8m

12+8-1-1=8m

0
—
[
[
n

m
=12-13-2=12-2=10 —
S

0]
—_——
[
~
|

m
2-1+8=10 —
s

(1)
—_——

[
~

1]
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+—+—F+—+—+—-F+—+—-F—F+—-F+—-F—F+—+—-F—F+—-F—F+—F+—-F—+—-F+—F—F+—-F—F+—F+—-F+—-+—+
Comentarios tedéricos :

para la resolucién del Ej 13 en adelante

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcién £ (x) se vinculan con
los intervalos de positividad y negatividad de su funciénderivada £ (x), el conjunto
de ceros de £' (x) dan candidatos a extremos relativos que se 1laman puntos criticos de £

como también los puntos donde la funcién no es derivable

Resumamos estos resultados :

Sea f (x) derivable en un intervalo (a, b) del Dom (f) , entonces :

si £ (x)>0 Vxe (a,b) = f (x) es crecienteen (a, b)

si £ (x) <0 Vxe (a,Db) = f (x) es decrecienteen (a, b)

Esto quiere decir que :

Si f (x) tiene unmaximo ounminimo local en xo , entonces puede pasar dos cosas :
.- £ (%) =0 6

.- fnoesderivableen x¢

la l eracondiciéndice que la pendiente de la recta tangenteenxpoes Oy

la recta tangente es horizontal
la2dacondiciéndicequeenxo, £ (%x9) "pincha" y no esderivable

Lamentablemente, lal era condicién no vale al revés,

que si f' (x9) = 0 = haya unmaximo ominimo, no es cierto

Cémo se trabaja para encontrar mdximos y minimos de £ (x) ?

Se calcula laderivada £ (x) y se buscan los cerosde £’

esos ceros son candidatos a ser maximos ominimos y se 11laman puntos criticos

Se aplicael criteriode lal er derivada para determinar si lo son

criteriode lal erderivada:

Sea xo un punto criticode f (x) (cumple laleraola2da condicién)
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Sif (x) >0 alaizquierdadexo y £ (x) <0 aladerechade x¢

entonces f (x) tiene un Maximo relativo en xo

Sif (x) <0 alaizquierdadexo y £ (x) >0 aladerechade xg

entonces f (x) tiene unMinimo relativo en xgo

Si f' (x) tiene el mismo signo a la derechay a la izquierda de xo
entonces £ (x) No tiene ni un Maximo ni un Minimo relativo en x¢
Veamos unos ejemplos sencillos :

Ejemplol :

2 f:R—R fescontinuayderivableen todo R

Sea f (x) = -x
ysuderivada f' (x) = -2x tambiénes continua

Sabemos que £ (x) = - x? tiene un madximo relativoen xo = 0

Veamos cémo se calcula a partir de la derivada que es un maximo

1) Secalculaf (x) =-2x

2) Se iguala a cero para calcular los ceros de £’

£f'(x) =0 = -2 = x=0 esunpuntocriticode f (x)

3) aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados
entre los ceros de £

intervalosde analisis: (-, 0) y (0, +x)

tomamosx = -1 € (-», 0) = £ (-1)=-2(-1)=2 >0

tomamosx =+1 € (0, +o) = £ (1) =-2(1) =-2<0

Vemos que £' (x) > 0 a laizquierdadexo =0y £ (x) <0aladerechadexo=0
por el criteriode la l er derivada en xo = 0 hay un Maximo relativo de £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a £ (x) nos permite construir la tabla:

X (-2, 0) 0 (0, +2)
f'(x) >0 0 <0
f(x) es creciente MAX | es decreciente

Ademés se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1? (£) :

| 55
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5

104

Veamos un ejemplo en el que la derivada en xo es cero pero no hay ni
maximo ni minimo relativode £ (x) enese xg

Ejemplo2 :

Sea f (x) = x° f: R—R fescontinuayderivableen todoR

y £ (x) =3x?2 £ :R—R £ escontinuaentodoR

puntos criticosde f :

£ (x) =0 = 3x*=0 = x=0 eseltnicopuntocriticodef

aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados
entre los cerosde £’

intervalos de andlisis : (—oo, O) y (0, +oo)

tomamos x = -1 € (—oo, 0) = £ (—1) =3 (—1)2 =3 >0

tomamos x = +1 € (0, +oo) = £ (1) =3 (1)2 =3 >0

Vemos que £’ (x) > 0 alaizquierdadexo =0y £ (x) >0aladerechadexo=0
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por el criteriode lal er derivada en xo = 0 NO hay ni Maximo ni Minimo

relativode £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a £ (x) nos permite construir la tabla:

X (-2, 0) 0 (0, +e0)
f'(x) >0 0 >0
_ pto. de _
f(x) es creciente |, L, es creciente
inflexion
Grafico: colorazul: £ (x) =x> ; colorverde: £ (x) =3x®> ; colornaranja: y =0

10

1ol
colorazul : £ (x) = x> no tiene Maximo ni Minimo, tiene lo que se llama

un Puntode Inflexiénenxo = 0

Este es un ejemplo endonde seveque si £ (%0) = 0 no implica que x¢ sea un

Maximo 6 Minimo. Como se ve Xg = 0 es un Punto de Inflexidn

Criteriode la Segundaderivada £’

para determinar maximos ominimos relativos de £ (x)
Sea %o un punto criticode f (x) (es decir £' (xo) = 0)

1.- Sif'' (x0) <0 entonces f (x) tiene unMaximo relativo en xg
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2.- Sif'' (x0) >0 entonces f (x) tiene unMinimo relativo en xo

Sif'' (x0) = 0 elcriterio fallay no se puede decidir
Apliquemos el criteriode la 2 daderivada a los Ejemplos1ly2
En el Ejemplol teniamos :

f(x)=-%x>; f (x)=-2x ; £ (x) =-2

%o = 0 es puntocriticoyaque £ (0) =0

por el criteriode la 2 daderivada:

£7(0) =-2<0 = x0=0 esunMaximo relativode £ (x)

como habiamos obtenido por el criteriode la 1l er derivada

En el Ejemplo2 teniamos :

£(x) =x> ; £ (x) =3x% ; £ (x) =6x

%o = 0 es punto criticoyaque £ (0) =0

por el criteriode la 2 daderivada:

£'(0)=6-0=0 = elcriteriofallay no sepuededecidir sixo=0
es un Maximo o Minimo relativode £ (x)

Esmds, vimos por el criteriode la 1l er derivada que

%0 = 0 es un punto de inflexién

Ejemplo3 :

Sea £ (x) = x*

f: R—R fescontinuayderivable en todo R

£ (x) =4%° f' :R—R £ escontinuayderivable en todo R
£'(x) =12%x> £ :R—R f'  escontinuayderivable en todo R

1) Secalculaf' (x) = 4x°

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticos de f

£ (x) =0 = 4x°=0 = x=0 eselunicopuntocriticode f

3) aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £’

intervalos de analisis : (—oo, O) y (0, +oo)
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tomamosx = -1 € (-», 0) = £ (-1)=4 (-1)3=_4 <0

tomamos x = +1 e(O,+oo) = £ (1) =4(1)3 =4 >0

Vemos que £’ (x) < 0 alaizquierdadexo =0y £ (x) >0aladerechadexo=0
por el criteriode lal er derivada en xo = 0 hay un Minimo relativo de £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a £ (x) nos permite construir la tabla:

X (-, 0) 0 (0, +)
f'(x) <0 0 >0
f(x) es decreciente | MIN es creciente

Ademas se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1? (£) :

H
-
—~
H
~
]
—_
o
+
8
~

H
b
—~
Hh
N
n
—
I
8
o
S—

Apliquemos el criterio de la 2 da derivada

£(x)=x' ; £ (x)=4%% ; £ (x) =12%2

%0 = 0 es punto criticoyaque £ (0) =0

por el criteriode la 2 daderivada:

£'(0) =12-0°=0 = elcriterio fallay no sepuededecidir sixo =0
es un Maximo o Minimo relativode £ (x)

Esmds, vimos por el criteriode la 1l er derivada que

%o = 0 esunMinimo relativode £ (x)

Con todo esto encaremos la resoluciéndel Ej 13

t—dt—dt—d—d -t -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—+

Ejercicio 13.- Sea f: R — R una funcion derivable tal que el grafico de la funcion

derivada [ es
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y=1'(

_/\\

~—"3

a. Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

b. Ubicar los maximos y los minimos locales de 1.
Ej13 a)
Apartir del graficode £ vemos que :

c®(£') = (-2, 1, 3}

ct (£') = (-2, 1)U (3, +o) = 1T (8

C”(£') = (-», -2)U(1,3) =

(-2, 1)U (3, +)
(-=, -2) U (1, 3)

¥ (£)

Porel criteriode lal erderivada:

como £' (x) <0 alaixquierdadexo=-2 y £ (x) >0 aladerechadexg=-2
en xo = -2 hayunMinimo
como £' (x) >0 alaixquierdadexo=1 y £ (x) <0 aladerechadexo=1
en xo = 1 hay un Maximo
como £' (x) <0 alaixquierdadexo=3 y £ (x) >0 aladerechadexo =3
en xo = 3 hay unMinimo
X (-0, -2) =32 2. 1) 1 (1,3) 3 (3, +2)
f'(x) <0 0 >0 0 <0 0 >0
f(x) es decreciente |  MIN es creciente MAX | es decreciente | MIN es creciente
Ej 13 b)
f (x) tieneMinimos locales o relativosenx =-2yenx =3
f (x) tiene Maximos locales o relativosenx =1

t—t—+t -ttt —t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—Ft—F—+—+
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Ejercicio 14.- Estudiar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, los maximos y

los miimos relativos v hacer un grafico aproximado de /.

a. fx)=x"-2x b. f€x)==x"+8x-15
c. f)=3x"44x'~12x47 da, () =2x"—-9x" +12x -5
. fix)= 3¢ S2 il f. Ff(x)=(x l(l_‘_l3 X

Ej 14 a)

Estudiar IT (£), I’l' (£) , Maximos y Minimos relativos de £. Graficar

f(x) =x%*-2x

1) Secalculaf (x) =2x-2

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

f'(x) =0 = 2x-2=0 = 2x=2 = x=1 eseltnicopuntocriticode £

3) aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f'

intervalosde analisis: (-», 1) y (1, +oo)
tomamos x = 0 € (—oo, 1) = (0) =2 . =-2 <0
tomamosx =2 € (1, +o) = £ (2) = =2 >0

Vemos que £’ (x) < 0alaizquierdadexo=1y £ (x) >0aladerechadexo=1
por el criteriode lal er derivadaen xo = 1 hay unMinimo relativode £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa £  (x) nos permite construir la tabla:

X (oo, 1) 1 (1, +)
f'(x) <0 0 >0
f(x) es decreciente | MIN es creciente

Ademas se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1 (£) :

| 61
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1t (f) =

1
—
[
~
+
8
~

¥ (£)

n
—_
1
8

~
[
~

Grafico: colorazul: £ (x) =x°-2x ; Xo=1esMinimoyel valorminimoes -1
10 ~

Ej 14 b)

Estudiar IT (£), Il' (£f) , Maximos y Minimos relativos de £. Graficar

f(x) =-%x2+8x-15

1) secalculaf' (x) =-2x+8

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

£f'(x) =0 = -2x+8=0 = -2x=-8 = x=4 eselunicopuntocriticode f
3) aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £’

intervalos de andlisis: (-o, 4) y (4, +x)

-2-0+8

1
o]
\'4
o

tomamosx =0 € (-, 4) = £ (0)

tomamosx =5 € (4, +®) = £ (5) =-2.-5+8 =-2 < 0
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Vemos que £' (x) > 0 alaizquierdadexo=4y £ (x) <0aladerechadexg =4
por el criteriode la l er derivada en xo = 4 hay un Maximo relativo de £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a £ (x) nos permite construir la tabla:

X [-DC'! 4) 4 (4s +:_’?)
f'(x) >0 0 <0
f(x) es creciente MAX | es decreciente

Ademas se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1? (£) :

H
-
—~
Hh
~
I

= (-, 4)
b (£) = (4, +)

Grafico: colorazul: £ (x) = -x°+8x-15 ; x¢ = 4 es Maximoy el valor maximo es 1
T
z
0: | I | I |
| 2 4 6 8
2,
.
.
.
Ej 14 c)

Estudiar IT (£), I'l' (£f) , Maximos y Minimos relativos de £. Graficar
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£f(x) =3x'+4x3-12%%4+7

1) Se calcula f' (x) = 12 x3+12 x? —24x_12x(x +X- 2)

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f
£ (x)=0 = 12x°+12x*-24x=0 = 12x (x*+x-2) =0 =
= x=0 6 x*+x-2=0

Calculemos las raices de la ecuacién cuadratica completando cuadrados :

2 A 1 1)2 1)2 12 1 1\2 9
X“+x-2=x +2-x-—+(—] —[—] —2=(x+— ———2= x+—) -—=0 =
2 2 2 4

9 1\2 9
—=0 = (x+—] = — x+— = sca
4 4

Por lo tanto C° (f) ={-2,0, 1}

Entoncesx=-2; x=0 ; x=1 sonpuntoscriticosdef

3) dadoque £' (x) =12 x (x*+x-2) es continuaen todo R aplicamos el
corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £’
intervalos de andlisis : (—oo, —2); (—2, 0); (0, 1); (1, +oo)

tomamosx = -3 € (-, -2) = £ (-3) =12 (-3) ((-3)%+ (-3)-2) =

= £ (-3)=12(-3) - (9-3-2)=12(-3) -4<0

tomamosx = -1 € (-2, 0) = £ (-1) =12 (-1) ((-1)2+ (-1) -2) =
2

= £ (-1) =12 (-1) - (1-1-2) =12 (-1) - (-2) >0

e et = 1 (o 3 (7 2)-4 -

(e () oo () G ()

tomamos x = 2 € (1, +oo) = £ (2) =12 .2 (22+2-2) =

= £ (2)=12-2-(4+2-2)=12-2-45>0



Vemos que £’ (x) < 0 a la izquierda de xo
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porel criteriode lal er derivada en xo

Vemos que £  (x) > 0 a la izquierda de xo

-2y £ (x) >0aladerechadexp=-2

-2 hayunMinimo relativode £ (x)

0Oy £ (x) <O0Oaladerechadexo=0

por el criteriode la l er derivada en xo = 0 hay un Maximo relativo de £ (x)

Vemos que £’ (x) < 0alaizquierdadexo=1y £ (x) >0aladerechadexo=1

por el criteriode lal er derivada en xo = 1 hay unMinimo relativode £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a £ (x) nos permite construir la tabla:

X (-om, =2 -2 (-2, 0) 0 (0, 1) 1 (1, +=0)
f'(x) <0 0 >0 0 <0 0 >0
f(x) es decreciente | MIN es creciente MAX | esdecreciente| MIN es creciente

Ademas se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1 (£) :

1t () = (-2, 0)U (1, +o)
¥ (£) = (-, -2) U (0, 1)
Grafico: colorazul: f (x) =3x*+4x3-12%x%+7 ;
X0 = -2 esMinimo relativoyel valorminimoes - 25

X0 = 0 esMaximo relativoy el valor maximoes 7

X0 = lesMinimo relativoy el valorminimo es 2

| 65
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L L1
-4 -3

Ej 14 d)
Estudiar IT (£), Il' (£f) , Maximos y Minimos relativos de £. Graficar
£(x) =2x%-9x%x%>+12x-15

1) Secalcula £ (x) =6x°-18x+12=6 (x*-3x+2)

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde £

£ (x) =0 = 6 (x2—3x+2) =0 = x?>-3x+2=0

Calculemos las raices de la ecuacién cuadratica completando cuadrados :

2 ) 3 3)2 3)2 32 9 32 1
x—3x+2=x—2-x-—+(—)—(—] +2=(x——] ——+2=(x——] -—=0 =
2 2 2 2 4 2 4

( 3)2 1 1
= |x-— = - = - =
2 4 4
3 1 1 3
= |x——|=— = 6 X=-—+—=1
2 2 2 2

Por lo tanto C° (f) = {1, 2}
Entoncesx =1, x=2 ; sonpuntoscriticosde f
3) dadoque £ (x) = 6 (x2 -3x+ 2) es continua en todo R aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados
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entre los ceros de f'
intervalos de analisis : (—oo, 1); (1, 2); (2, +oo)

tomamosx = 0 € (—co, 1) = f' (0) =6(02-3-0+2) —

= £ (0)=6(2)=12>0

tomamosx =3 € (2, +w) = £ (3) =6(3°-3.3+2) =
= £ (3)=6-(9-9+2)=6-(2)=12>0
Vemos que £' (x) > 0 alaizquierdadexo=1y £ (x) <0aladerechadexo=1

por el criteriode lal er derivada en xo = 1 hay un Maximo relativo de £ (x)

Vemos que £’ (x) < 0alaizquierdadexo=2y £ (x) > 0aladerechadexg =2

por el criteriode lal er derivada en xo = 2 hay un Minimo relativo de £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa £  (x) nos permite construir la tabla:

X (-0, 1) 1 (1,2 2 (2. +@:)
f'(x) >0 0 <0 0 >0
f(x) es creciente MAX | esdecreciente | MIN es creciente

Ademas se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1? (£) :

H
-
—~
H
~
1
—_
1
8
[
~
c
—_
N
+
8
~
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Grafico: colorazul: f (x) =2x°-9x%?+12x-15 ;
X0 = 1 esMéximo relativoyel valormdximoes -10

X0 = 2esMinimo relativoyel valorminimoes -11

20 -

-2 -1 1 2 3 4

-100 -

Ej 14 e)
Estudiar IT (£), I’l' (£f) , Maximos y Minimos relativos de £. Graficar
£(x) =3x°-5x%+1

1) Secalcula £ (x) =15x"-15x%=15x” (x*-1)

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

£ (x) =0 = 15x* (x*-1)=0 = x*(x*-1)=0 =

= x2=0 6 (x2—1)=0 = x=0(raizdob1e) 6 %2-1=0 =

= x=0 (raizdoble) 6 ¥x2=1 = x=0 (raizdoble) 6 x| =1

de estadltima condiciénsalen x=16 x=-1

Por lo tanto C° (f) ={-1, 0, 1}

Entonces x=-1; x=0 ; x=1 sonpuntoscriticosde f

3) dadoque £' (x) = 15x* (x* - 1) es continuaen todo R aplicamos el
corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £’
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intervalos de analisis : (—oo, -1); (-1, o); (o, 1); (1, +oo)

tomamos x = -2 € (—oo, —1) = f (—2) =15 (—2)2 ((—2)2—1) =

= £ (-2)=15.(4) - (4-1) =15. (4) -

’-h_
—_—
1

| =
N ——
n
[y
(6]
|-

tomamosx:% 6(0,1) = £ (i):lS (%)2((§]2—1) =
e e )

tomamos x = 2 € (1, +oo) = f
= £ (2)=15-4.(4-1)=15.4.

Vemos que £’ (x) > 0 alaizquierdadexo=-1y £ (x) <0aladerechadexo=-1

por el criteriode lal er derivada en xo = -1 hay un Maximo relativo de £ (x)

Vemos que £’ (x) < 0 alaizquierdadexo =0y £ (x) <0aladerechadexo=0
por el criteriode lal er derivada en xo = 0 NO hay ni Minimo ni Maximo relativode £ (x)

hay un puntode inflexién

Vemos que £’ (x) < 0alaizquierdadexo=1y £ (x) >0aladerechadexo=1

por el criteriode lal er derivada en xo = 1 hay unMinimo relativo de £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a £ (x) nos permite construir la tabla:

X (-7, —1) -1 -1, 0 (0, 1) 1 (1, +)
f'(x) >0 0 <0 0 <0 0 >0
s - ; .| pto.de ‘ g o -
fix) es creciente MAX | es decreciente | . ., | esdecreciente| MIN es creciente
inflexion

Ademés se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

(£f) :

T (g) e1t
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H
«~
—~
Hh
~
n
—
1
[
~
o
~—
cC
—_—
o
~
[
[

Grafico: colorazul: £ (x) =3x°-5x3+1 ;
X0 = -1 es Maximo relativo y el valor maximoes 3

X0 = lesMinimo relativoyel valorminimoes -1

x0 = O espuntode inflexidény el valor que alcanzaes1
4 —
\ \
-2 2
-2+
4
Ej 14 £)

EstudiarI' (£), I% (f), MaximosyMinimos relativos de £. Graficar
£(x) = (x-10)> . x?

1) Secalcula £' (x) = [(x-10)%.x%] =[(x-10)%] - %%+ (x-10)%. [x?] =
=3 (x-10)% . x*+ (x-10)% . 2x=x (x-10)*[3x+2 (x-10)] =

=x (x-10)*[3x+2x-20] =x (x-10)? (5x-20) =5x (x-10)? (x-4)
Entonces £ (x) = 5x (x-10)% (x-4)

2) planteamos £  (x) = 0 paraobtener los puntos criticosde £

£ (x) =0 = 5x(x-10)* (x-4)=0 = x(x-10)®(x-4)=0=

= x=0 6 (x-10) =0 (raizdoble) 6 (x-4)=0 =
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= x=0 6 x=10 (raizdoble) 6 x=4 =

Por lo tanto C° (£') = {0, 4, 10}

Entonces x=0; x=4 ; x =10 sonpuntoscriticosde f

3) dadoque £' (x) = 5x (x-10) 2 (x-4) es continuaen todoR aplicamos el
corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £’

intervalos de andlisis : (—oo, O); (0, 4); (4, 10); (10, +oo)

tomamosx =1 € (0, 4) = £’ (1)=5-1.(1-10)2(1-4) =

= £ (1) =5-1-.(-9)%.(-3)=5-1-.81-(-3) <0

tomamosx =5 € (4, 10) = £ (5)=5-5-(5-10)2-(5-4) =

= £ (5)=5-5-(-5)%-(1)=5-5-25-(1) >0

tomamos x = 11 € (10, +») = £ (11) =5-11- (11-10)%. (11-4) =
= £ (11) =5-11. (1)*. (7) =15-4- (3) >0
Vemos que £’ (x) > 0 alaizquierdadexo=0y £ (x) <0aladerechadexo=0

por el criteriode lal er derivada en xo = 0 hay un Maximo relativo de £ (x)

Vemos que £’ (x) < 0 alaizquierdadexo=4y £ (x) >0aladerechadexg =4

por el criteriode lal er derivadaen xo = 4 hayMinimo relativode £ (x)

Vemos que £’ (x) > 0 a laizquierdadexo =10y £ (x) > 0aladerechadexy =10
por el criteriode lal er derivada en xo = 10 NO hay ni Minimo ni Maximo relativode £ (x)

hay un puntode inflexién

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa £  (x) nos permite construir la tabla:
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X (==, 0) 0 (0,4) 4 (4,10) 10 (10, +o0)
f'(x) >0 0 <0 0 >0 0 >0
. 2 . . . pto. de "
f(x) es creciente MAX | es decreciente | MIN es creciente | . N es creciente
inflexién

Ademés se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1? (£) :

) U (10, +a)

Grafico: colorazul: f (x) = (x— 10)3 x?;

X0 = 0 esMaximo relativoyel valormaximoes 0

X0 = 4 esMinimorelativoyel valorminimoes - 3456

%0 = 10 es puntode inflexién y el valor que alcanzaes 0

t—t—+t -ttt —t—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—Ft—F—+—+
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Ejercicio 15.- Hallar el dommio, los intervalos de crecimuento y de decrecimiento, los

extremos locales v las asintotas verticales v horizontales. Hacer un grafico aproximado

def
2 -ﬂx-\’:_i] b.
Y o . f]\q d.
e. f(x)= (::;3 ’
g f&)=£ﬁi¢ .
L= ’
k ,7’”(-‘-‘):% l

Ej 15

g

fx)=—

2
X+
Z2x—1
Jx)=——7
x—3
o3

flx)= "
H®=_

f) =2 +3)"

fy=2>2"

X ik

hallar Dom (f), IT (£), I’l' (£f) , extremos locales, AVy AHy graficar

Ej 15 a)

2
£ (x) =

x-1

Para que f esté definidadeberdaserx-1+#0 = x#1

Entonces

Dom (f) =R - {1}

x? . [x-1]'

1) secalcula £ (x) = | x* ] = (] - (x-1) -

x-1 (x—l)2
2x-(x—1) -x%2.1 2x%x2_-2x - x? x2_-2x x(x—2)
(x-1)* (x-1)° (x-1)*  (x-1)?
. x(x—2)
Entonces £ (x) = ———
(x-1)*

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticos de f

| 73
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. x(x—2)
£(x)=0 = ————=0 = x(x-2)=0 =
(x-1)°

= x=0 6 (x—2)=0 = x=0 6 x=2

Por lo tanto C° (f) = {0, 2}
Entonces x=0; x=2 sonpuntoscriticosdef

x (x-2
3) dadoque £ (x) = g es continuaen R - {1} aplicamosel
(x-1)*
corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £ y las discontinuidadesde £

intervalosde analisis: (-, 0); (0, 1); (1, 2); (2, +»)

(1) (-1-2) _

tomamosx = -1 € (-, 0) = £ (-1) =

()
= £ (-1)=%=%=>0
1y 5 (3-2)
tomamosx:—e(o,l) = f (;): (L_l)z =
i3 (3
= f (;]: (_i)z = % <0
3(3_5
tomamosx:ie(l,Z) = £ (2): (£_1)2 =

tomamos x = 3 € (2, +oo) = £ (3) = 3(3(_3—;)22) =
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Vemos que £’ (x) > 0 alaizquierdadexo =0y £ (x) <0aladerechadexo=0

por el criteriode lal er derivada en xo = 0 hay un Maximo relativo de £ (x)

Vemos que £’ (x) < 0 alaizquierdadexo=1y £ (x) <0aladerechadexo=1

peroenx = 1 tanto £ como £ no estan definidas. Alli hay una discontinuidad

Vemos que £’ (x) < 0alaizquierdadexo=2y £ (x) > 0aladerechadexg =2

por el criteriode lal erderivadaenxo =2 hayunMinimo relativo de £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa £  (x) nos permite construir la tabla:

X (-==, 0) 0 (0, 1) 1 (1,2) 2 2,+x)
f'(x) >0 0 <0 No Existe <0 0 >0
f(x) es creciente MAX | es decreciente | No Existe | es decreciente MiN es creciente

Ademas se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1 (£) :

1! (£) = (—oo, O) U (2, +oo)
¥ (£) = (0, 1)U (1, 2)

2 . b4 (x - 2)
£(x) = ——; £ ()= -

x-1 (x - 1)

X0 = 0 esMaximo relativoyel valor mdximoes 0
Xo= 1 nif (x) ni £ (x) estandefinidas. Discontinuidad
X0 = 2 esMinimo relativoyel valorminimoes 4

Calculemos las asintotas :

AV candidato a asintota vertical es x = 1 pues no estad en el Dominiode £

2 1
limf (x) = 1im r .- .40 = x=lesAVdef (x) por derecha
x—1* x—1*t -1 o
. . x? 1 . .
lim £ (x) = 1im =—=-o = xXx=1lesAVde f (x) por izquierda
x—1- x—1 x-1 0-
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AH :
%2 %2
lim £ (x) = 1im = lim = lim =+ =
X—+0 X—+00 x -1 X+ o (1 _ l) X—+0 (1 _ l)
= f (x) notieneAHparax-» +w®
. . x? . x? . x
lim £ (x) = 1im =1lim —— = 1lim ——— - -0 =
X— -0 Xx—-0 x -1 X—-o g (1 a l) X— - (1 _1
X X
= f (x) notieneAHparax-» -
AO : asintotaoblicua
%2 2 2
. £ (x . 1 . x . x . 1
m= lim ()= im =t - 1im ———— = 1im = lim —— =1
X—+0 ¥ X—+0  x X—+0 x (x— 1) X—+® L2 (1 _ L) x—+o q (1 _ l)
X

entoncesm = 1 es la pendiente de 1a AO para x— +®

£ (x . w1 . x? . x?
() im =L - 1im ————— - 1lim
X X— -0 x (x_ 1) X—> -0 x2 (1 _

1]
=
H-
3
1]
[

m= lim

X—-© x X—-

% |-

) R

|~
~—

veamos la ordenada al origen de la AO

. . x2 . x?-x (x-1) . x
b=1lim £ (x)-1-x= 1lim -1.x=1lim ———— = 1lim — =1
X—+0 X—+00 x -1 X—+0 x-1 X—+00 x -1

entonces b = 1 es la ordenada al origende la AO para x— +®
. . x2 . X% -x (x—l) . x
b=1lim £ (x)-1-x= 1lim -1.x=1lim ———— = 1lim — =1
X—> -0 X—-00o x -1 X—> -0 x-1 X—-00 x -1

entonces b = 1 es la ordenada al origende la AOpara x— -

La AO asintotaoblicuade f (x) esy=x+1 tantoparax—+two

Resumiendo asintotas :

larectavertical x=1 esAVde f (x) parax—1"ysulimiteda + o
larectavertical x=1 esAVde f (x) parax—1 ysulimiteda -
f (x) no tiene AH

f (x) tieneuna AOAsintotaoblicuaparax—+odeecuacién:y=x+1
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Grafico: colorazul: f (x) = (x - 10)3 x?; colornaranja: y=x+1 es lalo
X0 = 0 esMaximo relativoyel valor maximoes 0
Xo= 1 nif (x) nif (x) estandefinidas. Discontinuidad

X0 = 2 esMinimo relativoy el valorminimoes 4

x2 . x(x—2)
£ (x) = £ (x) = ————
x-1 (x—l)2

10 -

51

hallar Dom (f), IT (£), I’l' (f) , extremos locales, AVy AHy graficar

Ej 15 b)

f (x) =
x2+1

f estadefinida Vv x € R pues el denominador nunca es cero

Entonces
Dom (f) =R

Para IT (£), I¢ (£) y extremos locales : analizamos £ (x)

' [x]'-(x2+1)—x-[x2+1]'

] =

1) secalcula £ (x) = | -
x“+1 (x2+1)2
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=1-(x2+1) —xc2x=x2+1_2x2= -x2+1 =_(xz—l) =_(x—l) (x+1)
(x2+1)2 (x2+1)2 (x2+1)2 (x2+1)2 (x2+1)2
(x—l) (x+1)

Entonces £  (x) = -
(x2 + 1)2

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f
(x - 1) (x + 1)

£ (x) =0
(x2+1)2

=0 = (x—l) (x+1)=0 =

= x-1=0 6 x+1=0 = x=1 6 =x=-1

Por lo tanto C° (f') ={-1, 1}
Entonces x=-1; x=1 sonpuntoscriticosdef
(x - 1) (x + 1)

3) dado que £ (x) = -
(x2+1)2

es continuaen R aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £ y las discontinuidades de £ si hubiera

intervalos de andlisis : (—oo, —1); (—1, 1); (1, +oo)

tomamos x = -2 € (—oo, —1) = £ (—2) = - =

(-3) (1) _ 3

= f' (—2)=—T=E= >0
tomamos x = 0 € (—1,1) = £ (0) = —w =
(02+1)2
(-2) (2)
= 0) = - =-1<0
£ (0) )
tomamos x = 2 e(l,+oo) = £ (2)=—M =
(22+1)2
(1) (3) 3
= £ (2) =- 5)? =25>o

Vemos que £’ (x) > 0 a laizquierdadexo=-1y £ (x) <0aladerechadexo=-1

por el criteriode lal er derivadaen xo = -1 hay un Maximo relativode £ (x)



Vemos que £’ (x) < 0 a la izquierda de xo

porel criteriode lalerderivadaenxo =1 hayunMinimo relativode f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa £  (x) nos permite construir la tabla:
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=1y £ (x)>0aladerechadexo=1

X (-o2, -1) -1 (-1, 1) 1 (1, +=)
f'(x) >0 0 <0 0 >0
f(x) es creciente MAX |esdecreciente| MIN es creciente

Ademas se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1 (£) :

1t (£) = (-, 1) U (2, +w)
¥ (£) = (-1, 1)
(x - 1) (x + 1)
f (x) = ;£ o(x) = -
x“+1 (x2 + 1) 2
1
X0 = -1 esMaximo relativoyel valor maximoes - —
2
1
X0 = 1 esMinimorelativoyelvalorminimoes —
2

Calculemos las asintotas :

AV : f (x) No tiene asintotas verticales

lim £ (x) = 1im
X—+0 x2 41 X—+® 42 (1 _

X—+0o©

= y=0esAHparax - +o

lim £ (x) = 1im
x—-o x2 41  X—o-® 2 (1 a

X—r-

= y=0esAHparax-» -o

= 1lim

= lim

lim

lim

L) x—to o (1_
X

T

=
o

%=
~—

| 79
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AO : asintotaoblicua

£ (%) x2+1

A 1
= 1lim — =0
X X—+® (x2+1)

m= lim = 1lim
X—+0  x X—+00

Entonces no tiene AO parax—+*®

Resumiendo asintotas :

la rectahorizontal y=0 esAHde f (x) parax—+oysulimiteda0
la rectahorizontal y=0 esAHde f (x) parax—-oysulimiteda0
f (x) no tiene AV

f (x) no tiene AO

Grafico: colorazul: £ (x) = ; colornaranja: y =0 es laAH

x2+1
- : s 1
X0 = -1 esMaximo relativoyel valormaximoes - —
2
s . . 1
%X0= 1 esMinimorelativoyelvalorminimoes -
2
x . x-1) (x+1
£ (x) = ; £ (x) = - w
x2+1 (x2 + 1) 2
0.6
04f
0.2
i ” 2 , 2 4 6
-0
0.4
-0.6

hallarDom (f), 1! (£), I’l' (f) , extremos locales, AVy AHy graficar

Ej 15 c)

£ (x) = ——
(x-1)°
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El denominadornodebe sercero = x-1#0 = x+#1

f estadefinidaV x € R - {1} pues el denominador no debe ser cero
Entonces

Dom (f) =R - {1}

Para IT (£), I¢ (£) y extremos locales : analizamos £ (x)

e [Py [(xe1)]
(x—l) ((x—1)2)2
3x2-(x—1)2—x3-2(x—1) ) (x—1)|:3x2 (x—l)—2x3] )
(e-1)° (x-1)°

(x—l) x2 . [3 (x—l) —2x] i (x—l) %2 . [3x-3-2x]

(x-1)° (x-1)°
(k-1 @ (x-3)  ®. (x-3)
(x-1)* (x-1)°
x? . (x-3)

Entonces £  (x) =
(x-1)°

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

2 -3
£ (x)=0 = x(—x)=0 = xz(x—3)=0 =
(x-1)°

= x2=0 6 x-3=0 = x=0(raizdob1e) 6 x=3

Por lo tanto C° (£') = {0, 3}
Entonces x=0; x=3 sonpuntoscriticosdef
. x2 . (x - 3)
3) dadoque f (x) = ——— escontinuaen R - {1} aplicamosel
(x-1)°
corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £ y las discontinuidades de f si hubiera (x # 1)

intervalos de analisis : (—oo, O); (0, 1); (1, 3); (3, +oo)

(-2)° - (-1-3)

tomamos x = -1 € (—oo, 0) = £ (—1) = =
E
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Fh
—_——
| =
S
n
Ll
—
1
N o
~—
n
—
1
® |~ [o|on
A\
o

~— |~—

22. (2-3
tomamos x = 2 6(1,3) = f' (2)=# =
(2-1)°
4 -1 -
= £ (2)= ( )=—4<o
(1) 1
42 . (4-3)
tomamosx =4 € (3, +») = £ (4) = —— =
(a-1)°
, 16- (1) 16
= £ (4) = = —>
3)3 27

Vemos que £' (x) > 0 a laizquierdadexo =0y £ (x) >0aladerechadexo=0
por el criteriode la l er derivada en xo = 0 NO hay ni Maximo ni Minimo relativode £ (x)

hay un punto de inflexién (esto es debido a la raiz doble)

Vemos que £’ (x) > 0 alaizquierdadexo=1y £ (x) <0aladerechadexo=1

pero tanto £ (x) como £ (x) no estandefinidasenx, = 1. Hay una discontinuidad

Vemos que £’ (x) < 0 alaizquierdadexo =3y £ (x) > 0aladerechadexo =3

porel criteriode lal erderivadaenxo =3 hayunMinimo relativode £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a £ (x) nos permite construir la tabla:

X (-2, 0) 0 (0,1) 1 (1,3) 3 (3, +2)
fi(x) >0 0 >0 No Existe <0 0 >0
] pto. de ) ; ) : .
f(x) es creciente |, N es creciente | No Existe| es decreciente MIN es creciente
inflexion
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Ademas se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1 (£) :

H
-
—~
H
~
1
—_
I
8
o
~
c
—_
o
[y
~
c
—_
w
+
8
~

X0 = 0 raizdobleespuntode inflexidényel valor es 0
Xo= 1 nif (x) ni £ (x) estandefinidas. Discontinuidad

27
X0 = 3 esMinimo relativoyel valorminimoes —

4
Calculemos las asintotas :
AV : £ (x) puede tener asintotas verticales en los x que no estan en el Dom (£f)
x =1 escandidataa ser AV

Calculemos los limites lateralesenx =1

3 1
lim £ (x) = 1im — X .~ ..o = x=lesAVdef (x) por derecha
x—1* x—1* (x— 1)2 o+
3 1
lim £ (x) = 1im — X .~ .45 — x=1lesAVdef (x) por izquierda
x—1- x—1- (x— 1)2 o+
AH :
. . x3 . x3 . x
lim £ (x) = 1im ——— = 1lim =1lim ———— -+t =
X—>+00 X—>+00 (x_ 1)2 X—>+00 %2 (1 B l)z X—>+00 (1 _ 1)2
= f (x) notieneAHparax-> +®
. . x3 . x3 . x
lim £ (x) = 1im —— = 1im =1lim ——— = -0 =
X— - X— -0 (x_ 1)2 X—>—00 %2 (1 B 1)2 X— -0 (1 _ l)z

= f (x) notieneAHparax-» -

AO : asintotaoblicua

| 83
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. x . _1)? 3 . 3
m=1im 2% _1im & _1im - - lim - -
X—>0 x X—>00 x X—00 o (x_ 1) X—>00 %2 (1- l)

X
. 1
=1lim—— -1 = m=1

X—>00 (1_ L)Z

X

Entonces f (x) tiene AOpara x— oy lapendientedelaAO es m=1

Calculemos la ordenada al origenb de la AO

3

b=1im# (x) -m-x=1imf (x) -1-x=lim—— -1 .x-=
X— X— X— (x _ 1) 2
. x:"—xc(x—l)2 . x3—x-(x2—2x+1)
=1lim =1lim =
XD (x—l)2 X— (x—l)2
3_x3 2 _ 2 _ 2 (p_ L
- 1lim> x°+2x x=1im2x_x=limx(—x)=
X—>00 (x_1)2 X—>00 (x—1)2 X—>00 %2 (1_ 1)2
X
o (2-3)
=1lim =2 = b=2

Resumiendo asintotas :

larectavertical x=1 esAVde f (x) parax—1"ysulimiteda +
larectavertical x=1 esAVdef (x) parax—1 ysulimiteda + o
f (x) notieneAHparax > +®

f (x) notieneAHparax-»> -

f (x) tiene AO parax-» ® y suecuacibénes y=x+2

3
£ . X
Grafico: colorazul: f (x) = — colornaranja: y=x+2 es laAO
(x-1)

X0 = 0 raizdoble, espuntode inflexiényelvalor es 0
Xo= 1 nif (x) nif (x) estandefinidas. Discontinuidad

27
X0 = 3 esMinimorelativoyel valorminimoes —
4
x3 , x2 . (x—3)
f(x)z——m; £ (x) = ——M—
(x-1)* (x-1)°
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10+

hallarDom (f), IT (£), I’l' (f) , extremos locales, AVy AHy graficar

Ej 15 d)
2x-1
f (x) =
x-3

El denominadornodebe sercero = x-3#0 = x#3

f estaddefinidaV x € R - {3} pues el denominador no debe ser cero
Entonces

Dom (f) =R - {3}

Para IT (£), I¢ (£) y extremos locales : analizamos £ (x)

2x-1 o [2x-1]" - (x—3) - (2x—1) - [x-3]' )

1) Secalcula f' (x) =
) 2t —r

2. (x-3) - (2x-1) -1 _2x-6-2x+1
(x-3)° (x-3)°
-5
(x-3)?
-5

Entonces f' (x) = ——
(x-3)°

| 85



86 | Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 1 a 15 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

. -5 -5
f (x) =0 = —=0 = noexistextalque — =0

(x-3)° (x-3)°
= f (x) NO tiene puntos criticos

= £ (x) NO tiene Extremos relativos

Por lo tanto C° (f) =¢

3) dado que £' (x) = (_—)2 es continuaen R - {3} y es siempre negativa
x-3

(obsérvese que (x - 3) 25 0 entonces el cocientede -5 con (x-3) 2es < 0)
Esdecir £ (x) <0 VxeR- {3}
Por lo tanto f (x) es siempre decreciente Vx € R - {3}

Efectivamente £ (x) es una hipérbola de ecuacién :

2x-1 2 (x-3)+5 2 (x-3) 5 5
f (x) = = = + =2+
x-3 (x—3) (x—3) (x—3) x-3

que tiene AH la recta horizontaly = 2

y AV la rectavertical x = 3 y no tiene AO

1
f (x) esde la familia — ala que ladesplazamos 3 para la derecha
X

segun las "x" y luego desplazamos hacia arriba en 2 unidades segin las "y"
Podriamos calcular los limites lateralesy los limites en * « para saber
como graficar £ (x) pero no lo haremos porque ya sabemos como es el grafico

Intervalos de crecimiento y decrecimientode £ 1! (£) e I¢

(£f) :

() =¢
¥ (£) =R - {3}
2x- , 5
f (x) = ;£ (x) = )
X - (x—3)
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P 2x-
Grafico: colorazul: f (x) = ; colornaranja: y = 2es laAH
x-3

X0 = 3 nif (x) nif (x) estandefinidas. Discontinuidad

5L

hallarDom (f), IT (£), I’l' (f) , extremos locales, AVy AHy graficar

Ej 15 e)
2

£ (x) - (x+4)
3-2x

3
El denominadornodebesercero = 3-2x#0 = 2x#3 = x# —

3
f estddefinidavVxeR- {—} pues el denominador no debe ser cero
2

Entonces
3
Dom (f) =r-{-}
2

Para calcular IT (£), I’l' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)

(x+4)2]v ) [(x+4)2] - (3-2x) - (x+4)%- [3-2x] i

1) Se calcula f' (x) = [
3-2x (3—2x)2
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2 (x+4) - (3—2x) - (x+4)2. (—2) (2x+8) . (3—2x) - (x2+8x+16)-

(3-2x)2 (3-2x)2
) 6x+24-4x%x%>-16x +2 (x2+8x+16) _ -4x2-10x +24+2x2+16x+ 32 _
(3_2x)2 (3—2x)2

-2x2+6x +56 -2 (x*-3x -28)
(3-2x)2 (3-2x)2

2 (x2—3x —28)

Entonces £ (x) = -
(3—2x)2

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

2 (x2—3x —28)

£'(x) =0 = - =0 = x*°-3x-28:=0 =
(3-2%)*
bV 4.3 c ~(-3) £V (-3)*-4 -1 (-28)
-b+ -4 .a-c¢ t
X1,2 = = Xi1,2 = =
2.a 2.1
3+V9+112 3+v121 3+x11
4 X1,2= = = 4
2 2 2
3+11 14 3-11 -8
= X1=——"=—=7 6 x=—"7"3z=—=-4
2 2 2 2
= x=7 6 x=-4

Aprovechemos esto para factorizar £ (x) asi :
2 (x+4) (x-17)
(3-2x)2

£ (x) = -

Por lo tanto C° (£') = {-4, 7}

Entonces x=-4; x=7 sonpuntoscriticosdef

2 (x+4) (x-17)

, 3
3) dado que £ (x) = - es continuaen R - {—} aplicamos el
2

(3—2x)2

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

. 3
entre los cerosde £ y las discontinuidadesde f si hubiera [x # —]
2

3 3
intervalos de analisis: (-, -4); (—4, _]; (—, 7); (7, +x)
2 2

2 (-5+4) (-5-17)

tomamos x = -5 € (-, -4) = £ (-5) = -
(3-2-(-5))*
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=>f'(—5)=—2(_1) (-12) 2,
(3+10)2 (13)*

, 2(0+4) (0-7)
tomamos x = 0 € (—4, ;] = f (0) = - (3_2 ) 0)2 =
Lor (o). WD (56

(3)° 9

3 ‘ 2(2+4) (2-7)
tomamos x = 2 e(;,?) = f (2)—— (3_2.2)2 =
g (2)=_2(6) (-5) _-60

T

2 (4+4) (4-17)
(3-2-4)2

tomamosx =4 € (7, +©) = £ (4) = -

2 -
(2(8) (=3) a8
(-5)2 25

Vemos que £' (x) < 0 a laizquierdadexo=-4y £ (x) >0aladerechadexo=-4

por el criteriode lal erderivadaenxo = -4 hayunMinimo relativo de £ (x)

. 3 .
Vemosque £ (x) > 0alaizquierdadexo=—y £ (x) <0aladerechadexo =
2

N W

. 3
pero tanto £ (x) como £ (x) noestandefinidasenxo = —. Hay unadiscontinuidad
2

Vemos que £’ (x) > 0 alaizquierdadexo=7 y £ (x) < 0aladerechadexq =7

por el criteriode lal er derivadaenxo = 7 hay un Maximo relativo de £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa £  (x) nos permite construir la tabla:

X (-2, —4) -4 (—4,3/2) 32 (32,7 7 (7, +0)
f'(x) <0 0 >0 No Existe >0 0 <0
f(x) es decreciente | MIN es creciente |No Existe| es creciente MAX | es decreciente

Ademas se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

T gy e1t () :
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1 (£) = (-, ) U (7, +)
(x+4)2 , 2 (x+4) (x-17)
£(x)=—7"; £ (x)=- "
3-2x (3-2x)
X0 = -4 esMinimo relativoyel valorminimoes 0
3 :
X0= — nif (x)nif (x) estédndefinidas. Discontinuidad
2
X0 = 7 esMaximo relativoyelvalormaximoes -11

Calculemos las asintotas :

AV : £ (x) puede tener asintotas verticales en los x que no estan en el Dom (f)

3

x = — es candidata a ser AV
2

Calculemos los limites lateralesenx =1

; ; (x+4)2 5 3
lim £(x) = 1lim ———— = —=-o = x= —esAVde f (x) por derecha
x—>(3—)+ x—)(3—)+ 3-2x 0- 2
2 2
x3 1 3 . .
lim £ (x) = lim =—=+o» = x= —esAVdef (x) por izquierda
x—(3)" x=(3) (x-1)2 O 2
AH :
2 4\2
4)2 x-(1+2 x2 (1+=
limf(x):limu=lim( ) - lim =
X—>+00 x—+o 3-2x Xx—to 1_2) X—to 1_2)
x(1+i)2
= lim —* -
X—>+0 (3_2)
= f (x) notieneAHparax-» +w®
2 4\2
4)2 x-(1+2 x2 1+ 2
limf(x)=1imu=limM=lim ( x) =
X— - X—-o 3-2x X—>—00 x(i—Z) X—-o o 3_2)
x(1+i)2
= lim —* - _»

X—s -0 (1_2
X
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= f (x) notieneAHparax-» -
AO : asintotaoblicua

gx+422

a\\2
. F(x . N . x+4)? . (x-(1+—))
m=1im =) _1im22x 1 2T g4 xIL
X—o oy x—® x x—»oox(3_2x) X—>® x-x(l—Z)
X
x2 (1+i)2 (1+i)2 1 1
=1im *-1lim—>*— - — -~ =S m=-—
X—00 2 (1_2) X—>0 (1_2) -2 2
X X
1
Entonces f (x) tiene AOpara x— oy lapendientede 1aA0 es m= - —
2

Calculemos la ordenada al origenb de la AO

2
b=limf(x)—m.x=1imf(x)—(—£]-x=limu+£.x=
X— X—® 2 X—o 3-2x 2
=lim2(x2+8x+16)+(3—2x)-x:lim2x2+16x+32+3x—2x2=

X—© 2(3-2};) X—© 2(3—2x)
x (19+ 3 19+ 2
- 1im22%*32  1im ( x)_llm( x)= 9 _ 15
x—»oo2(3_2x) x—»oozx(i_z) x—»ooz(%_z) 2(_2) 4
19
= b=-—
19
LaAO y=mx+b def (x)es y=-—x- —

Resumiendo asintotas :

+

3
la recta vertical x = esAVde f (x) parax— (;) ysulimiteda - o

3
la recta vertical x = esAVde f (x) para x— (;) ysulimiteda + o

Njw N|w

f (x) notieneAHparax > +

f (x) notieneAHparax-» -
1 19

f (x) tiene AO parax-» ®» y suecuacibénes y = - E X - T
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.y (x+4)2 . 1 19
Grafico: colorazul: £ (x) = ———; colornaranja: y=-—x- — es lal0
3-2x 4
X0 = -4 esMinimo relativoyel valorminimoes 0
3 :
0= — nif (x)nif (x) estdndefinidas. Discontinuidad
2
X0 = 7 esMaximorelativoyel valormaximoes -11

hallar Dom (f), IT (£), I’l' (f) , extremos locales, AVy AHy graficar

Ej 15 f)

%3

f (x) =
x-1

El denominadornodebe sercero = x-1#0 = x#1

f estadefinidaV x € R - {1} pues el denominador no debe ser cero
Entonces

Dom (f) =R - {1}

Para calcular IT (£), Il' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)
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[x3]‘-(x—1)—x3-[x—1]' 3x2-(x—1)—x3-1

(x-1)* (x-1)*

3x3-3x2-x3 2x3-3x2 ¥%? (2X-3)

(x-1)* (x-1)* (x-1)*

, x? (2x - 3)
Entonces £ (x) = ———
(x-1)2
2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f
. x2 (2 x—3)
f(x)=0 = ————L =0 = x*=0 6 2x-3=0
(x-1)*

= x=0 (raiz doble) 6 x=

N W

Por lo tanto C° (£') = {0, i}
2

3
Entonces x=0; x= — sonpuntoscriticosdef
2
. x? (2 X - 3)
3) dadoque £ (x) = — es continuaen R - {1} aplicamos el
(x-1)

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £ y las discontinuidades de f si hubiera (x # 1)

intervalos de andlisis: (—oo, O); (0, 1); (1, %], (Z, +oo)
PP 8 G R O I N

tomamos x = -1 ( ,0) £ ( 1) (_1_1)2

: 1-(-5) _ -5
= £ (-1) = (2)? o 0
toma.mosx:% € (0, 1) = £ (i) = (;) (i_ (;2) _3) =

(3-1)

oy, G- (B2

- (2]_ (-2)? R )
3 sy (2 (2 (3)-3)

tomamos x = Z € (1, ;) = f (Z) = (;_1)2 =

| 93
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TN 1 . B N T
’ (3)° (3%) 2
3 , 22 (2-2-3)
tomamos x =2 € (;,+oo) = f (2) = (2_1)2 =
‘ 4- (1)
= £ (2)=W=I=4>0

Vemos que £’ (x) < 0alaizquierdadexo=0y £ (x) <0aladerechadexo=0
por el criteriode lal er derivadaen xo = 0 NO hay ni Minimo ni Maximo relativode £ (x)

hay un puntode inflexién (recordar que X9 = 0O es raiz doble)

Vemos que £’ (x) < 0 alaizquierdadexo=1y £ (x) <0aladerechadexo=1

pero tanto £ (x) como £' (x) no estandefinidasenxo = 1. Hay una discontinuidad

. 3 . 3
Vemosque £ (x) < 0alaizquierdadexo=—y f (x) >0aladerechadexo=—
2 2

por el criteriode lal er derivadaen xo = hay unMinimo relativode f (x)

N W

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa £  (x) nos permite construir la tabla:

X (-2, 0) 0 (0,1) 1 (1,3/2) 32 (3/2, +2)
f'(x) <0 0 <0 No Existe <0 0 >0
. pto. de ; : . . ;
fi(x) es decreciente | . | es decreciente | No Existe| es decreciente | MIN es creciente
inflexion

Ademés se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1 (£) :
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x3 . x2 (2 X - 3)
f (x) = ; £ o(x) = ———m8——
x-1 (x - 1) 2

%0 = 0 esunpuntode inflexidényel valores O
Xo= 1 nif (x)nif (x)estandefinidas. Discontinuidad

3 27
X0 = — esMinimorelativoyelvalorminimoes —

2 4

Calculemos las asintotas :
AV : £ (x) puede tener asintotas verticales en los x que no estan en el Dom (f)
x =1 escandidataa ser AV

Calculemos los limites lateralesenx =1

3

. . 1
limf (x) = 1im Y T .40 = x=1 esAVdef (x) por derecha
x—1* x—1*t -1 o

3

. . 1 . .
limf (x) = 1im X .- ..o = x=1 esAVdef (x) por izquierda
x—1- x—1 x-1 0-
AH :

. . x3 . %3 . x2
lim £ (x) = 1im = 1lim —— = 1lim =+
X—+00 K>+ x -1  X—o+o (1 _ l) X—+0 (1 _ l)
= f (x) notieneAHparax-> +®

. . 3 . x3 . x2
lim £ (x) = 1im = lim —— = 1lim =+
X— -0 X—-0o x -1 X—-o o (1 _ l) X— -0 (1 _ l)

X
= f (x) notieneAHparax-» -
AO : asintotaoblicua y=mx+b enel
%2 3 3
. £ . ox1 . .
m=1im () =lim=: - lim— - lim——— -
X—00 x X—o x x—)oox(x_l) XD o l—l)
X
3

=lim—— - lim—— - o

X—® 2 (1 _ l) X—>0 (1 _ L)
X X

Entonces £ (x) NO tiene AO para x—®

Resumiendo asintotas :
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larectavertical x=1 esAVde f (x) parax— (1)"ysulimiteda +o

larectavertical x=1 esAVde f (x) parax— (1) " ysulimiteda -
f (x) notieneAHparax-» +o
f (x) notieneAHparax-» -

f (x) NO tiene AO para x—

L e x
Grafico : colorazul: f (x) = ;
x-1

%0 = 0 esunpuntode inflexiényel valores O
X0= 1 nif (x)nif (x) estadndefinidas. Discontinuidad

3 27
X0 = — esMinimorelativoyelvalorminimoes —

2 4

30

20+

hallar Dom (f), IT (£), I’l' (f) , extremos locales, AVy AHy graficar

Ej15 g)

-3x

£ (x) =
x% + 4

Como el denominador es siempre positivo no hay ninguna restriccién

y festddefinidavVxeR
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Entonces
Dom (f) =R

Para calcular IT (£), Il' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)

—3x]' i [-3x] - (x2+4) - (—3x) . [x2+4]' i}

x2 + 4 (x2+4)2

1) secalcula £ (x) = |

-3 (x2+4) +3x-2x -3x*-12 +6x* 3x2-12 3 (x*-4)

(x2+4)2 (x2+4)2 (x2+4)2 (x2+4)2

3 (x-2) (x+2)

(x2+4)2

3(x-2) (x+2)
(x2+4)2

Entonces £ (x) =

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

Por lo tanto C° (f') = {-2, 2}
Entonces x = -2; x=2 sonpuntoscriticosdef

, 3 (x-2) (x+2)
3) dadoque £ (x) = es continuaen R aplicamosel
(%% + 4)2

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £ y las discontinuidades de f si hubiera (x # 1)
intervalos de analisis : (—oo, —2); (—2, 2); (2, +oo)

tomamosx = -3 € (—oo, —2) = £ (—3) = 3 (_3_2) (_3+2) =

((_3)2+4)2

_3(-5) (-1) 15
) (9+4)? (13)*

— f' (—3)
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3(0-2) (0+2)

tomamos x = 0 € (—2, 2) = £ (0) = =
(02+4)2
B IO
s vl £ =3(3-2) (3+2) _
tomamos x = 3 € (2, ) £ (3) (32+4)2
=f'(3)=3(1)(5)= 1> =450
(13)*  (13)*

Vemos que £’ (x) > 0 alaizquierdadexo=-2y £ (x) <0aladerechadexp=-2

por el criteriode lal erderivadaen xo = -2 hay un Maximo relativode £ (x)

Vemos que £’ (x) < 0 alaizquierdadexo=2y £ (x) > 0aladerechadexg =2

por el criteriode lal erderivadaenxo =2 hayunMinimo relativo de £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa £  (x) nos permite construir la tabla:

X (-:731 _2) -2 (_2-! 2) 2 {2! —|—D'.“)
fi(x) >0 0 <0 0 >0
f(x) es creciente MAX | esdecreciente| MIN es creciente

Ademés se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1? (£) :

1T (£) = (-, -2) U (2, +=)
¥ (£) = (-2, 2)
- 3 -2 2
£ (x) = P (x-2) (x+2)
x° +4 (x2+4)2
X0 = -2 esMaximo relativoy el valor maximo es

X0 =

2 esMinimo relativoyel valorminimoes -

s W s W
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Calculemos las asintotas :

AV: ComoDom (f) =R y f (x) no tienediscontinuidades

f (%) no puede tener asintotas verticales

f (x) NO tiene AV

AH:

lim £ (x) = lim PP ) S PP o) B
= ) = = =

X—+0© X—+00 x4 4+ 4 X+ L2 (1 + iz) X+ o (1 + iz)

= la rectahorizontal y=0 esAHde f (x) parax - +o

lim £ (x) = lim = 1lim x-(-3) - 1im (-3) )

X— - X—-o %2 44 X—-© x2 (1 + i) X—-o o (1 + i)
2 x2

= la rectahorizontal y=0 esAHde f (x) parax-> -o

AO : asintotaoblicua y=mx+b enel o

-3x
. £ (x . . . -3x . -3x
4
X—o  x x—® x X—o x (x +4) K> o 2 (1+ x_2)
. -3
=lim——— =0

X0 2 (1 + i)
x2

Entonces f (x) NO tiene AO para x—®

Resumiendo asintotas :

f (x) NO tiene AV

la rectahorizontal y=0 esBAHde f (x) parax - +o
la rectahorizontal y=0 esBAHde f (x) parax-> -©

f (x) NO tiene AO para x—®
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e -3x
Grafico: colorazul: f (x) = ;
x?+4
- . - 3
X0 = -2 esMaximo relativoyel valor maximo es -
4
s . . 3
X0 = 2 esMinimorelativoyel valorminimoes - —
4
1.0~
5+
L s s s s | s s s s s s s s | s s s s |
-10 -5 5 10
-05f
-1.0b

hallar Dom (f), IT (£), I’l' (£f) , extremos locales, AVy AHy graficar

Ej 15 h)
2

x2+3

£f(x) =2 (x2+3)_1 =

Como el denominador es siempre positivo no hay ninguna restriccién
y festddefinidavxeR

Entonces

Dom (f) =R

Para calcular IT (£), I’l' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)

1) Secalcula £' (x) = [2 (x2+3)‘1]' =2 (-1) (x®+3)%2x= _-4x
(x2+3)2
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-4x

Entonces f (x) = ———
(x2 + 3)2

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

, -4x
f x) =0 = ————=0 = -4x=0 =

(x2+3)2

Por lo tanto C° (f) = {0}

Entonces x = 0; eseltnicopuntocriticodef

, -4x
3) dadoque £ (x) = —— es continuaen R aplicamosel

(x2 + 3) 2
corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £ y las discontinuidades de £ si hubiera

intervalos de andlisis : (—oo, O) ; (0, +oo)

tomamosx = -1 € (—oo, 0) = £ (—1) =zt
((-1)2+3)2
-4 (-1
=f‘(—1)=#=i>o
(4)2 16
tomamosx =1 € (0, +oo) = £ (1) = 41 =
(12+3)2
, -4.1 -4
= f (1)=——=—=4<0
(4)2 16

Vemos que £' (x) > 0 a laizquierdadexo =0y £ (x) <0aladerechadexo=0

por el criteriode lal er derivada en xo = 0 hay un Maximo relativo de £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa £  (x) nos permite construir la tabla:
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X (-OC'* O) O (01 +T:)
f'(x) >0 0 <0
f(x) es creciente MAX | es decreciente

Ademés se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1? (£) :

1T (£) = (-, 0)
¥ (£) = (0, +w)
-4x
f (x) = ) ;£ (x) =
x°+3 (x2+3)2

2
%0 = 0 esMaximo relativoyel valor maximoes —
3

Calculemos las asintotas :

AV: ComoDom (f) =R y f (x) no tienediscontinuidades

f (%) no puede tener asintotas verticales

f (x) NO tiene AV

AH :

. . . 2
lim £ (x) = 1im =1lim —— =0
X—>+00 x—+0 x2 4+ 3 X400 L2 (1 + l)

*x2

= larectahorizontal y=0 esAHde f (x) parax - +o

. . . 2
lim £ (x) = lim =1lim —— =0
X— - X—-o %243 X—-© %2 (1 . 1)
x2

= larectahorizontal y=0 esAHde f (x) parax-> -

AO : asintotaoblicua y=mx+b enel o

2
. £ (x . . . 2 .
m=1im=®) _1im*®3 _1im—2 _lim— 2 .
X—o  x X—®  x x—»oox(x2+3) KXo o 2 (1+1)
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Entonces f (x) NO tiene AO para x—®

Resumiendo asintotas :

f (x) NO tiene AV

la rectahorizontal y=0 esBAHde f (x) parax - +o©
la rectahorizontal y=0 esBAHde f (x) parax-> -©

f (x) NO tiene AO para x—

, o 2
Grafico: colorazul: f (x) = ;
x2+3

2
%0 = 0 esMaximo relativoyel valor mdximo es —
3

0.8

-0.2+

-04|

hallar Dom (f), IT (£), I’l' (f) , extremos locales, AVy AHy graficar

Ej 15 i)
x-5

f(x) = ——
x%-16

El denominador nodebe sercero = x°-16#0 = x’#16 =

| 103
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= '\/x2¢'\/16 = |x}|+4 = x#4yx+-4

f estadefinidavVxeR- {-4, 4} pues el denominador no debe ser cero
Entonces
Dom (f) =R - {-4, 4}

Para calcular IT (£), I’l' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)

x-5 .+ [x-5]"- (x®-16) - (x-5) - [x®-16]

] = =

x2 - 16 (x2—16)2

1) Se calcula f' (x) = [

(%2 -16)2 (%2 -16)2 (x2-16)2

1-(x2-16) - (x-5) -2x x?-16 -2%% +10x -x2 +10x-16

x? -10x+16
(x2—16)2

x2 -10x+ 16
(x2 - 16)2

Entonces f (x) = -

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f
x? -10x+16 0
(x2 - 16) 2

£'(x) =0 = - = x?-10x+16=0

= x?-2.x-5+25-25+16=(x-5)2-9=0 =

— (x-5)2=9 = 1/ (x-5)2 =49 = |x-5|=3 = x-5=3 6x-5=-3

= x-5=3 6 x-5=z-3 = x=8 6 x=2

Por lo tanto C° (f) = {2, 8}
Entonces x=2; x=8 sonpuntoscriticosdef

Como obtuvimos las raices del numerador aprovechamos para factorizar £' (x) :

x? -10x+16  (x-2) (x-8)

£ (x) = -
(x2—16)2 (x2—16)2
-2 -8
3) dado que £' (x) = - L(x) es continuaen R - {-4, 4} aplicamos el
( (x2-16)2

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £' y las discontinuidades de £ si hubiera (x # -4, 4)

intervalos de andlisis: (-o, -4); (—4, 2); (2, 4); (4, 8); (8, +oo)
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(-5-2) (-5-9)

tomamos x = -5 € (-», -4) = £ (-5) = - =
((-5)2-16)2
e (s (-7 (-13) __m (13) <o
(25-16)2 (9)2
tomamosx = 0 € (—4, 2) = f' (0) = —w =
(02-16)2
R CO N RO IO
(-16)°  (26)°
tomamosx=36(2,4) = £ (3)=—w =
(32-16)2
~ £ (3) -- (1) 5 5 5 5
(32-16)2 (-7)2 49 49
tomamosx =5 € (4,8) = £ (5)=—w =
(52 -16)2
£ (s) - (3) (=3) __(°) 2o
(25-16)2 (9)2 81
tomamos x = 9 € (8, +oo) = f (9) = (9_2) (9_8) =
(92 - 16)2
= £ (9)= ™ (1) = ’ <0

Vemos que £’ (x) <0 alaizquierdadexo=-4y f (x) <0 aladerechadexo=-4

pero tanto £ (x) como £ (x) no estandefinidasenxo = -4. Hay una discontinuidad

Vemos que £’ (x) < 0 alaizquierdadexo=2y £ (x) >0 aladerechadexo =2

por el criteriode lal er derivadaen xo = 2 hay un Minimo relativo de £ (x)

Vemos que £’ (x) > 0 alaizquierdadexo=4y £ (x) >0aladerechadexg =4

pero tanto £ (x) como £' (x) no estandefinidas en xo = 4. Hay una discontinuidad

Vemos que £’ (x) >0 alaizquierdadexo=8y f (x) <0 aladerechadex =8

| 105
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por el criteriode lal er derivada en xo = 8 hay un Maximo relativo de £ (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a £ (x) nos permite construir la tabla:

X (-0, —4) -4 (-4,2)

2

24) 4 (4.8) 8 (8, +0)

f'(x) <0 No Existe <0 0 >0 No Existe >0 0 <0

f(x) es decreciente |No Existe| es decreciente | MIN es creciente |No Existe| es creciente MAX | es decreciente

Ademés se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £
1T (£) e1? (£) :

1t (£) = (2, 4) U (4, 8)
IV (£) = (-o, -4) U (-4, 2) U (8, +=)
- , (x - 2) (x - 8)
£ (x) = ;o (%) =
x? - (x2 - 16) 2

Xo=-4 nif (x)nif (x) estandefinidas. Discontinuidad

X0 = 2 esMinimorelativoyelvalorminimoes —
4

Xo= 4 nif (x)nif (x)estandefinidas. Discontinuidad
1

X0 = 8 esMaximorelativoyelvalorminimoes —
16

Calculemos las asintotas :
AV : £ (x) puede tener asintotas verticales en los x que no estan en el Dom (£f)
x=-4 y x=4 soncandidatas a ser AV

Calculemos los limites lateralesenx =4 y enx = -4

. x-5 . x-5 -1
lim —— =1im =
x—4* x2_16 x—4" (x-4) (x+4) 0* .8
. x-5 . x-5 -1
lim — = 1im =
x—4” x2_16 x—4 (x-4) (x+4) 0 -8
Ahoraenx = -4
. x-5 . x-5 -9
lim = lim =
x—-4* 2 _16 x—-4" (x-4) (x+4) (-8) -o0*

=-o = X=4 esAVde f (x) por derecha

=+o = xXx=4 esAVde f (x) por izquierda

= X=-4 esAVde f (x) por derecha
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x-5 A x-5 -9
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lim = lim = =-0 = X=-4 esAVde f (x) por izquierda

x—-4" x2 16 x—-4" (x-4) (x+4) (-8)-0°

AH:

-3 _35
lim 275 13q 2V :) =1imu=0
Xx—+o x2 _ 16 X+ 42 1_2:(_?) x—>+oox(1_::(_f)

= larectahorizontal y=0 esAH de f (x) parax - +®

AO : asintotaoblicua y=mx+b enel «

m=1imf(x)=lim&=1imﬂ=lim x(l—i) -
X—o x Xx—o x X—o x (X2—16) K> o 2 (1_ %)
X
_ 3
=1imu=0

X—0 2 (1_ E)
x2

Entonces £ (x) NO tiene AO para x—®

Resumiendo asintotas :

larectavertical x=4 esAVde f (x) parax— (4)* ysulimiteda -

la recta vertical x

la recta vertical x

la recta vertical x

la recta horizontal y=0 esAH de f (x) parax - +®©
la rectahorizontal y=0 esAH de f (x) parax-> -o©

f (x) NO tiene AO para x—®

4 esAvVde f (x) parax— (4)” ysulimiteda +o
-4 esAvde f (x) parax— (-4)* ysulimiteda +o

-4 esAvVde f (x) parax— (-4)” ysulimiteda -
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P x-5
Grafico: colorazul: £ (x) = —;
x?-16
Xo= -4 nif (x) ni f (x) estandefinidas. Discontinuidad
X0 = 2 esMinimorelativoyelvalorminimoes —
4
Xo= 4 nif (x)nif (x)estandefinidas. Discontinuidad
1
X0 = 8 esMaximorelativoyelvalorminimoes —
16
2~
1k
[ S M M I .. s—rm—
-10 -5 5 10

2L

hallarDom (£f), IT (£), I’L (f) , extremos locales, AVy AHy graficar
Ej 15 j)

x2-x-6

f (x) = 2

El denominador nodebe sercero = x’-x#0 = x (x-1)#0 =
= x#+0yx#1

f estddefinidavVxeR- {0, 1} pues el denominador no debe ser cero
Entonces

Dom (f) =R - {0, 1}

Para calcular IT (£), Il' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)
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1) Se calcula £' (x) = |:xz—x—G]- ) [xz—x—G]' - (x?-x) - (x®*-x-6) - [xz—x]‘ i
x%-x (xz_x)z
) (2x—1)-(x2—x) - (xz—x—6)-(2x—1) ) (2x—1) (xz—x—x2+x+6) )
(¢t -x)? (¢t -x)?

(2x-1) (6) 6-(2x-1)

(2-x)?  (xx)?
6-(2x-1)

Entonces £ (x) = .
(x* - x)
2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f
6- (2x-1)

£(x)=0 = ——=0 = 6-(2x-1)=0
(x* - %)

1
= 2x-1=0 = x=—
2

Por lo tanto C° (f) = {%}

1
Entonces x = — ; eseltunicopuntocriticode f
2
, 6- (2x-1)
3) dadoque £ (x) = — es continuaen R- {0, 1} aplicamosel
(x* - x)
x°-x

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £ y las discontinuidades de f si hubiera (x #0, 1)

intervalos de andlisis : (—oo, O); (0, —J; (—, 1]; (1, +oo)

=>f'(—1)= = = =— <0

tomamos x =

P
m
—_——
o
<
N R
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tomamosx:—e(i,l) = £ (—):6 (22(%)_12 =
v R (3)
- £ (z)zs’(f‘l) =6‘(§) -2 5o
S R
tomamos x = 2 E(l,+oo) = £ (2): 6 (ij_z)_zl) =
= f'(2)=6 (3)= 18 —£>o

Vemos que £’ (x) < 0 alaizquierdadexo=0y £ (x) <0 aladerechadexo=20

pero tanto £ (x) como £' (x) no estandefinidas en xo = 0. Hay una discontinuidad

' 1 , 1
Vemosque £ (x) <0 alaizquierdadexo=—y £ (x) >0 aladerechadexg=—
2 2

1
por el criteriode lal erderivadaen xo = — hayunMinimo relativo de £ (x)

Vemos que £’ (x) > 0 alaizquierdadexo=1y £ (x) >0aladerechadexo=1

pero tanto £ (x) como £' (x) no estandefinidasenxo = 1. Hay una discontinuidad

El corolario del Teo de Bolzano aplicadoa £  (x) nos permite construir la tabla:

X (-2, 0) 0 (0,1/2) 12 (1/2,1) 1 (1, +o0)
f'(x) <0 No Existe <0 0 =0 No Existe >0
f(x) es decreciente | No Existe| es decreciente | MIN es creciente |No Existe| es creciente

Ademés se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) ez

H
-
—~
H
~
n

H
«

—~

Hh

~
I

—~
1

{

(£) :

(2,4) U (4, 8)
o, -4) U (-4,2) U (8, +=)
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x2_-x-6 . 6 (2 X - 1)
f(x) = ;o (%) =
X" -X (x2 - x) 2

Xo= 0 nif (x)nif (x) estandefinidas. Discontinuidad

1
Xo = — esMinimorelativoyel valorminimoes 25

2
Xo= 1 nif (x)nif (x) estandefinidas. Discontinuidad

Calculemos las asintotas :

AV : £ (x) puede tener asintotas verticales en los x que no estan en el Dom (£f)
x=0 y x=1 soncandidatas a ser AV

Calculemos los limites lateralesenx =0 y enx =1

factorizamos el numerador como :

x2-x-6= (x+2) (x—3)

. x2-x%-6 . (x+2) (x—3) 2 - (—3)
lim —— = 1im = =+0 = X=0 esAVde f (x) por derecha
x—0" x2_x x—0* x(x—l) o+ - (—1)
2 _x- 2 -3 2. (-3
limu= lim (x+2) (x-3) = (-3) =-o = x=0 esAVde f (x) por izquierda
x—0" x2_x x—0~ x(x—l) 0~ - (—1)

Ahoraenx=1

. x2-x%-6 . (x+2) (x—3) 3. (—2)
lim —— = 1im = =-0o = X=1 esAVde f (x) por derecha
x—1t x2_x x—1* x(x—l) 1.0
2 _x- 2 -3 3.-(-2
1imw= lim (x+2) (x-3) = (-2) =+o0 = X=1 esAVde f (x) por izquierda
x—1" x?2_x x—1- x(x—l) 1.0
AH :
o x2(1-1_2% 1-1.%
lim %% _ 14n ( "")=1im( "")=1
x—+0 %2 _x x—+o 2 (7 L1 X—>+® (1_1)

= larectahorizontal y=1 esAH de f (x) parax-> +©

x (1-2- %)

X =

. x?’-x-6 .
e PR R Sy W BT
x (1 x) (1 x)

X x2

-1_£
= lim L-2-3) -

= larectahorizontal y=1 esAH de f (x) parax-> -

AO : asintotaoblicua y=mx+b enel «
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£ (%) x2-%-6 2 6 %2 (1_ 1 _ i)
. X - - . X" -X- .
m= llm—=11m"2—x=11m—=llm—x"z=
X—®  x X—o  x X—o x (xz_x) X0 o 2 (1_ l)
X
b2
=lim L

Resumiendo asintotas :

la recta vertical +

esAVde f (x) parax— ysulimiteda +

0
0

ysulimiteda -

la recta vertical

X

la rectavertical x
X esAVde f (x) parax— (1
X

* ysulimiteda -®

la recta vertical

0 (0)
0 esAVde f (x) parax— (0)
1 (1)
1l esAvdef (x) parax—(1)” ysulimiteda +o
la recta horizontal y=1 esBH de f (x) parax - +®©

la rectahorizontal y=1 esBH de f (x) parax - -

f (x) NO tiene AO para x—x

L. x>-x-6 ]
Grafico: colorazul: f (x) = — colornaranja: y=1 AH
X% -x

Xo= 0 nif (x)nif (x) estandefinidas. Discontinuidad

1
X0 = — esMinimorelativoyel valorminimoes 25

2
Xo= 1 nif (x)nif (x) estandefinidas. Discontinuidad
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Ty N ) ) (N ) [ S Sy S S|

0.5 110 1. 0

hallar Dom (f), IT (£), I’L (f) , extremos locales, AVy AHy graficar

Ej 15 k)

w o

)

g-3x 3 (x-
f (x) = =

x?-2x x(x—2

~

El denominador no debe sercero = x*-2x#0 = x (x-2)#0 =
= x#+0y x#2

f estaddefinidavVxeR- {0, 2} pues el denominador no debe ser cero
Entonces

Dom (f) =r - {0, 2}

Para calcular IT (£), I’l' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)

8-3x .+ [8-3x] - (x*-2x) - (8-3x) - [x*-2x]

1) Se calcula f' (x) = [ ] =

x?-2x (x2—2x)2

-3. (x2-2x) - (8—3x) . (2x-2) -3x2+6x - (16x-6x2-16+6x)

(x2—2x)2 (x2—2x)2
-3x?+6x - 16x+6x*+16-6x _ 3x?- 16x+16
(x2—2:-:)2 (x2—2:-:)2
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3x%>- 16x+16
(x2—2x)2

Entonces f (x) =

2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f

. 3x2- 16x+16 )
£ (x) =0 = — %2 .0 — 3x2-16x+16=0
(x2—2x)2

resolvamos la ecuacién cuadratica :

b:VDi-4-a.c -(-16) £/ (-16)%-4-3 .16

X12= = =
2.a 2.3

6 6 6 6
16+x4 -2 168 l16+8 24 16-8 8 4
= = —2 x1=—=_=4 o Xo=—7T""=—=—
6 6 6 6 6 6 3
4
= x=4 6 x=-—
3

Por lo tanto C° (f) = {i, 4}
3

4
Entonces x= —; x =4 sonlospuntoscriticosde f
3

Aprovechemos las raices del numerador para factorizarlo:

3x?- 16x+16=3 (x—i) (x-4)
3

3x?- 16x+16 3 (x-i) (x-4)

= £ (x) =

(x2—2x)2 (x2—2x)2
3 (x- g) (x - 4)
3) dado que f' (x) = ( )2 es continuaen R - {0, 2} aplicamosel
x?-2x

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de £ y las discontinuidades de £ si hubiera (x #0, 2)

intervalos de analisis : (—oo, O); (0, —); (—, 2); (2, 4); (4, +x)

tomamos x = -1 € (—oo, 0) = f' (—1) = =
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3(-2) -5 (7)) (c5) 35

= £ (-1) = (1:2)° = BE =?>o
sty
tomamos x =1 € (0, ;) = f (1) = (12_2 ‘ 1)2 =
= f' (1) = - (_i) (2_3) = (_1) (_3) = 3>0
(-1) L

_ e (i);"(?)

(B-%) (3 %

(R
~—
[=
—
1
(R
~—
—
1
U lw |
~—~

tomamos x = 3 € (2, 4) = £ (3) = 3 =
(32-2.3)2
= £ (3) = 3(3) (_1) = 5(_1) =i<0
(-0 ()7 9

tomamosx =5 € (4, +®) = £ (5) = =

. 3 (%) (1) 11

(25-10)%  (15)%

Vemos que £' (x) >0 alaizquierdadexo=0y £ (x) >0 aladerechadexo=20

pero tanto £ (x) como £' (x) no estandefinidas en xo = 0. Hay una discontinuidad

. 4 .
Vemosque £ (x) >0 alaizquierdadexo=—y £ (x) <0 aladerechadexp =
3

w |

4
por el criteriode lal er derivada en xo = — hay un Maximo relativo de £ (x)

Vemos que £’ (x) < 0 alaizquierdadexo=2y £ (x) < 0aladerechadexg =2

pero tanto £ (x) como £' (x) no estandefinidas en x( = 2. Hay una discontinuidad

Vemos que £’ (x) <0 alaizquierdadexo=4y £ (x) >0 aladerechadexo =4

por el criteriode lal er derivadaen xo = 4 hay unMinimo relativo de £ (x)
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El corolario del Teo de Bolzano aplicado a £ (x) nos permite construir la tabla:

X (-, 0) 0 (0,4/3) 4/3 (4/3,2) 2 2,4) 4 (4, +=)
(%) >0 No Existe >0 0 <0 No Existe <0 0 >0
f(x) escreciente |No Existe| es creciente MAX | es decreciente | No Existe| es decreciente | MIN es creciente

Ademés se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

T gy e1t () :

1t (£) = (-w, 0) U (0, %] U (4, +)
¥ () = (s 2) U (2, 4)

3 (x—i) (x - 4)

f(x) = = ;£ (%) =

x?2-2x x (x-2) (x2—2x)2
Xo= 0 nif (x)nif (x)estandefinidas. Discontinuidad
X0 = 3 es Maximo relativoy el valor maximoes - —
Xo= 2 nif (x)nif (x) estandefinidas. Discontinuidad
X0 = 4 esMinimorelativoyelvalorminimoes - %

Calculemos las asintotas :
AV : £ (x) puede tener asintotas verticales en los x que no estan en el Dom (f)
x=0 y x=2 soncandidatas a ser AV

Calculemos los limites lateralesenx =0 y enx = 2

8-3x '3("‘%) ('3)'('3)

lim = 1lim = =-o = x=0 esAVde f (x) por derecha
x—0* x2 _2x x>0 x (x—2) 0+ . (—2)

_ -3 (x-% -3 -8
lim 223% _ 1im ( 3) = (-3) ( 3) =+ = x=0 esAVde f (x) por izquierda
x—0" x2-2x x—0 x (x-2) 0-- (-2)

Ahoraenx =2

_ -3 (x-2% -3). (-2
lim 273% _1im ( 3) = (-3) ( 3) =+o» = x=2 esAVde f (x) por derecha
x—2" x2 _2x x—2' x (x—2) 2.0*
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8-3x . '3("‘%) ('3)'('5)

lim = 1lim = =-o = xXx=2 esAVde f (x) por izquierda
x—2" x2-2x x—>2 x (x-2) 2.0
AH :
x(2-3 £_3
Lim 273% pyp X )=1im("—)=o

X—+0 x2 _2x X—+® 42 (l_g) x—>+cox(1_g)
X X

= larectahorizontal y=0 esAH de f (x) parax - +®

AO : asintotaoblicua y=mx+b enel «

£ (x) 22 8-3x x (g'3)
m=1im =1lim*~—=* - 1lim ——— - 1im —*—~+— _
X—o x Xx—o  x X—® x (x2_2x) X—o® | 2 (1_ g)
1
=1lim —= =0

X—00 L2 (1__)

Resumiendo asintotas :
la rectavertical x=0 esAVde f (x) parax— (0)* ysulimiteda -o
ysulimiteda +o

la rectavertical x=2 esAVde f (x) parax— (2

* ysulimiteda +o

(0)
larectavertical x=0 esAVde f (x) parax— (0)
(2)
(2)

la rectavertical x=2 esAVdef (x) parax— (2)” ysulimiteda -o
la rectahorizontal y=0 esAH de f (x) parax - +®©
la recta horizontal y=0 esAH de f (x) parax-»> -

f (x) NO tiene AO para x—®
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. - 8-3x .
Grafico: colorazul: £ (x) = ——; colornaranja: y=0 AH

x?-2x

Xo= 0 nif (x)nif (x)estandefinidas. Discontinuidad
4 . . - 9
X0 = — esMaximorelativoyel valormaximoes - —
3 2
Xo= 2 nif (x)nif (x)estandefinidas. Discontinuidad
s : s 1
X0 = 4 esMinimorelativoyelvalorminimoes - —
15—
10+
5,
S T YT TS N ST T A S SN S YT T ST [T ST T NSO S SO S |
-2 -1 1
-5+
-10L

hallar Dom (f), IT (£), I’l' (f) , extremos locales, AVy AHy graficar

Ej 15 1)

X

£ (x) = —
X = =
x2-1 (x—l) (x+1)

El denominador nodebe sercero = x*-1#0 = (x-1) (x+1)#0 =
= x#-1lyx#1l

f estddefinidavVxeR-{-1, 1} pues el denominador no debe ser cero
Entonces

Dom (f) =rR-{-1, 1}

Para calcular IT (£), Il' (£) y extremos locales : analizamos £ (x)
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, 2_1 _ . 2_1 '
1) Se calcula f' (x) =[ = ] = [x] (x ) z [x ] =
x2-1 (x2—1)2
1-(x2—1)—x-2x x?2-1 - 2x%? -x2-1 x2+1
i (x2 - 1) S (x2-1)2 (®-1)7 (x2-1)°
, x2+1
Entonces £ (x) = PP —
(x*-1)
2) planteamos £ (x) = 0 para obtener los puntos criticosde f
, x2+1
£ (x) =0 = -—/0—— =0 = x*°+1=0 = x*=-1
(x-1)?

No tiene solucidn porque no existe x que elevado al cuadradodé -1

Por lo tanto C° (f) =¢

Entonces f (x) no tiene puntos criticos

, x2+1
3) dado que £' (x) = -~ escontinuaen R-{-1, 1}
(x*-1)

y ademés observemos que £ (x) <0 VxeR-{-1, 1}
Entonces f (x) es decreciente VxeR- {-1, 1}
f (x) NO tiene extremos relativos

Analicemos los intervalos de crecimiento y decrecimientode £

1T (£) e1 (£) :

X , x2+1
£ (x) = = ; £ (x) = -
x2-1 (x—l) (x+1) (x2—1)2
X0 =-1 nif (x) ni £ (x) estandefinidas. Discontinuidad

Xo= 1 nif (x)nif' (x) estandefinidas. Discontinuidad

Calculemos las asintotas :

AV : £ (x) puede tener asintotas verticales en los x que no estan en el Dom (£f)
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x=-1 y x=1 soncandidatas a ser AV
Calculemos los limites lateralesenx =1 y enx = -1
. x . x 1
lim = 1lim = =+0 == X=1 esAVde f (x) por derecha

x—1* 21 x—1* (x—l) (x+1) o+ . (2)

X X 1

lim
x—1- x2_1 x—l- (x-1) (x+1) 0 - (2)

Ahoraenx = -1

lim
x—(-1)" %2 -1 x—>(-1)" (x-1) (x+1) (-2) . 0*

= larectahorizontal y=0 esAH de f (x) parax - +®©

. . X . 1
lim " =1lim ——— = 1im —— =0
X—>— _ X—— 2 1 X—- 1

= larectahorizontal y=0 esAH de f (x) parax-»> -©

AO : asintotaoblicua y=mx+b enel «

f (%)

X
. . _ . x . 1
m=1im =1lim ¥l _lim—— - lim———— -0
Xx—o x x—o x X—o x (x2 - 1) Xx—o 42 (1 _ L)

Entonces f (x) NO tiene AO para x—®

Resumiendo asintotas :

larectavertical x=1 esAVdef (x) parax—(1)* ysulimiteda +w

la recta vertical x

1l esAvde f (x) parax— (1) ysulimiteda -

la recta vertical x

-1 esAVde f (x) parax— (-1)* ysulimiteda -

la recta vertical x

-1 esAvVde f (x) parax— (-1)” ysulimiteda +o

lim = =-0o = Xx=1 esAVde f (x) por izquierda

I
=
[
8
I
n

1
8
I
w
1]
|
=
O
(0]
A
<
Q
®
Fh
¥

0

(o)
2}
o
2]
O
Q
o
V]
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la recta horizontal y=0 esAH de f (x) parax - +®©
la rectahorizontal y=0 esAH de f (x) parax-»> -©

f (x) NO tiene AO para x—

Grafico: colorazul: £ (x) = ; colornaranja: y=0 AH

x‘-1
X0 =-1 nif (x) ni £ (x) estandefinidas. Discontinuidad
Xo= 1 nif (x) nif' (x) estandefinidas. Discontinuidad

2L

4
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