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Comentarios teóricos y ejemplos

Derivadas

Resolución de ejercicios de la Práctica 5

desde el Ejercicio 1 hasta el 15 inclusive

------------------------------------------------------------------

En esta primera parte sugiero que estudien las siguientes teóricas de derivadas

propuestas por la cátedra de Mate 51 :

.- Derivada y recta tangente.pdf

.- Reglas de derivacion.pdf

.- Regla de la cadena.pdf

.- Crecimiento y decrecimiento.pdf

.- Extremos locales.pdf

.- Estudio de funciones.pdf
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------------------------------------------------------------------

Recordemos la definición de derivada en un punto xo del Dominio de f (x)

f' (xo) = lim
h⟶0

f (xo + h) - f (xo)

h
(*)

f' (xo) es la derivada de f (x) en xo y si ese límite existe y da un número real

se dice que f (x ) es derivable en xo

Tengan en cuenta que esta definición implica que :

.- el lim
h⟶0+

f (xo + h) - f (xo)

h
existe y da un número real límite lateral por derecha



.- el lim
h⟶0-

f (xo + h) - f (xo)

h
existe y da un número real límite lateral por izquierda

.- que los dos límites laterales dan el mismo resultado que llamamos

derivada de f (x) en xo y se escribe f' (xo) es decir

lim
h⟶0+

f (xo + h) - f (xo)

h
= lim

h⟶0-

f (xo + h) - f (xo)

h
= lim

h⟶0

f (xo + h) - f (xo)

h
= f' (xo)

La derivada de f (x) en xo que llamamos f' (xo)
es la pendiente de la recta tangente a f (x) en xo

----------------------------------------------------------

La ecuación de la recta tangente a f (x) en xo y que por lo tanto pasa
por el punto (xo, f (xo)) es :

y = f' (xo) (x - xo)+ f (xo) (**)

f' (xo) es la m, pendiente de la recta tangente

----------------------------------------------

Geométricamente, mirando el gráfico de f (x)

si el gráfico de f (x) tiene algunos x en los que "pincha", en esos x no tiene derivada

porque las pendientes de las rectas secantes por izquierda no coinciden en el límite

con las pendientes de las rectas secantes por derecha

los límites laterales, si bien existen, no dan el mismo valor de número real

--------------------------------

Con esto, por ahora, nos alcanza para resolver el Ej 1 de la práctica 5

Ej 1 Utilizando la definición (*) hallar

la pendiente de la recta tangente a f (x) en el punto P indicado

Encontrar la ecuación de la recta y graficar ambas f y la recta tangente en P

-------

Ej 1 a) f (x) = x2 - 2 P = 3, 7

en este caso xo = 3
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f (xo) = f 3 = 7 porque P ∈ gráfico de f (x) y obviamente satisface su fórmula

Calculemos f' (xo) es decir f' 3

usando f' (xo) = lim
h⟶0

f (xo + h) - f (xo)

h

veamos, como f (x) = x2 - 2 ⟹ f 3 + h = 3 + h2 - 2, entonces :

f' 3 = lim
h⟶0

f 3 + h - f 3

h
= lim

h⟶0

3 + h2 - 2 - 7

h
=

= lim
h⟶0

9 + 6 h + h2 - 2 - 7

h
= lim

h⟶0

7 + 6 h + h2 - 7

h
= lim

h⟶0

6 h + h2

h
=

= lim
h⟶0

h 6 + h

h
= lim

h⟶0
6 + h = 6

Como este límite existe y da 6, entonces f' 3 = 6

y ésta es la pendiente de la recta tangente a f (x) en xo = 3

pendiente de la recta tangente a f (x) en xo = 3 es f' (3) = 6

Hallemos la ecuación de la recta tangente a f (x) en xo = 3

Usamos la fórmula (**)

y = f' (xo) (x - xo) + f (xo)

entonces, reemplazando :

y = f' 3 x - 3 + f 3 = 6 · x - 3 + 7

todavía no está en la forma y = mx + b , entonces distribuimos y sumamos

y = 6 x - 18 + 7 = 6 x - 11

Por lo tanto la ecuación de la recta tangente a f (x) en xo = 3 y

que pasa por el punto P = (xo, f (xo)) = (3, f (3)) = (3, 7) es :

y = 6 x - 11

----------------------
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Grafiquemos
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----------------------------

Ej 1 b) f (x) = x2 - 2 P = -2, 2

en este caso xo = -2

f (xo) = f -2 = 2 porque P ∈ gráfico de f (x) y obviamente satisface su fórmula

Calculemos f' (xo) es decir f' -2

usando f' (xo) = lim
h⟶0

f (xo + h) - f (xo)

h

veamos, como f (x) = x2 - 2 ⟹ f -2 + h = -2 + h2 - 2, entonces :

f' -2 = lim
h⟶0

f -2 + h - f -2

h
= lim

h⟶0

-2 + h2 - 2 - 2

h
=

= lim
h⟶0

4 - 4 h + h2 - 2 - 2

h
= lim

h⟶0

2 - 4 h + h2 - 2

h
= lim

h⟶0

-4 h + h2

h
=

= lim
h⟶0

h (-4 + h)

h
= lim

h⟶0
-4 + h = -4

Como este límite existe y da - 4, entonces f' -2 = -4

y ésta es la pendiente de la recta tangente a f (x) en xo = -2

pendiente de la recta tangente a f (x) en xo = -2 es f' (-2) = -4
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Hallemos la ecuación de la recta tangente a f (x) en xo = -2

Usamos la fórmula (**)

y = f' (xo) (x - xo) + f (xo)

entonces, reemplazando :

y = f' -2 x - -2 + f -2 = (-4) · x + 2 + 2

todavía no está en la forma y = mx + b , entonces distribuimos y sumamos

y = -4 x - 8 + 2 = -4 x - 6

Por lo tanto la ecuación de la recta tangente a f (x) en xo = -2 y

que pasa por el punto P = (xo, f (xo)) = (-2, f (-2)) = (-2, 2) es :

y = -4 x - 6

----------------------

Grafiquemos
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----------------------------

Ej 1 c) f (x) =
2

x
P = 2, 1

en este caso xo = 2

f (xo) = f 2 = 1 porque P ∈ gráfico de f (x) y obviamente satisface su fórmula

Calculemos f' (xo) es decir f' 2
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usando f' (xo) = lim
h⟶0

f (xo + h) - f (xo)

h

veamos, como f (x) =
2

x
⟹ f 2 + h =

2

2 + h
, entonces :

f' 2 = lim
h⟶0

f 2 + h - f 2

h
= lim

h⟶0

2
2+h - 1

h
= lim

h⟶0

2 - 1·(2+h)
2+h

h
=

= lim
h⟶0

2 - 2-h
2+h

h
= lim

h⟶0

-h

h 2 + h
= lim

h⟶0

-1

2 + h
= -

1

2

Como este límite existe y da -
1

2
, entonces f' 2 = -

1

2

y ésta es la pendiente de la recta tangente a f (x) en xo = 2

pendiente de la recta tangente a f (x) en xo = 2 es f' (2) = -
1

2

----------------------

Hallemos la ecuación de la recta tangente a f (x) en xo = 2

Usamos la fórmula (**)

y = f' (xo) (x - xo) + f (xo)

entonces, reemplazando :

y = f' 2 x - 2 + f 2 = -
1

2
· x - 2 + 1

todavía no está en la forma y = mx + b , entonces distribuimos y sumamos

y = -
1

2
x + 1 + 1 = -

1

2
x + 2

Por lo tanto la ecuación de la recta tangente a f (x) en xo = 2 y

que pasa por el punto P = (xo, f (xo)) = (2, f (2)) = (2, 1) es :

y = -
1

2
x + 2

----------------------

Grafiquemos
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----------------------------

Ej 1 d) f (x) =
2

x
P = -1, -2

en este caso xo = -1

f (xo) = f -1 = -2 porque P ∈ gráfico de f (x) y obviamente satisface su fórmula

Calculemos f' (xo) es decir f' -1

usando f' (xo) = lim
h⟶0

f (xo + h) - f (xo)

h

veamos, como f (x) =
2

x
⟹ f -1 + h =

2

-1 + h
, entonces :

f' -1 = lim
h⟶0

f -1 + h - f -1

h
= lim

h⟶0

2
-1+h - -2

h
= lim

h⟶0

2
-1+h +2

h
=

= lim
h⟶0

2-2+2 h
-1+h

h
= lim

h⟶0

2 h

h -1 + h
= lim

h⟶0

2

-1 + h
= -2

Como este límite existe y da - 2, entonces f' -1 = -2

y ésta es la pendiente de la recta tangente a f (x) en xo = -1

pendiente de la recta tangente a f (x) en xo = -1 es f' (-1) = -2
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----------------------

Hallemos la ecuación de la recta tangente a f (x) en xo = -1

Usamos la fórmula (**)

y = f' (xo) (x - xo) + f (xo)

entonces, reemplazando :

y = f' -1 x - -1 + f -1 = -2 · x + 1 - 2

todavía no está en la forma y = mx + b , entonces distribuimos y sumamos

y = -2 x - 2 - 2 = -2 x - 4

Por lo tanto la ecuación de la recta tangente a f (x) en xo = -1 y

que pasa por el punto P = (xo, f (xo)) = (-1, f (-1)) = (-1, -2) es :

y = -2 x - 4

----------------------

Grafiquemos
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-------------------------------------------------------

Tengan en cuenta lo siguiente :

Si f' (x) = lim
h⟶0

f (x + h) - f (x)

h
existe para todo x ∈ Dom (f)

f (x) es derivable ∀ x ∈ Dom (f)

y a f' (x) se la llama Derivada de f

-------------------------

Ejemplo1 : sea f (x) = x2 ⟹ f (x + h) = (x + h)2

calculemos lim
h⟶0

f (x + h) - f (x)

h
:

lim
h⟶0

f (x + h) - f (x)

h
= lim

h⟶0

(x + h)2 - x2

h
= lim

h⟶0

x2 + 2 xh + h2 - x2

h
=

= lim
h⟶0

2 xh + h2

h
= lim

h⟶0

h 2 x + h

h
= lim

h⟶0
2 x + h = 2 x

resultado : si f (x) = x2 ⟹ f' (x) = 2 x , ∀ x ∈ 

-------------------------

Ejemplo2 : sea f (x) = ln (x) ⟹ f (x + h) = ln (x + h)

Dom (f) =  - {0}

f : - {0}⟶
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calculemos lim
h⟶0

f (x + h) - f (x)

h
∀ x ∈  - {0} :

lim
h⟶0

f (x + h) - f (x)

h
= lim

h⟶0

ln (x + h) - ln (x)

h
= lim

h⟶0

ln  x+h
x


h
=

= lim
h⟶0

ln 1 + h
x


h
= (***) =

como x es fijo y h⟶0 ,
h

x
⟶0 y además ln

x + h

x
=
h

x

reemplazando:

(***) = lim
h⟶0

h
x

h
= lim

h⟶0

1

h
·
h

x
=
1

x

resultado : si f (x) = ln (x) ⟹ f' (x) =
1

x
, ∀ x ∈ 

-------------------------

Efectuando idéntico procedimiento para las funciones que

aparecen en la siguiente tabla, se pueden obtener las derivadas

de cada una de ellas

Si f (x) = 5 es la recta horizontal y = 5 es lógico que su derivada sea 0

porque la pendiente de la recta tangente a una recta horizontal es 0 para

todo x ∈ 

Propiedades de la derivación :

derivada de una constante k por f (x) :

(k ·f (x))' = k·f' (x) k ≠ 0

derivada de una suma ó resta de f y g :

[f (x) ± g (x)]' = f' (x) ± g' (x)

derivada de un producto de f y g :

[f (x) ·g (x)]' = f' (x)·g (x) + f (x)·g' (x)

derivada de un cociente de f y g, g (x) ≠ 0 :
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
f (x)

g (x)

'
=
f' (x)· g (x) - f (x)· g' (x)

[g (x)]2

Regla de la cadena o regla de derivada para composición de funciones :

[fo g (x)]' = [f (g (x))]' = f' (g (x))·g' (x)

La derivada de f compuesta con g a derecha fo g (x) es la

derivada de f (x) evaluada en g (x) por la derivada de g (x)

De manera similar :

[go f (x)]' = [g (f (x))]' = g' (f (x)) · f' (x)

Si tenemos tres funciones compuestas ho fo g (x) = h (f (g (x))) :

[ho fo g (x)]' = [h (f (g (x)))]' = h' (f (g (x))) · f' (g (x)) · g' (x)

Regla de derivación para la función inversa :

Dada f biyectiva y f-1 su función inversa

recordemos la propiedad fo f-1 (x) = x

Si derivamos en ambos miembros usaremos que (x)' = 1 :

fo f-1 (x)
'
= f f-1 (x)

'
= f' f-1 (x) · f-1' (x) = 1 ⟹

f-1' (x) =
1

f' f-1 (x)

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+

Con esto, por ahora, nos alcanza para resolver el Ej 2 de la práctica 5

Ej 2 hallar la derivada de f usando las reglas de derivación

----------------------------

Ej 2 a) f (x) = x
3

2 = x3

usando el resultado de la tabla para la derivada de xa con a constante

si f (x) = xa ⟹ f' (x) = a · xa-1

tenemos a =
3

2
, reemplazando :
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f' (x) =
3

2
x

3

2
-1 =

3

2
x

1

2 =
3

2
x

Entonces f' (x) =
3

2
x

----------------------------

Ej 2 b) f (x) = 3 x5

usando el resultado de la tabla para la derivada de xa con a constante

y la propiedad de que la derivada de una constante por f , la constante sale afuera

si f (x) = 3 x5 ⟹ f' (x) = 3 x5' = 3 · x5' = 3 · 5 · x5-1 = 15 · x4

Entonces f' (x) = 15 x4

----------------------------

Ej 2 c) f (x) = -
4

x
= -4 x-1

usando el resultado de la tabla para la derivada de xa con a constante

y la propiedad de que la derivada de una constante por f , la constante sale afuera

si f (x) = -4 x-1 ⟹ f' (x) = -4 x-1' = -4 x-1' = (-4) -1 x-1-1 = 4 x-2 =
4

x2

Entonces f' (x) =
4

x2

----------------------------

Ej 2 d) f (x) = 2 x3 - 4 x + 3

usamos la propiedad de que la derivada de una suma es la suma de las derivadas,

la propiedad de que la derivada de una constante por f , la constante sale afuera

usando el resultado de la tabla para la derivada de xa con a constante

y el resultado de que la derivada de una constante 3 es 0 :

si f (x) = 2 x3 - 4 x + 3 ⟹ f' (x) = 2 x3 - 4 x + 3' = 2 x3' + (-4 x)' + 3' =

= 2 x3' - 4 (x)' + 0 = 2 · 3 · x3-1 - 4 · 1 x1-1 = 6 x2 - 4 · x0 = 6 x2 - 4 · 1 = 6 x2 - 4

Entonces f' (x) = 6 x2 - 4

----------------------------

Ej 2 e) f (x) = 3 x + cos (x)

usamos la propiedad de que la derivada de una suma es la suma de las derivadas,

la propiedad de que la derivada de una constante por f , la constante sale afuera

usando el resultado de la tabla para la derivada de cos (x)

si f (x) = 3 x + cos (x) ⟹ f' (x) = 3 x + cos (x)' = 3 x' + (cos (x))' =
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= 3 (x)' - sen (x) = 3 · 1 - sen (x) = 3 - sen (x)

Entonces f' (x) = 3 - sen (x)

----------------------------

Ej 2 f) f (x) =
x3

x2
3

=
x3

x
2

3

= x3 · x-
2

3 = x3-
2

3
 = x

7

3

usando el resultado de la tabla para la derivada de xa con a constante

si f (x) = xa ⟹ f' (x) = a · xa-1

tenemos a =
7

3
, reemplazando :

si f (x) = x
7

3 ⟹ f' (x) = x
7

3
'
=
7

3
x

7

3
-1 =

7

3
x

4

3 =
7

3
x4

3

Entonces f' (x) =
7

3
x4

3

----------------------------

Ej 2 g) f (x) = 5 x2 + ln (x)

usando la propiedad de que la derivada de una constante por f , la constante sale afuera

usando el resultado de la tabla para la derivada de xa con a constante

usando el resultado de la tabla para la derivada del ln (x)

si f (x) = 5 x2 + ln (x) ⟹ f' (x) = 5 x2' + (ln (x))' = 5 x2' +
1

x
=

= 5 · 2 · x2-1 +
1

x
= 10 x +

1

x

Entonces f' (x) = 10 x +
1

x

----------------------------

Ej 2 h) f (x) = x · sen (x)

usando la propiedad de la derivada de un producto

usando el resultado de la tabla para la derivada del sen (x)

si f (x) = x · sen (x) ⟹ f' (x) = (x · sen (x))' = (x)' · sen (x) + x · (sen (x))' =

= 1 · sen (x) + x · cos (x) = sen (x) + x · cos (x)

Entonces f' (x) = sen (x) + x· cos (x)

----------------------------

Ej 2 i) f (x) = ex · cos (x)

usando la propiedad de la derivada de un producto
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usando el resultado de la tabla para la derivada del sen (x) y de la exponencial ex

si f (x) = ex · cos (x) ⟹ f' (x) = (ex · cos (x))' =

= (ex)' · cos (x) + ex · (cos (x))' = ex cos (x) + ex (-sen (x)) =

= ex cos (x) - ex sen (x) = ex[cos (x) - sen (x)]

Entonces f' (x) = ex[cos (x) - sen (x)]

----------------------------

Ej 2 j) f (x) = 2 x + 3 · ex

usando la propiedad de la derivada de un producto

usando el resultado de la tabla para la derivada de la exponencial ex

si f (x) = 2 x + 3 · ex

⟹ f' (x) = 2 x + 3 · ex' = 2 x + 3' · ex + 2 x + 3 · (ex)' =

= 2 x' + 3' · ex + 2 x + 3 · ex = 2 (x)' + 0 · ex + 2 x + 3 · ex =

= [ 2 · 1] · ex + 2 x + 3 · ex = 2 ex + 2 xex + 3 ex = 5 ex + 2 xex = ex 5 + 2 x

Entonces f' (x) = ex (5 + 2 x)

----------------------------

Ej 2 k) f (x) = x4 - 3 x3 · ln (x)

usando la propiedad de la derivada de un producto

usando el resultado de la tabla para la derivada del ln (x)

si f (x) = x4 - 3 x3 · ln (x)

⟹ f' (x) = x4 - 3 x3 · ln (x)
'
= x4 - 3 x3' · ln (x) + x4 - 3 x3 · (ln (x))' =

= 4 x3 - 9 x2 · ln (x) + x4 - 3 x3 ·
1

x
=
4 x3 - 9 x2 x · ln (x) + x4 - 3 x3

x
=

=
4 x4 - 9 x3 · ln (x) + x4 - 3 x3

x
=
x4 4 ln (x) + 1 - 3 x3 3 ln (x) + 1

x

Entonces f' (x) =
x4 (4 ln (x) + 1) - 3 x3 (3 ln (x) + 1)

x

----------------------------

Ej 2 l) f (x) = x3 - 3 x2 · (ex + 5)

usando la propiedad de la derivada de un producto

usando el resultado de la tabla para la derivada de la exponencial ex

si f (x) = x3 - 3 x2 · (ex + 5)

⟹ f' (x) = x3 - 3 x2 · (ex + 5)
'
= x3 - 3 x2

'
(ex + 5) + x3 - 3 x2 · [(ex + 5)]' =

= 3 x2 - 6 x (ex + 5) + x3 - 3 x2 ex + 0 = 3 x2 - 6 x (ex + 5) + x3 - 3 x2 ex =
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= 3 x2 - 6 x ex + 5 3 x2 - 6 x + x3 - 3 x2 ex = ex 3 x2 - 6 x + x3 - 3 x2 + 5 3 x2 - 6 x =

= ex -6 x + x3 + 15 x2 - 30 x = x3 ex + 6 x ex + 15 x2 - 30 x = x3 ex + 15 x2 + 6 ex - 30 x

Entonces f' (x) = x3 ex + 15 x2 + (6 ex - 30) x

----------------------------

Ej 2 m) f (x) =
x + 1

x2 + 1

usando la propiedad de la derivada de un cociente

si f (x) =
x + 1

x2 + 1

⟹ f' (x) =
x + 1' · x2 + 1 - x + 1 · x2 + 1'

x2 + 12
=

=
1 + 0 · x2 + 1 - x + 1 · 2 x + 0

x2 + 12
=
x2 + 1 - x + 1 · 2 x

x2 + 12
=
x2 + 1 - 2 x2 - 2 x

x2 + 12
=

=
-x2 - 2 x + 1

x2 + 12
= -

x2 + 2 x - 1

x2 + 12

Entonces f' (x) = -
x2 + 2 x - 1

x2 + 12

----------------------------

Ej 2 n) f (x) =
3 x2 + x

x4 + 3

usando la propiedad de la derivada de un cociente

si f (x) =
3 x2 + x

x4 + 3

⟹ f' (x) =
3 x2 + x' · x4 + 3 - 3 x2 + x · x4 + 3'

x4 + 32
=

=
6 x + 1 · x4 + 3 - 3 x2 + x · 4 x3 + 0

x4 + 32
=
6 x5 + x4 + 18 x + 3 - 3 x2 + x · 4 x3

x4 + 32
=

=
6 x5 + x4 + 18 x + 3 - 12 x5 - 4 x4

x4 + 32
=
-6 x5 - 3 x4 + 18 x + 3

x4 + 32
=
-3 2 x5 + x4 - 6 x - 1

x4 + 32

Entonces f' (x) =
-3 2 x5 + x4 - 6 x - 1

x4 + 32

----------------------------

Ej 2 o) f (x) =
sen (x)

cos (x)
recordemos que tg (x) =

sen (x)

cos (x)
, tg (x) = tangente (x)
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usando la propiedad de la derivada de un cociente

usando el resultado de la tabla para la derivada del sen (x) y del cos (x)

si f (x) =
sen (x)

cos (x)

⟹ f' (x) =
(sen (x))' · (cos (x)) - (sen (x)) · (cos (x))'

(cos (x))2
=

=
cos (x) · cos (x) - sen (x) · (-sen (x))

(cos (x))2
=
(cos (x))2 + (sen (x))2

(cos (x))2
=

es de uso generalizado que (cos (x))2 = cos2 (x) y (sen (x))2 = sen2 (x)

reemplazando:

=
cos2 (x) + sen2 (x)

cos2 (x)
=

usando la identidad pitagórica trigonométrica sen2 (x) + cos2 (x) = 1

=
1

cos2 (x)

Entonces f' (x) =
1

cos2 (x)

Nota : este resultado puede escribirse de otra forma equivalente

f' (x) =
1

cos2 (x)
=
cos2 (x) + sen2 (x)

cos2 (x)
=
cos2 (x)

cos2 (x)
+
sen2 (x)

cos2 (x)
= 1 +

sen (x)

cos (x)

2

=

= 1 + (tg (x))2 = 1 + tg2 (x)

Entonces f' (x) = 1 + tg2 (x)

--------------

Conclusión :

si f (x) =
sen (x)

cos (x)
= tg (x) ⟹

⟹ f' (x) =
1

cos2 (x)
= 1 + tg2 (x)

----------------------------

Ej 2 p) f (x) =
3 x4 + 1

cos (x)

usando la propiedad de la derivada de un cociente

usando el resultado de la tabla para la derivada del cos (x)

si f (x) =
3 x4 + 1

cos (x)
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⟹ f' (x) =
3 x4 + 1' · (cos (x)) - 3 x4 + 1 · (cos (x))'

(cos (x))2
=

=
12 x3 + 0 · (cos (x)) - 3 x4 + 1 · (-sen (x))

cos2 (x)
=

=
12 x3 · cos (x) + 3 x4 + 1 · sen (x)

cos2 (x)
=
12 x3 cos (x) + 3 x4 sen (x) + sen (x)

cos2 (x)

Entonces f' (x) =
12 x3 cos (x) + 3 x4 sen (x) + sen (x)

cos2 (x)

----------------------------

Ej 2 q) f (x) =
sen (x)

x2 + 5

usando la propiedad de la derivada de un cociente

usando el resultado de la tabla para la derivada del sen (x)

si f (x) =
sen (x)

x2 + 5

⟹ f' (x) =
(sen (x))' · x2 + 5 - sen (x) · x2 + 5'

x2 + 52
=

=
cos (x) · x2 + 5 - sen (x) · 2 x

x2 + 52
=
x2 cos (x) + 5 cos (x) - 2 x sen (x)

x2 + 52

Entonces f' (x) =
x2 cos (x) + 5 cos (x) - 2 x sen (x)

x2 + 52

----------------------------

Ej 2 r) f (x) =
x2

ex

usando la propiedad de la derivada de un cociente

usando el resultado de la tabla para la derivada de la exponencial

si f (x) =
x2

ex

⟹ f' (x) =
x2' · (ex) - x2 · (ex)'

(ex)2
=
2 x · ex - x2 · ex

(ex)2
=

=
ex 2 x - x2

e2 x
=
x ex 2 - x

e2 x
=
x 2 - x

ex

Entonces f' (x) =
x (2 - x)

ex

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+
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--------------------------------------------------------

Ej 3

ecuación de la recta tangente al gráfico de f en x0

(pasa por el punto (x0, f (x0))

y = f' (x0) (x - x0) + f (x0)

---------------------------------------------

Ej 3 a) f (x) =
1

2
x3 x0 = 2

Calculemos f' (x) y evaluemos en x0 = 2

f' (x) =
3

2
x2 ⟹ f' 2 =

3

2
22 =

3

2
· 4 = 6

y como f 2 =
1

2
23 =

1

2
8 = 4

Obtenemos la ecuación de la recta tangente a f en (x0, f (x0)) = 2, 4 :

y = f' 2 x - 2 + f 2 = 6 x - 2 + 4 = 6 x - 12 + 4 = 6 x - 8

ecuación de la recta tangente a f (x) =
1

2
x3 en x0 = 2 es :

y = 6 x - 8

---------------------

Gráfico :
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5
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--------------------------------------------------------

Ej 3 b) f (x) = -2 x2 + 13 x - 15 x0 = 3

Calculemos f' (x) y evaluemos en x0 = 3

f' (x) = -4 x + 13 ⟹ f' 3 = -4 · 3 + 13 = -12 + 13 = 1

y como f 3 = -2 · 32 + 13 · 3 - 15 = -18 + 39 - 15 = 6

Obtenemos la ecuación de la recta tangente a f en (x0, f (x0)) = 3, 6 :

y = f' 3 x - 3 + f 3 = 1 x - 3 + 6 = x - 3 + 6 = x + 3

ecuación de la recta tangente a f (x) = -2 x2 + 13 x - 15 en x0 = 3 es :

y = x + 3

----------------------

Gráfico :
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-2

2

4

6
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--------------------------------------------------------

Ej 3 c) f (x) = e-x cos (x) x0 = 0

f' (x) = e-x -1 cos (x) + e-x (-sen (x)) = -e-x (cos (x) + sen (x))

⟹ f' 0 = -e-0 cos 0 + sen 0 = -1 1 + 0 = -1

y como f 0 = e-0 cos 0 = 1 · 1 = 1

Obtenemos la ecuación de la recta tangente a f en (x0, f (x0)) = 0, 1 :

y = f' 0 x - 0 + f 0 = -1 x - 0 + 1 = -x + 1

ecuación de la recta tangente a f (x) = e-x cos (x) en x0 = 0 es :

y = -x + 1

--------------------------

Gráfico :
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-2

-1

1

2

--------------------------------------------------------

Ej 3 d) f (x) =
2

x
- x x0 = 4

f' (x) = 2 x-1' - x
1

2

'
= 2 -1 x-2 -

1

2
x

1

2
-1 = -

2

x2
-
1

2
x-

1

2 = -
2

x2
-

1

2 x

⟹ f' (4) = -
2

42
-

1

2 4
= -

2

16
-

1

2 · 2
= -

1

8
-
1

4
= -

3

8

y como f (4) =
2

4
- 4 =

1

2
- 2 = -

3

2

Obtenemos la ecuación de la recta tangente a f en (x0, f (x0)) = 4, -
3

2
:

y = f' (4) · (x - 4) + f (4) = -
3

8
(x - 4) -

3

2
= -

3

8
x +

3

2
-
3

2
= -

3

8
x

ecuación de la recta tangente a f (x) =
2

x
- x en x0 = 4 es :

y = -
3

8
x

--------------------------

Gráfico :
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--------------------------------------------------------

Ej 4 Hallar la derivada de f
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Recordemos la propiedad de derivación de composición de funciones

Regla de la cadena o regla de derivada para composición de funciones :

[fo g (x)]' = [f (g (x))]' = f' (g (x))·g' (x)

------------------------------------

Ej 4 a) f (x) = 2 x + 34

f (x) es la composición a derecha de p (x) y q (x)

con p (x) = x4 y q (x) = 2 x + 3

po q (x) = p (q (x)) = p 2 x + 3 = 2 x + 34

Por la regla de la cadena :

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x)

como p (x) = x4 ⟹ p' (x) = 4 x3

como q (x) = 2 x + 3 ⟹ q' (x) = 2

reemplazando:

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x) = 4 2 x + 33 · 2

Entonces :

si f (x) = (2 x + 3)4 ⟹ f' (x) = 8 (2 x + 3)3

--------------------------------------

Ej 4 b) f (x) = x2 + x
3

= x2 + x
1

3

f (x) es la composición a derecha de p (x) y q (x)

con p (x) = x
1

3 y q (x) = x2 + x

po q (x) = p (q (x)) = p x2 + x = x2 + x
1

3

Por la regla de la cadena :

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x)

como p (x) = x
1

3 ⟹ p' (x) =
1

3
x

1

3
-1 =

1

3
x-

2

3

como q (x) = x2 + x ⟹ q' (x) = 2 x + 1

reemplazando:

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x) =
1

3
x2 + x-

2

3 · 2 x + 1 =

=
2 x + 1

3 x2 + x2
3
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Entonces :

si f (x) = x2 + x
3

⟹ f' (x) =
2 x + 1

3 x2 + x2
3

------------------------------------

Nota : se llama regla de la cadena porque la operación de derivación

se efectúa como si las funciones compuestas estuvieran encadenadas

Uno lo piensa así :

en el 1 er ejemplo, Ej 4 a con 2 x + 34

tenemos (algo)4

la derivada de (algo)4
'
= 4 (algo)3 · (algo)' reemplazando algo por 2 x + 3

da la derivada en función de x

Es como que voy derivando de "afuera" hacia "adentro", primero derivo

la última operación que hace la función y me voy metiendo hacia "adentro"

derivando lo que está encajado

En el otro ejemplo, Ej 4 b) tenemos x2 + x
3

= x2 + x
1

3

que es del tipo : (algo)
1

3

la derivada de (algo)
1

3
'
=
1

3
(algo)

1

3
-1 · (algo)' reemplazando algo por x2 + x

da la derivada en función de x

--------------------------------------

Ej 4 c) f (x) = 1 +
2

x

10

f (x) es la composición a derecha de p (x) y q (x)

con p (x) = x10 y q (x) = 1 +
2

x

po q (x) = p (q (x)) = p 1 +
2

x
= 1 +

2

x

10

Por la regla de la cadena :

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x)

como p (x) = x10 ⟹ p' (x) = 10 x9

como q (x) = 1 +
2

x
= 1 + 2 x-1 ⟹ q' (x) = -2 x-2

reemplazando:

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x) = 10 1 +
2

x

9

· -2 x-2 =
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= 10 1 +
2

x

9

·
-2

x2
=
-20

x2
1 +

2

x

9

Entonces :

si f (x) = 1 +
2

x

10

⟹ f' (x) =
-20

x2
1 +

2

x

9

--------------------------------------

Ej 4 d) f (x) = sen 3 x

f (x) es la composición a derecha de p (x) y q (x)

con p (x) = sen (x) y q (x) = 3 x

po q (x) = p (q (x)) = p 3 x = sen 3 x

Por la regla de la cadena :

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x)

como p (x) = sen (x) ⟹ p' (x) = cos (x)

como q (x) = 3 x ⟹ q' (x) = 3

reemplazando:

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x) = cos 3 x · 3

Entonces :

si f (x) = sen (3 x) ⟹ f' (x) = 3 cos 3 x

--------------------------------------

Ej 4 e) f (x) = cos2 (x)

f (x) es la composición a derecha de p (x) y q (x)

con p (x) = x2 y q (x) = cos (x)

po q (x) = p (q (x)) = p (cos (x)) = (cos (x))2 = cos2 (x)

Por la regla de la cadena :

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x)

como p (x) = x2 ⟹ p' (x) = 2 x

como q (x) = cos (x) ⟹ q' (x) = -sen (x)

reemplazando:

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x) = 2 cos (x) · (-sen (x))

Entonces :

si f (x) = cos2 (x) ⟹ f' (x) = -2 sen (x) cos (x)
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--------------------------------------

Ej 4 f) f (x) = ln 3 x2 + 1

f (x) es la composición a derecha de p (x) y q (x)

con p (x) = ln (x) y q (x) = 3 x2 + 1

po q (x) = p (q (x)) = p 3 x2 + 1 = ln 3 x2 + 1

Por la regla de la cadena :

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x)

como p (x) = ln (x) ⟹ p' (x) =
1

x

como q (x) = 3 x2 + 1 ⟹ q' (x) = 6 x

reemplazando:

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x) =
1

3 x2 + 1
· 6 x

Entonces :

si f (x) = ln 3 x2 + 1 ⟹ f' (x) =
6 x

3 x2 + 1

--------------------------------------

Ej 4 g) f (x) = 5 x + sen (x)

f (x) es la composición a derecha de p (x) y q (x)

con p (x) = x y q (x) = 5 x + sen (x)

po q (x) = p (q (x)) = p (5 x + sen (x)) = 5 x + sen (x)

Por la regla de la cadena :

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x)

como p (x) = x = x
1

2 ⟹ p' (x) =
1

2
x

1

2
-1 =

1

2
x-

1

2

como q (x) = 5 x + sen (x) ⟹ q' (x) = 5 + cos (x)

reemplazando:

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x) =

=
1

2
(5 x + sen (x))-

1

2 · (5 + cos (x)) =
5 + cos (x)

2 5 x + sen (x)

Entonces :
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si f (x) = 5 x + sen (x) ⟹ f' (x) =
5 + cos (x)

2 5 x + sen (x)

--------------------------------------

Ej 4 h) f (x) = 2 x - 37 = 2 x - 3
7

2

f (x) es la composición a derecha de p (x) y q (x)

con p (x) = x
7

2 y q (x) = 2 x - 3

po q (x) = p (q (x)) = p 2 x - 3 = 2 x - 3
7

2

Por la regla de la cadena :

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x)

como p (x) = x = x
7

2 ⟹ p' (x) =
7

2
x

7

2
-1 =

7

2
x

5

2

como q (x) = 2 x - 3 ⟹ q' (x) = 2

reemplazando:

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x) =

=
7

2
2 x - 3

5

2 · 2 = 7 2 x - 3
5

2 = 7 2 x - 35

Entonces :

si f (x) = (2 x - 3)7 ⟹ f' (x) = 7 (2 x - 3)5

--------------------------------------

Ej 4 i) f (x) = ex2+x

f (x) es la composición a derecha de p (x) y q (x)

con p (x) = ex y q (x) = x2 + x

po q (x) = p (q (x)) = p x2 + x = ex2+x

Por la regla de la cadena :

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x)

como p (x) = ex ⟹ p' (x) = ex

como q (x) = x2 + x ⟹ q' (x) = 2 x + 1

reemplazando:

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x) =

= ex2+x · 2 x + 1

Entonces :
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si f (x) = ex
2+x ⟹ f' (x) = (2 x + 1) ex

2+x

--------------------------------------

Ej 4 j) f (x) = cos (sen (x))

f (x) es la composición a derecha de p (x) y q (x)

con p (x) = cos (x) y q (x) = sen (x)

po q (x) = p (q (x)) = p (sen (x)) = cos (sen (x))

Por la regla de la cadena :

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x)

como p (x) = cos (x) ⟹ p' (x) = -sen (x)

como q (x) = sen (x) ⟹ q' (x) = cos (x)

reemplazando:

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x) =

= -sen (sen (x)) · cos (x)

Entonces :

si f (x) = cos (sen (x)) ⟹ f' (x) = -sen (sen (x))·cos (x)

--------------------------------------

Ej 4 k) f (x) = ex sen (x)

f (x) es la composición a derecha de p (x) y q (x)

con p (x) = ex y q (x) = x sen (x)

po q (x) = p (q (x)) = p (x sen (x)) = ex sen (x)

Por la regla de la cadena :

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x)

como p (x) = ex ⟹ p' (x) = ex

como q (x) = x sen (x) ⟹ q' (x) = sen (x) + x cos (x)

reemplazando:

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x) =

= ex sen (x) · [sen (x) + x cos (x)]

Entonces :

si f (x) = ex sen (x) ⟹ f' (x) = ex sen (x) · [sen (x) + x cos (x)]

--------------------------------------
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Ej 4 l) f (x) = ln e-x2 + x

f (x) es la composición a derecha de p (x) y q (x)

con p (x) = ln (x) y q (x) = e-x2 + x

po q (x) = p (q (x)) = p e-x2 + x = ln e-x2 + x

Por la regla de la cadena :

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x)

como p (x) = ln (x) ⟹ p' (x) =
1

x

como q (x) = e-x2 + x ⟹ q' (x) = e-x2 -2 x + 1

reemplazando:

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x) =

=
1

e-x2 + x
· e-x2 -2 x + 1 =

1 - 2 x e-x2

e-x2 + x

Entonces :

si f (x) = ln e-x
2
+ x ⟹ f' (x) =

1 - 2 x e-x2

e-x2 + x

--------------------------------------

Ej 4 m) f (x) = ln
3 x + 1

2 x

f (x) es la composición a derecha de p (x) y q (x)

con p (x) = ln (x) y q (x) =
3 x + 1

2 x

po q (x) = p (q (x)) = p
3 x + 1

2 x
= ln

3 x + 1

2 x

Por la regla de la cadena :

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x)

como p (x) = ln (x) ⟹ p' (x) =
1

x

como q (x) =
3 x + 1

2 x
⟹ q' (x) =

3 2 x - 3 x + 1 2

2 x2
=

-2

4 x2
= -

1

2 x2

reemplazando:

[po q (x)]' = [p (q (x))]' = p' (q (x)) · q' (x) =
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=
1

3 x+1
2 x

· -
1

2 x2
 =

2 x

3 x + 1
· -

1

2 x2
 = -

1

x 3 x + 1
= -

1

3 x2 + x

Entonces :

si f (x) = ln
3 x + 1

2 x
⟹ f' (x) = -

1

3 x2 + x

--------------------------------------

Ej 4 n) f (x) =
x + 1

3 x
e-2 x

f (x) es el producto de dos funciones :
x + 1

3 x
y e-2 x

y la segunda función e-2 x es la

composición a derecha de p (x) y q (x)

con p (x) = ex y q (x) = -2 x

po q (x) = p (q (x)) = p -2 x = e-2 x

Aplicamos la propiedad de derivación del producto de dos funciones :

f' (x) = 
x + 1

3 x
· e-2 x

'
= 

x + 1

3 x

'
· e-2 x +

x + 1

3 x
· e-2 x

'
=

= 
1 · 3 x - x + 1 · 3

3 x2
 · e-2 x +

x + 1

3 x
· e-2 x -2 =

= 
3 x - 3 x - 3

9 x2
 · e-2 x - 2 e-2 x ·

x + 1

3 x
=

-3

9 x2
· e-2 x - 2 e-2 x ·

x + 1

3 x
=

=
-1

3 x2
· e-2 x - 2 e-2 x ·

x + 1

3 x
=
e-2 x

3 x2
-1 - 2 x x + 1 =

=
e-2 x

3 x2
-1 - 2 x2 - 2 x = -

e-2 x

3 x2
2 x2 + 2 x + 1

Entonces :

si f (x) =
x + 1

3 x
e-2 x ⟹ f' (x) = -

e-2 x

3 x2
2 x2 + 2 x + 1

--------------------------------------

Ej 4 o) f (x) = ln2 5 x2 + 1

f (x) es la composición de tres funciones:

p (x) = x2 ; q (x) = ln (x) ; r (x) = 5 x2 + 1

po qo r (x) = p (q (r (x))) = p q 5 x2 + 1 = p ln 5 x2 + 1 = ln 5 x2 + 12

si p (x) = x2 ⟹ p' (x) = 2 x
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si q (x) = ln (x) ⟹ q' (x) =
1

x

si r (x) = 5 x2 + 1 ⟹ r' (x) = 10 x

Aplicamos la regla de la cadena de tres funciones :

[p (q (r (x)))]' = p' (q (r (x))) · q' (r (x)) · r' (x)

f' (x) = 2 ln5 x2 + 1 ·
1

5 x2 + 1
· 10 x =

=
20 x

5 x2 + 1
ln5 x2 + 1

Entonces :

si f (x) = ln2 5 x2 + 1 ⟹ f' (x) =
20 x

5 x2 + 1
ln5 x2 + 1

--------------------------------------

Ej 4 p) f (x) = sen2 x3 + x

f (x) es la composición de tres funciones:

p (x) = x2 ; q (x) = sen (x) ; r (x) = x3 + x

po qo r (x) = p (q (r (x))) = p q x3 + x = p sen x3 + x = sen x3 + x2

si p (x) = x2 ⟹ p' (x) = 2 x

si q (x) = sen (x) ⟹ q' (x) = cos (x)

si r (x) = x3 + x ⟹ r' (x) = 3 x2 + 1

Aplicamos la regla de la cadena de tres funciones :

[p (q (r (x)))]' = p' (q (r (x))) · q' (r (x)) · r' (x)

f' (x) = 2 senx3 + x · cos x3 + x · 3 x2 + 1 =

= 2 3 x2 + 1 senx3 + x · cos x3 + x

Entonces :

si f (x) = sen2 x3 + x ⟹

⟹ f' (x) = 2 3 x2 + 1 senx3 + x·cos x3 + x

--------------------------------------

Ej 4 q) f (x) = ex2 ln
3

x

f (x) es el producto de dos funciones ex2 y ln
3

x

y cada una de ellas es composición de dos funciones
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Lo hacemos de una, aplicando lo que aprendimos :

f' (x) = ex2 ln
3

x

'
=

= ex2
'
· ln

3

x
+ ex2 · ln

3

x

'
=

= ex2 2 x · ln
3

x
+ ex2 ·

1

 3
x

-3 x-2 =

= 2 x ex2 ln
3

x
+ ex2 ·

x

3
·

-3

x2
=

= 2 x ex2 ln
3

x
-
1

x
ex2 = ex22 x ln

3

x
-
1

x


Entonces :

si f (x) = ex
2
ln

3

x
⟹

⟹ f' (x) = ex
2
2 x ln

3

x
-
1

x


--------------------------------------

Ej 4 r) f (x) = e
1

x - 7 x

f (x) es la diferencia de dos funciones e
1

x y 7 x

y una de ellas es composición de dos funciones

Lo hacemos de una, aplicando lo que aprendimos :

f' (x) = e
1

x - 7 x
'
=

= e
1

x
'
- [7 x]' = e

1

x · 
1

x

'
- 7 =

= e
1

x
-1

x2
- 7 = -7 -

e
1

x

x2

Entonces :

si f (x) = e
1
x - 7 x ⟹

⟹ f' (x) = -7 -
e

1
x

x2

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+
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--------------------------------------

Ej 5 Hallar la ecuación de la recta tangente a f (x) en el x0 indicado

ecuación de la recta tangente al gráfico de f en x0

(pasa por el punto (x0, f (x0))

y = f' (x0) (x - x0) + f (x0)

---------------------------------------------

Ej 5 a) f (x) = 2 x - 3 = 2 x - 3
1

2 x0 = 6

Calculemos f' (x) y evaluemos en x0 = 6

aplicando la regla de la cadena :

f' (x) =
1

2
2 x - 3-

1

2 · 2 =
1

2 x - 3
1

2

=
1

2 x - 3
⟹

⟹ f' 6 =
1

2 · 6 - 3
=

1

9
=
1

3

y como f 6 = 2 · 6 - 3 = 9 = 3

Obtenemos la ecuación de la recta tangente a f en (x0, f (x0)) = 6, 3 :

y = f' 6 x - 6 + f 6 =
1

3
x - 6 + 3 =

1

3
x - 2 + 3 =

1

3
x + 1

ecuación de la recta tangente a f (x) = 2 x - 3 en x0 = 6 es :

y =
1

3
x + 1

---------------------

Gráfico :
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Ej 5 b) f (x) = 3 sen 2 x x0 = 0

Calculemos f' (x) y evaluemos en x0 = 0

aplicando la regla de la cadena :

f' (x) = 3 cos 2 x · 2 = 6 cos 2 x ⟹

⟹ f' 0 = 6 cos 2 · 0 = 6 cos 0 = 6 · 1 = 6

y como f 0 = 3 sen 2 x = 3 sen 2 · 0 = 3 sen 0 = 3 · 0 = 0

Obtenemos la ecuación de la recta tangente a f en (x0, f (x0)) = 0, 0 :

y = f' 0 x - 0 + f 0 = 6 x - 0 + 0 = 6 x

ecuación de la recta tangente a f (x) = 3 sen (2 x) en x0 = 0 es :

y = 6 x

---------------------

Gráfico :
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Ej 5 c) f (x) = ln x4 + 2 x + 2 x0 = 1

Calculemos f' (x) y evaluemos en x0 = 1

aplicando la regla de la cadena :

f' (x) =
1

x4 + 2 x + 2
· 4 x3 + 2 =

4 x3 + 2

x4 + 2 x + 2
⟹

⟹ f' 1 =
4 · 13 + 2

14 + 2 · 1 + 2
=
6

5

y como f 1 = ln 14 + 2 · 1 + 2 = ln (5)

Obtenemos la ecuación de la recta tangente a f en (x0, f (x0)) = 1, ln (5) :

y = f' 1 x - 1 + f 1 =
6

5
x - 1 + ln (5) =

6

5
x -

6

5
+ ln (5)

ecuación de la recta tangente a f (x) = ln x4 + 2 x + 2 en x0 = 1 es :

y =
6

5
x + ln (5) -

6

5

---------------------

Gráfico :
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Ej 5 d) f (x) =
3 x

2 x - 1
x0 = 0

Calculemos f' (x) y evaluemos en x0 = 0

aplicando la derivación de un cociente y regla de la cadena :

f' (x) = 
3 x

2 x - 1


'

=
3 x

'
· 2 x - 1 - 3 x 2 x - 1'

2 x - 12
=

=
3 x · 3 · 2 x - 1 - 3 x · 2

2 x - 12
=
3 x 6 x - 3 - 2

2 x - 12
=
3 x 6 x - 5

2 x - 12

⟹ f' 0 =
3·0 6 · 0 - 5

2 · 0 - 12
=
0 · (-5)

-12
=
1 · (-5)

1
= -5

y como f 0 =
3·0

2 · 0 - 1
=
0

-1
=

1

-1
= -1

Obtenemos la ecuación de la recta tangente a f en (x0, f (x0)) = 0, -1 :

y = f' 0 x - 0 + f 0 = -5 x - 0 + -1 = -5 x - 1

ecuación de la recta tangente a f (x) =
3 x

2 x - 1
en x0 = 0 es :

y = -5 x - 1

---------------------

Gráfico :
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---------------------------------------------

Ej 6 a)

Los puntos son los x, para los que la pendiente de la recta tangente,

es decir la derivada, es igual a 2

Calculemos la derivada de f (x) = ln 9 x2 - 4 aplicando regla de la cadena :

f' (x) = ln 9 x2 - 4
'
=

1

9 x2 - 4
· 18 x

Planteamos que f' (x) sea igual a 2 :

18 x

9 x2 - 4
= 2 (****)
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Antes de resolver esta ecuación (****), calculemos el Dom (f)

porque las soluciones que obtengamos de (****) serán válidas si

pertenecen al Dom (f) si no no

El Dom del logaritmo natural ln se da para los x tales que

9 x2 - 4 > 0 ⟹ x2 >
4

9
⟹ x2 >

4

9
⟹ x >

2

3
⟹

⟹ x >
2

3
ó x < -

2

3

Dom (f) = -∞, -
2

3
⋃

2

3
, +∞

Ahora resolvamos (****) ecuación que permite encontrar los x

para los cuales la pendiente de la recta tangente a f (x) en

x es igual a 2 :

18 x

9 x2 - 4
= 2 ⟹ 18 x = 2 9 x2 - 4 ⟹ 18 x = 18 x2 - 8 ⟹

⟹ 0 = 18 x2 - 18 x - 8 ⟹ 0 = 9 x2 - 9 x - 4

⟹ x1,2 =
-b ± b2 - 4 · a · c

2 a
=
--9 ± -92 - 4 · 9 · (-4)

2 · 9
=

=
9 ± 81 + 4 · 9 · (-4)

18
=
9 ± 81 + 144

18
=
9 ± 81 + 144

18
=
9 ± 225

18
=

=
9 ± 15

18
⟹ x1 =

9 + 15

18
=
24

18
=
4

3
ó x2 =

9 - 15

18
=
-6

18
= -

1

3

// // // // / / / / //)-- - x---- - -------( // // x // // / // // /

-
2

3
-
1

3
0

2

3
1

4

3

En este simple esquema vemos que la solución x2 = -
1

3
no sirve porque

no pertenece al Dom (f) marcado con // //

Por lo tanto en x1 =
4

3
la pendiente de la recta tangente a f (x) es igual a 2

-----------------------------
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Gráfico :
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Ej 6 b)

sea f (x) = x3 - 2 x2 + 2 . Hallar P = (x0, f (x0)) para el que la

ecuación de la recta tangente es y = -x + 2

Como la ecuación de la recta tangente en (x0, f (x0)) es

y = f' (x0) (x - x0) + f (x0) = -x + 2

podemos decir que f' (x0) = -1

entonces, calculemos f' (x) e igualemos a - 1 para hallar x0

f' (x) = 3 x2 - 4 x

planteamos f' (x) = -1

3 x2 - 4 x = -1 ⟹ 3 x2 - 4 x + 1 = 0 (*****)

Como el Dom (f) = , cualquier solución que obtengamos de (*****)

será solución

3 x2 - 4 x + 1 = 0 ⟹ x1,2 =
-b ± b2 - 4 · a · c

2 a
=
-(-4) ± (-4)2 - 4 · 3 · 1

2 · 3
=

=
4 ± 16 - 12

6
=
4 ± 4

6
=
4 ± 2

6
⟹ x1 =

4 + 2

6
=
6

6
= 1 ó x2 =

4 - 2

6
=
2

6
=
1

3

x1 = 1 ó x2 =
1

3
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Entonces como obtuvimos dos posibles soluciones verifiquemos que

( x1, f ( x1)) pertenece tanto a f (x) como a la recta tangente y = -x + 2

y lo mismo para ( x2, f ( x2))

Calculemos

f (x1) = f 1 = 13 - 2 · 12 + 2 = 1 ⟹ 1, 1 ∈ Gráf (f)

y veamos si pertenece a la recta tangente y = -x + 2

y = -1 + 2 = 1 ⟹ 1, 1 ∈ Gráf (recta tangente a f)

Por lo tanto

el punto P1 = 1, 1 es solución

-------------

Hagamos la misma verificación con x2 =
1

3

Calculemos

f (x2) = f
1

3
=

1

3

3

- 2 ·
1

3

2

+ 2 =
1

27
- 2 ·

1

9
+ 2 =

1

27
- 2 ·

3

27
+
54

27
=
49

27

⟹
1

3
,
49

27
∈ Gráf (f)

y veamos si pertenece a la recta tangente y = -x + 2

y = -
1

3
+ 2 =

5

3
⟹

1

3
,
5

3
∈ Gráf (recta tangente a f)

Pero no es el mismo punto!

Por lo tanto el punto P2 =
1

3
,
5

3
No es solución

Finalmente,

el P = (x0, f (x0)) para el que la ecuación de la recta tangente

sea y = -x + 2 es P1 = (1, 1)

----------------------------------

Gráfico :
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Como se ve en el gráfico, el único punto que tiene recta tangente y = -x + 2

es el 1, 1

El otro punto obtenido
1

3
,
49

27
tiene una recta tangente a f con pendiente - 1

pero no es y = -x + 2

---------------------------------------------

Ej 6 c)

sea f (x) =
x2 + 12 x + 2

x + 1
. Hallar todos los P = (x0, f (x0)) para los que la

recta tangente a f (x) en (x0, f (x0)) es paralela a y = 2 x - 3

y escribir las ecuaciones de las rectas tangentes en esos puntos

-------------------------

ecuación de la recta tangente es paralela a y = 2 x - 3

Como la ecuación de la recta tangente en (x0, f (x0)) es

y = f' (x0) (x - x0) + f (x0) = 2 x - 3

podemos decir que f' (x0) = 2

entonces, calculemos f' (x) e igualemos a 2 para hallar x0

f' (x) = 
x2 + 12 x + 2

x + 1

'
=
x2 + 12 x + 2

'
x + 1 - x2 + 12 x + 2[x + 1]'

x + 12
=
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=
2 x + 12 · x + 1 - x2 + 12 x + 2 · 1

x + 12
=
2 x2 + 12 x + 2 x + 12 - x2 - 12 x - 2

x + 12
=

=
x2 + 2 x + 10

x + 12

planteamos f' (x) = 2

x2 + 2 x + 10

x + 12
= 2 ⟹ acá vemos que x ≠ -1 porque el denominador daria 0 (******)

x2 + 2 x + 10 = 2 x + 12 ⟹ x2 + 2 x + 10 = 2 x2 + 2 x + 1 ⟹

⟹ x2 + 2 x + 10 = 2 x2 + 4 x + 2 ⟹ 0 = x2 + 2 x - 8

⟹ x1,2 =
-b ± b2 - 4 · a · c

2 a
=
-2 ± 22 - 4 · 1 · -8

2 · 1
=

=
-2 ± 4 + 32

2
=
-2 ± 36

2
=
-2 ± 6

2
⟹

x1 =
-2 + 6

2
=
4

2
= 2 ó x2 =

-2 - 6

2
=
-8

2
= -4

x1 = 2 ó x2 = -4

En estos x, pasan rectas paralelas a y = 2 x - 3 pues tienen pendiente m = 2

y como ninguna solución dió x = -1 está todo bien

Veamos cuáles son esas rectas paralelas :

en x1 = 2 es f ( x1) = f 2 =
22 + 12 · 2 + 2

2 + 1
=
4 + 24 + 2

3
=
30

3
= 10

P1 = 2, 10

entoncesla ecuación de la recta tangente a f en (2, 10) es

y = f' (x0) (x - x0) + f (x0) ⟹ reemplacemos f' 2 = 2

y = f' 2 x - 2 + f 2 = 2 x - 2 + 10 = 2 x - 4 + 10 = 2 x + 6

y = 2 x + 6

-----------------------------

Ahora con x2

x2 = -4 es f ( x2) = f (-4) =
(-4)2 + 12 · (-4) + 2

-4 + 1
=
16 - 48 + 2

-3
=
-30

-3
= 10

P2 = -4, 10

entonces la ecuación de la recta tangente a f en (-4, 10) es

y = f' (x0) (x - x0) + f (x0) ⟹ reemplacemos f' (-4) = 2

y = f' (-4) (x - (-4)) + f (-4) = 2 (x + 4) + 10 = 2 x + 8 + 10 = 2 x + 18
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y = 2 x + 18

-----------------------------

Finalmente las rectas tangentes a f que son paralelas a y = 2 x - 3 son :

y = 2 x+6 en P1 = 2, 10 , y = 2 x +18 en P2 = -4, 10

-----------------------------

Gráfico : color naranja : y = 2 x - 3 ; color verde : y = 2 x + 6 ; color rojo : y = 2 x + 18 ;
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----------------------------------------------------------

Ej 7

sea f (x) = 4 + a·ex
2-3·b·x

hallar a y b para que y = -3 x + 6 sea sea la ecuación de la recta tangente

al gráfico de f en x0 = 0

Como la ecuación de la recta tangente a f en (x0, f (x0)) es :

y = f' (x0) (x - x0) + f (x0)

y nos piden que y = -3 x + 6 debe ser la ecuación de la recta tangente en x0 = 0

entonces f' 0 = -3
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Calculemos f' (x) e igualemos a - 3

f' (x) = 4 + a · ex2-3·b·x
'
= a · ex2-3·b·x · 2 x - 3 b ⟹

⟹ f' 0 = -3 ⟹

⟹ a · e02-3·b·0 · 2 · 0 - 3 b = -3 ⟹ a · e0 -3 b = -3 ⟹

⟹ a · 1 -3 b = -3 ⟹ -3 a · b = -3 ⟹ a · b = 1

Como el punto en donde es tangente es el 0, f 0

Calculemos f 0

f 0 = 4 + a · e02-3·b·0 = 4 + a · e0 = 4 + a · 1 = 4 + a

Pero también podemos obtener el punto en donde es tangente reemplazando en la

ecuación de la recta tangente : y = -3 x + 6

Entonces, en x0 = 0 y = -3 · 0 + 6?0 + 6 = 6

el punto es 0, 6

Igualando las ordenadas : 4 + a = 6 ⟹ a = 6 - 4 = 2

Se obtiene a = 2

Luego reemplazando en la ecuación a · b = 1

se obtiene b =
1

2

En definitiva, para que y = -3 x + 6 sea sea la ecuación de la recta

tangente al gráfico de f en x0 = 0 deberán ser a = 2 y b =
1

2

y f será f (x) = 4 + 2· ex
2- 3

2
·x

-----------------------------------

Gráfico : color naranja : y = -3 x + 6
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----------------------------------------------------------

Ej 8

sea f (x) = ln x2 - 6 x + k

hallar k ∈  para que la pendiente de la recta tangente

al gráfico de f en x0 = 4 sea 2

La ecuación de la recta tangente a f en (x0, f (x0)) es :

y = f' (x0) (x - x0) + f (x0)

Nos piden que f' (4) = 2

Calculemos la derivada de f, evaluemos en 4 e igualemos a 2

f' (x) = ln x2 - 6 x + k
'
=

1

x2 - 6 x + k
· 2 x - 6 =

2 x - 6

x2 - 6 x + k

Planteamos f' (4) = 2

2 · 4 - 6

42 - 6 · 4 + k
= 2 ⟹

8 - 6

16 - 24 + k
= 2 ⟹

2

-8 + k
= 2 ⟹

⟹ 2 = 2 -8 + k ⟹ 2 = -16 + 2 k ⟹ 18 = 2 k ⟹ 9 = k

El k ∈  para que la pendiente de la recta tangente
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al gráfico de f en x0 = 4 sea 2 es k = 9

------------------------------------

Gráfico : color naranja : y = 2 x - 8
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----------------------------------------------------------

Ej 9

sea f (x) =
x

5 x2 + a

hallar a ∈  para que la recta tangente al graf de f en x0 = -1

sea horizontal es decir pendiente = 0

Para que sea horizontal deberá ser f' -1 = 0

Calculemos f' (x), evaluemos en - 1 e igualemos a 0

f' (x) = 
x

5 x2 + a

'
=
[x]' · 5 x2 + a - x · 5 x2 + a

'

5 x2 + a2
=
1 · 5 x2 + a - x · 10 x

5 x2 + a2
=

=
5 x2 + a - 10 x2

5 x2 + a2
=

-5 x2 + a

5 x2 + a2

Planteamos f' -1 = 0
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-5 -12 + a

5 -12 + a
2
= 0 ⟹

-5 + a

5 · 1 + a2
= 0 ⟹ -5 + a = 0 (5 + a)2 = 0 ⟹

⟹ -5 + a = 0 ⟹ a = 5

Por lo tanto f (x) =
x

5 x2 + 5

El valor de a ∈  para que la recta tangente al graf de f en x0 = -1

sea horizontal (es decir pendiente = 0) es a = 5

--------------------------------

P = -1,
-1

5 -12 + 5
= -1, -

1

10

reemplazando en y = f' -1 · x - -1 + f -1 = f' -1 · x + 1 + f -1

y = 0 · x + 1 + -
1

10
= -

1

10
es la recta tangente horizontal a f (x) en P

------------------------------------

Gráfico : color naranja : y = -
1

10
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+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+
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----------------------------------------------------------

Ej 10

Calcular f', f'', f'''

f' es la derivada de f

f'' es la derivada de la derivada de f y se llama "derivada segunda"

f''' es la derivada de la derivada de la derivada de f y se llama "derivada tercera"

Ej 10 a)

f (x) = cos 3 x ⟹ aplicando la regla de la cadena :

f' (x) = -sen 3 x · 3 = -3 sen 3 x

f' (x) = -3 sen (3 x)

--------------------------

f'' (x) = f' (x)
'
= -3 sen 3 x

'
= -3 · cos 3 x · 3 = -9 cos 3 x

f'' (x) = -9 cos (3 x)

--------------------------

f''' (x) = f'' (x)
'
= -9 cos 3 x

'
= -9 · -sen 3 x · 3 = 27 sen 3 x

f''' (x) = 27 sen (3 x)

----------------------------------------------------

Ej 10 b)

f (x) =
3

x
+ 2 x ⟹

f' (x) = 3 x-1 + 2 x
'
= 3 x-1

'
+ [2 x]' = -3 x-2 + 2 = -

3

x2
+ 2

f' (x) = -
3

x2
+ 2

--------------------------

f'' (x) = f' (x)
'
= -3 x-2 + 2

'
= -3 · -2 · x-3 = 6 · x-3

f'' (x) =
6

x3
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--------------------------

f''' (x) = f'' (x)' = 6 · x-3' = 6 -3 · x-4 = -18 x-4

f''' (x) = -
18

x4

----------------------------------------------------

Ej 10 c)

f (x) = x e2 x ⟹ aplicando la derivada de un producto y la regla de la cadena :

f' (x) = x e2 x
'
= [x]' · e2 x + x · e2 x

'
= 1 · e2 x + x · e2 x · 2 = e2 x 1 + 2 x

f' (x) = e2 x (1 + 2 x)

--------------------------

f'' (x) = f' (x)
'
= e2 x 1 + 2 x

'
= e2 x

'
· 1 + 2 x + e2 x · [1 + 2 x]' =

= e2 x · 2 · 1 + 2 x + e2 x · 2 = 2 e2 x 1 + 2 x + 1 = 2 e2 x 2 + 2 x = 4 e2 x 1 + x

f'' (x) = 4 e2 x (1 + x)

--------------------------

f''' (x) = f'' (x)
'
= 4 e2 x 1 + x

'
= 4 e2 x

'
· 1 + x + 4 e2 x · [1 + x]' =

= 4 e2 x · 2 · 1 + x + 4 e2 x · 1 = 4 e2 x 2 1 + x + 1 = 4 e2 x 2 + 2 x + 1 =

= 4 e2 x 3 + 2 x

f''' (x) = 4 e2 x (3 + 2 x)

----------------------------------------------------

Ej 10 d)

f (x) = 3 x + 2 = 3 x + 2
1

2 ⟹ aplicando la regla de la cadena :

f' (x) = 3 x + 2
1

2
'
=
1

2
3 x + 2

1

2
-1 · 3 =

1

2
3 x + 2 -

1

2 · 3 =
3

2 3 x + 2

f' (x) =
3

2 (3 x + 2)

--------------------------
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f'' (x) = f' (x)
'
= 

3

2
3 x + 2 -

1

2
'
=
3

2
· -

1

2
3 x + 2 -

1

2
-1 · 3 =

= -
9

4
3 x + 2 -

3

2 = -
9

4 3 x + 23

f'' (x) = -
9

4 (3 x + 2)3

--------------------------

f''' (x) = f'' (x)
'
= -

9

4
3 x + 2 -

3

2
'
= -

9

4
-
3

2
· 3 x + 2 -

3

2
-1 · 3 =

=
81

8
3 x + 2 -

5

2 =
81

8 3 x + 25

f''' (x) =
81

8 (3 x + 2)5

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+

----------------------------------------------------

Ej 11 a)

MRUV : Movimiento rectilíneo uniformemente variado de un móvil

tiene una ecuación de evolución de la distancia que recorre como

función del tiempo dada por :

x (t) = 6 t2

unidades de la posición x (t) : en metros, m

unidades de t tiempo : en segundos, s

Se define la velocidad instantánea del móvil como la derivada de x (t)

respecto al tiempo y que llamamos v (t) :

v (t) = [x (t)]'
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tengan en cuenta que la variable independiente ahora es t

y no como usamos en la práctica x para las f (x)

-----------------------------

pregunta a) Calculemos v (t) la derivada de x (t) a los t = 2 segundos

v (t) = x' (t) = 12 t

entonces v 2 = 12 · 2 = 24

unidades de v (t) velocidad instantánea: en metros por segundo =
m

s

Por lo tanto, la velocidad instantánea del móvil a los 2 segundos es

v (2) = 24
m

s

----------------------------------------

Ej 11 b)

Ahora tenemos otro móvil que se desplaza en línea recta y cuya posición como

función del tiempo es :

x (t) =
1

6
t3 - 8 t , t ≥ 0

Hallar la aceleración a (t) = x'' (t) (la derivada segunda de x (t))

en el instante t1 en el que v (t1) = x' (t1) es nula

Calculemos v (t) = x' (t)

x' (t) = 
1

6
t3 - 8 t 

'
=
3

6
t2 - 8 =

1

2
t2 - 8 = v (t)

Veamos en cuál instante v (t) se anula :

⟹ v (t) =
1

2
t2 - 8 = 0 ⟹ t2 = 16 ⟹ t2 = 16 ⟹ t = 4

pero como t ≥ 0 es t = t

entonces t = 4 es el instante positivo en el que v (t) = 0

Éste valor de t sería t1, t1 = 4

Calculemos la aceleración instantánea a (t) = x'' (t) = v' (t)

a (t) = 
1

2
t2 - 8

'
=
1

2
· 2 · t = t ⟹ a (t) = t

Luego a (t1 = 4) = 4

unidades de a (t)

aceleración instantánea : metros por segundo al cuadrado
m

s2
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Entonces la aceleración en el instante en que v (t) = 0 es :

a (4) = 4
m

s2

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+

----------------------------------------

Ej 12 a)

Dos móviles, móvil A y móvil B que se desplazan sobre la misma recta

tienen las siguientes ecuaciones de movimiento, es decir

cómo evoluciona su posición como función del tiempo :

ec. mov. para móvil A : s (t) = 3 t4 - 2 t + 7

ec. mov. para móvil B : e (t) = t2 + at + b

pregunta a) :

hallar a y b para que a los t = 1 segundo el móvil A y el B se encuentren en el

mismo lugar misma posición y tengan la misma velocidad

1 a condición : s t = 1 = e t = 1

recordemos que v (t) = x' (t) la veloidad es la derivada de la posición

2 a condición : s' t = 1 = e' t = 1

Veamos lo que sale de la 1 a condición :

s 1 = e 1 ⟹ 3 · 14 - 2 · 1 + 7 = 12 + a · 1 + b ⟹ 3 - 2 + 7 = 1 + a + b ⟹

⟹ 8 = 1 + a + b ⟹ 7 = a + b (*)

Veamos lo que sale de la 2 da condición :

con s' (t) = 12 t3 - 2 y e' (t) = 2 t + a

s' 1 = e' 1 ⟹ 12 · 13 - 2 = 2 · 1 + a ⟹ 12 - 2 = 2 + a ⟹

⟹ 8 = a

Reemplazando en la condición (*) 7 = a+b

7 = 8 + b ⟹ b = -1
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Los valores de a y b para que a los t =

1 segundo el móvil A y el B se encuentren en el

mismo lugar (misma posición) y tengan la misma velocidad son :

a = 8 y b = -1

------------------------------------------

Verifiquemos:

Efectivamente con a = 8 y b = -1

s (t) = 3 t4 - 2 t + 7 ; e (t) = t2 + 8 t - 1

s' (t) = 12 t3 - 2 ; e' (t) = 2 t + 8

s 1 = 3 · 14 - 2 · 1 + 7 = 3 - 2 + 7 = 8

e 1 = 12 + 8 · 1 - 1 = 1 + 8 - 1 = 8

s' 1 = 12 · 13 - 2 = 12 - 2 = 10

e' 1 = 2 · 1 + 8 = 10

las posiciones de ambos móviles a los t = 1 segundo son iguales a 8 m

las velocidades de ambos móviles a los t = 1 segundo son iguales a 10
m

s

------------------------------------------

Ej 12 b)

Hallar la posición, la velocidad y la aceleración de cada móvil

a los t = 1 segundo

--------

s (t) = 3 t4 - 2 t + 7 ; e (t) = t2 + 8 t - 1

s' (t) = 12 t3 - 2 ; e' (t) = 2 t + 8

s'' (t) = 36 t2 ; e'' (t) = 2

-------

si t = 1 segundo :

s 1 = 3 · 14 - 2 · 1 + 7 = 3 - 2 + 7 = 8 m

e 1 = 12 + 8 · 1 - 1 = 8 m

--------

s' 1 = 12 · 13 - 2 = 12 - 2 = 10
m

s

e' 1 = 2 · 1 + 8 = 10
m

s
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--------

s'' 1 = 36 · 12 = 36
m

s2

e'' 1 = 2
m

s2

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+

Comentarios teóricos :

para la resolución del Ej 13 en adelante

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una función f (x) se vinculan con

los intervalos de positividad y negatividad de su función derivada f' (x), el conjunto

de ceros de f' (x) dan candidatos a extremos relativos que se llaman puntos críticos de f

como también los puntos donde la función no es derivable

Resumamos estos resultados :

Sea f (x) derivable en un intervalo (a, b) del Dom (f), entonces :

si f' (x) > 0 ∀ x ∈ (a, b) ⟹ f (x) es creciente en (a, b)

si f' (x) < 0 ∀ x ∈ (a, b) ⟹ f (x) es decreciente en (a, b)

Esto quiere decir que :

---------------------

Si f (x) tiene un máximo o un mínimo local en x0 , entonces puede pasar dos cosas :

.- f' (x0) = 0 ó

.- f no es derivable en x0

la 1 era condición dice que la pendiente de la recta tangente en x0 es 0 y

la recta tangente es horizontal

la 2 da condición dice que en x0 , f (x0) "pincha" y no es derivable

-----------------------------------

Lamentablemente, la 1 era condición no vale al revés,

que si f' (x0) = 0 ⟹ haya un máximo o mínimo, no es cierto

Cómo se trabaja para encontrar máximos y mínimos de f (x)?

Se calcula la derivada f' (x) y se buscan los ceros de f'

esos ceros son candidatos a ser máximos o mínimos y se llaman puntos críticos

Se aplica el criterio de la 1 er derivada para determinar si lo son

----------------------------------

criterio de la 1 er derivada :

Sea x0 un punto crítico de f (x) cumple la 1 era o la 2 da condición
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Si f' (x) > 0 a la izquierda de x0 y f' (x) < 0 a la derecha de x0

entonces f (x) tiene un Máximo relativo en x0

Si f' (x) < 0 a la izquierda de x0 y f' (x) > 0 a la derecha de x0

entonces f (x) tiene un Mínimo relativo en x0

Si f' (x) tiene el mismo signo a la derecha y a la izquierda de x0

entonces f (x) No tiene ni un Máximo ni un Mínimo relativo en x0

---------------------------------

Veamos unos ejemplos sencillos :

Ejemplo1 :

Sea f (x) = -x2 f :⟶ f es continua y derivable en todo 

y su derivada f' (x) = -2 x también es continua

Sabemos que f (x) = -x2 tiene un máximo relativo en x0 = 0

Veamos cómo se calcula a partir de la derivada que es un máximo

1 Se calcula f' (x) = -2 x

2 Se iguala a cero para calcular los ceros de f'

f' (x) = 0 ⟹ -2 ⟹ x = 0 es un punto crítico de f (x)

3 aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f'

intervalos de análisis : -∞, 0 y 0, +∞

tomamos x = -1 ∈ -∞, 0 ⟹ f' -1 = -2 -1 = 2 > 0

tomamos x = +1 ∈ 0, +∞ ⟹ f' 1 = -2 1 = -2 < 0

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 0 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 0

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 0 hay un Máximo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = -∞, 0
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I↓ (f) = 0, +∞

---------------------

Gráfico : color azul : f (x) = -x2 ; color verde : f' (x) = -2 x ; color naranja : y = 0
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------------------------------------------

Veamos un ejemplo en el que la derivada en x0 es cero pero no hay ni

máximo ni mínimo relativo de f (x) en ese x0

Ejemplo2 :

Sea f (x) = x3 f :⟶ f es continua y derivable en todo 

y f' (x) = 3 x2 f' :⟶ f' es continua en todo 

puntos críticos de f :

f' (x) = 0 ⟹ 3 x2 = 0 ⟹ x = 0 es el único punto crítico de f

aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f'

intervalos de análisis : -∞, 0 y 0, +∞

tomamos x = -1 ∈ -∞, 0 ⟹ f' -1 = 3 -12 = 3 > 0

tomamos x = +1 ∈ 0, +∞ ⟹ f' 1 = 3 12 = 3 > 0

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 0 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 0
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por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 0 NO hay ni Máximo ni Mínimo

relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

---------------------

Gráfico : color azul : f (x) = x3 ; color verde : f' (x) = 3 x2 ; color naranja : y = 0
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color azul : f (x) = x3 no tiene Máximo ni Mínimo, tiene lo que se llama

un Punto de Inflexión en x0 = 0

Este es un ejemplo en donde se ve que si f' (x0) = 0 no implica que x0 sea un

Máximo ó Mínimo. Como se ve x0 = 0 es un Punto de Inflexión

-----------------------------------------------------------------

Criterio de la Segunda derivada f''

para determinar máximos o mínimos relativos de f (x)

Sea x0 un punto crítico de f (x) es decir f' (x0) = 0

1. - Si f'' (x0) < 0 entonces f (x) tiene un Máximo relativo en x0
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2. - Si f'' (x0) > 0 entonces f (x) tiene un Mínimo relativo en x0

Si f'' (x0) = 0 el criterio falla y no se puede decidir

-----------------------------------------

Apliquemos el criterio de la 2 da derivada a los Ejemplos 1 y 2

En el Ejemplo1 teníamos :

f (x) = -x2 ; f' (x) = -2 x ; f'' (x) = -2

x0 = 0 es punto crítico ya que f' 0 = 0

por el criterio de la 2 da derivada :

f'' 0 = -2 < 0 ⟹ x0 = 0 es un Máximo relativo de f (x)

como habíamos obtenido por el criterio de la 1 er derivada

-----------------------

En el Ejemplo2 teníamos :

f (x) = x3 ; f' (x) = 3 x2 ; f'' (x) = 6 x

x0 = 0 es punto crítico ya que f' 0 = 0

por el criterio de la 2 da derivada :

f'' 0 = 6 · 0 = 0 ⟹ el criterio falla y no se puede decidir si x0 = 0

es un Máximo o Mínimo relativo de f (x)

Es más, vimos por el criterio de la 1 er derivada que

x0 = 0 es un punto de inflexión

----------------------------------------

Ejemplo3 :

Sea f (x) = x4 f :⟶ f es continua y derivable en todo 

f' (x) = 4 x3 f' :⟶ f' es continua y derivable en todo 

f'' (x) = 12 x2 f'' :⟶ f'' es continua y derivable en todo 

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 4 x3

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ 4 x3 = 0 ⟹ x = 0 es el único punto crítico de f

3 aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f'

intervalos de análisis : -∞, 0 y 0, +∞
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tomamos x = -1 ∈ -∞, 0 ⟹ f' -1 = 4 -13 = -4 < 0

tomamos x = +1 ∈ 0, +∞ ⟹ f' 1 = 4 13 = 4 > 0

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 0 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 0

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 0 hay un Mínimo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = 0, +∞

I↓ (f) = -∞, 0

---------------------

Apliquemos el criterio de la 2 da derivada

f (x) = x4 ; f' (x) = 4 x3 ; f'' (x) = 12 x2

x0 = 0 es punto crítico ya que f' 0 = 0

por el criterio de la 2 da derivada :

f'' 0 = 12 · 02 = 0 ⟹ el criterio falla y no se puede decidir si x0 = 0

es un Máximo o Mínimo relativo de f (x)

Es más, vimos por el criterio de la 1 er derivada que

x0 = 0 es un Mínimo relativo de f (x)

----------------------------------------

Con todo esto encaremos la resolución del Ej 13

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+
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------------------------------------------

Ej 13 a)

A partir del gráfico de f' vemos que :

C0 f' = {-2, 1, 3}

C+ f' = -2, 1 ⋃ 3, +∞ ⟹ I↑ (f) = -2, 1 ⋃ 3, +∞

C- f' = -∞, -2 ⋃ 1, 3 ⟹ I↓ (f) = -∞, -2 ⋃ 1, 3

Por el criterio de la 1 er derivada :

como f' (x) < 0 a la ixquierda de x0 = -2 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = -2

en x0 = -2 hay un Mínimo

como f' (x) > 0 a la ixquierda de x0 = 1 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 1

en x0 = 1 hay un Máximo

como f' (x) < 0 a la ixquierda de x0 = 3 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 3

en x0 = 3 hay un Mínimo

--------------------------------

Ej 13 b)

f (x) tiene Mínimos locales o relativos en x = -2 y en x = 3

f (x) tiene Máximos locales o relativos en x = 1

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+
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----------------------------------------------------------

Ej 14 a)

Estudiar I↑ (f), I↓ (f), Máximos y Mínimos relativos de f. Graficar

f (x) = x2 - 2 x

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 2 x - 2

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ 2 x - 2 = 0 ⟹ 2 x = 2 ⟹ x = 1 es el único punto crítico de f

3 aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f'

intervalos de análisis : -∞, 1 y 1, +∞

tomamos x = 0 ∈ -∞, 1 ⟹ f' 0 = 2 · 0 - 2 = -2 < 0

tomamos x = 2 ∈ 1, +∞ ⟹ f' 2 = 2 · 2 - 2 = 2 > 0

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 1 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 1

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 1 hay un Mínimo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------
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I↑ (f) = 1, +∞

I↓ (f) = -∞, 1

---------------------

Gráfico : color azul : f (x) = x2 - 2 x ; x0 = 1 es Mínimo y el valor mínimo es - 1
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----------------------------------------------------------

Ej 14 b)

Estudiar I↑ (f), I↓ (f), Máximos y Mínimos relativos de f. Graficar

f (x) = -x2 + 8 x - 15

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = -2 x + 8

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ -2 x + 8 = 0 ⟹ -2 x = -8 ⟹ x = 4 es el único punto crítico de f

3 aplicamos el corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f'

intervalos de análisis : (-∞, 4) y (4, +∞)

tomamos x = 0 ∈ (-∞, 4) ⟹ f' 0 = -2 · 0 + 8 = 8 > 0

tomamos x = 5 ∈ (4, +∞) ⟹ f' (5) = -2 · 5 + 8 = -2 < 0
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Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 4 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 4

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 4 hay un Máximo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = (-∞, 4)

I↓ (f) = (4, +∞)

---------------------

Gráfico : color azul : f (x) = -x2 + 8 x - 15 ; x0 = 4 es Máximo y el valor máximo es 1
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----------------------------------------------------------

Ej 14 c)

Estudiar I↑ (f), I↓ (f), Máximos y Mínimos relativos de f. Graficar
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f (x) = 3 x4 + 4 x3 - 12 x2 + 7

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 12 x3 + 12 x2 - 24 x = 12 x x2 + x - 2

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ 12 x3 + 12 x2 - 24 x = 0 ⟹ 12 x x2 + x - 2 = 0 ⟹

⟹ x = 0 ó x2 + x - 2 = 0

Calculemos las raíces de la ecuación cuadrática completando cuadrados :

x2 + x - 2 = x2 + 2 · x ·
1

2
+

1

2

2

-
1

2

2

- 2 = x +
1

2

2

-
1

4
- 2 = x +

1

2

2

-
9

4
= 0 ⟹

⟹ x +
1

2

2

-
9

4
= 0 ⟹ x +

1

2

2

=
9

4
⟹ x +

1

2

2

=
9

4
⟹ sca

⟹ x +
1

2
=
3

2
⟹ x =

3

2
-
1

2
= 1 ó x = -

3

2
-
1

2
= -2

Por lo tanto C0 f' = {-2, 0, 1}

Entonces x = -2 ; x = 0 ; x = 1 son puntos críticos de f

3 dado que f' (x) = 12 x x2 + x - 2 es continua en todo  aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f'

intervalos de análisis : -∞, -2; -2, 0; 0, 1; 1, +∞

tomamos x = -3 ∈ -∞, -2 ⟹ f' -3 = 12 -3 -32 + -3 - 2 ⟹

⟹ f' -3 = 12 -3 · 9 - 3 - 2 = 12 -3 · 4 < 0

tomamos x = -1 ∈ -2, 0 ⟹ f' -1 = 12 -1 -12 + -1 - 2 ⟹

⟹ f' -1 = 12 -1 · 1 - 1 - 2 = 12 · -1 · -2 > 0

tomamos x =
1

2
∈ 0, 1 ⟹ f'

1

2
= 12 ·

1

2
·

1

2

2

+
1

2
- 2 ⟹

⟹ f'
1

2
= 12 ·

1

2
·

1

4
+
1

2
- 2 = 12 ·

1

2
·

3

4
- 2 = 12 ·

1

2
·

-5

4
< 0

tomamos x = 2 ∈ 1, +∞ ⟹ f' 2 = 12 · 2 22 + 2 - 2 ⟹

⟹ f' 2 = 12 · 2 · 4 + 2 - 2 = 12 · 2 · 4 > 0
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Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = -2 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = -2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = -2 hay un Mínimo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 0 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 0

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 0 hay un Máximo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 1 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 1

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 1 hay un Mínimo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = -2, 0 ⋃ 1, +∞

I↓ (f) = -∞, -2 ⋃ 0, 1

---------------------

Gráfico : color azul : f (x) = 3 x4 + 4 x3 - 12 x2 + 7 ;

x0 = -2 es Mínimo relativo y el valor mínimo es - 25

x0 = 0 es Máximo relativo y el valor máximo es 7

x0 = 1 es Mínimo relativo y el valor mínimo es 2
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Ej 14 d)

Estudiar I↑ (f), I↓ (f), Máximos y Mínimos relativos de f. Graficar

f (x) = 2 x3 - 9 x2 + 12 x - 15

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 6 x2 - 18 x + 12 = 6 x2 - 3 x + 2

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ 6 x2 - 3 x + 2 = 0 ⟹ x2 - 3 x + 2 = 0

Calculemos las raíces de la ecuación cuadrática completando cuadrados :

x2 - 3 x + 2 = x2 - 2 · x ·
3

2
+

3

2

2

-
3

2

2

+ 2 = x -
3

2

2

-
9

4
+ 2 = x -

3

2

2

-
1

4
= 0 ⟹

⟹ x -
3

2

2

=
1

4
⟹ x -

3

2

2

=
1

4
⟹

⟹ x -
3

2
=
1

2
⟹ x =

1

2
+
3

2
= 2 ó x = -

1

2
+
3

2
= 1

Por lo tanto C0 f' = {1, 2}

Entonces x = 1 ; x = 2 ; son puntos críticos de f

3 dado que f' (x) = 6 x2 - 3 x + 2 es continua en todo  aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados
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entre los ceros de f'

intervalos de análisis : -∞, 1; 1, 2; 2, +∞

tomamos x = 0 ∈ -∞, 1 ⟹ f' 0 = 6 02 - 3 · 0 + 2 ⟹

⟹ f' 0 = 6 2 = 12 > 0

tomamos x =
3

2
∈ 1, 2 ⟹ f'

3

2
= 6

3

2

2

- 3 ·
3

2
+ 2 ⟹

⟹ f'
3

2
= 6 ·

9

4
-
9

2
+ 2 = 6 · -

9

4
+ 2 = 6 · -

1

4
< 0

tomamos x = 3 ∈ 2, +∞ ⟹ f' 3 = 6 32 - 3 · 3 + 2 ⟹

⟹ f' 3 = 6 · 9 - 9 + 2 = 6 · 2 = 12 > 0

-----------

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 1 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 1

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 1 hay un Máximo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 2 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 2 hay un Mínimo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = -∞, 1 ⋃ 2, +∞

I↓ (f) = 1, 2

---------------------
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Gráfico : color azul : f (x) = 2 x3 - 9 x2 + 12 x - 15 ;

x0 = 1 es Máximo relativo y el valor máximo es - 10

x0 = 2 es Mínimo relativo y el valor mínimo es - 11
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Ej 14 e)

Estudiar I↑ (f), I↓ (f), Máximos y Mínimos relativos de f. Graficar

f (x) = 3 x5 - 5 x3 + 1

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 15 x4 - 15 x2 = 15 x2 x2 - 1

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ 15 x2 x2 - 1 = 0 ⟹ x2 x2 - 1 = 0 ⟹

⟹ x2 = 0 ó x2 - 1 = 0 ⟹ x = 0 raíz doble ó x2 - 1 = 0 ⟹

⟹ x = 0 raíz doble ó x2 = 1 ⟹ x = 0 raíz doble ó x = 1

de esta última condición salen x = 1 ó x = -1

Por lo tanto C0 f' = {-1, 0, 1}

Entonces x = -1 ; x = 0 ; x = 1 son puntos críticos de f

3 dado que f' (x) = 15 x2 x2 - 1 es continua en todo  aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f'
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intervalos de análisis : -∞, -1; -1, 0; 0, 1; 1, +∞

tomamos x = -2 ∈ -∞, -1 ⟹ f' -2 = 15 -22 -22 - 1 ⟹

⟹ f' -2 = 15 · (4) · 4 - 1 = 15 · (4) · 3 = > 0

tomamos x = -
1

2
∈ -1, 0 ⟹ f' -

1

2
= 15 -

1

2

2

-
1

2

2

- 1 ⟹

⟹ f' -
1

2
= 15 ·

1

4
·

1

4
- 1 = 15 ·

1

4
· -

3

4
< 0

tomamos x =
1

2
∈ 0, 1 ⟹ f'

1

2
= 15

1

2

2 1

2

2

- 1 ⟹

⟹ f'
1

2
= 15 ·

1

4
·

1

4
- 1 = 15 ·

1

4
· -

3

4
< 0

tomamos x = 2 ∈ 1, +∞ ⟹ f' 2 = 15 · 22 22 - 1 ⟹

⟹ f' 2 = 15 · 4 · 4 - 1 = 15 · 4 · 3 > 0

-----------

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = -1 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = -1

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = -1 hay un Máximo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 0 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 0

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 0 NO hay ni Mínimo ni Máximo relativo de f (x)

hay un punto de inflexión

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 1 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 1

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 1 hay un Mínimo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :
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---------------------

I↑ (f) = -∞, -1 ⋃ 1, +∞

I↓ (f) = -1, 0 ⋃ 0, 1

---------------------

Gráfico : color azul : f (x) = 3 x5 - 5 x3 + 1 ;

x0 = -1 es Máximo relativo y el valor máximo es 3

x0 = 1 es Mínimo relativo y el valor mínimo es - 1

x0 = 0 es punto de inflexión y el valor que alcanza es 1

-2 -1 1 2

-4

-2

2

4

----------------------------------------------------------

Ej 14 f)

Estudiar I↑ (f), I↓ (f), Máximos y Mínimos relativos de f. Graficar

f (x) = x - 103 · x2

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = x - 103 · x2
'
= x - 103

'
· x2 + x - 103 · x2

'
=

= 3 x - 102 · x2 + x - 103 · 2 x = x x - 1023 x + 2 x - 10 =

= x x - 102[3 x + 2 x - 20] = x x - 102 5 x - 20 = 5 x x - 102 (x - 4)

Entonces f' (x) = 5 x x - 102 (x - 4)

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ 5 x x - 102 (x - 4) = 0 ⟹ x x - 102 (x - 4) = 0 ⟹

⟹ x = 0 ó x - 10 = 0 raíz doble ó (x - 4) = 0 ⟹
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⟹ x = 0 ó x = 10 raíz doble ó x = 4 ⟹

Por lo tanto C0 f' = {0, 4, 10}

Entonces x = 0 ; x = 4 ; x = 10 son puntos críticos de f

3 dado que f' (x) = 5 x x - 102 (x - 4) es continua en todo  aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f'

intervalos de análisis : -∞, 0; 0, 4; 4, 10; 10, +∞

tomamos x = -1 ∈ -∞, 0 ⟹ f' -1 = 5 -1 -1 - 102 -1 - 4 ⟹

⟹ f' -1 = 5 -1 -112 (-5) = 5 · -1 · 121 · (-5) = > 0

tomamos x = 1 ∈ 0, 4 ⟹ f' 1 = 5 · 1 · 1 - 102 1 - 4 ⟹

⟹ f' 1 = 5 · 1 · -92 · -3 = 5 · 1 · 81 · -3 < 0

tomamos x = 5 ∈ 4, 10 ⟹ f' (5) = 5 · 5 · 5 - 102 · (5 - 4) ⟹

⟹ f' (5) = 5 · 5 · (-5)2 · 1 = 5 · 5 · 25 · 1 > 0

tomamos x = 11 ∈ 10, +∞ ⟹ f' 11 = 5 · 11 · 11 - 102 · 11 - 4 ⟹

⟹ f' 11 = 5 · 11 · 12 · (7) = 15 · 4 · 3 > 0

-----------

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 0 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 0

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 0 hay un Máximo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 4 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 4

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 4 hay Mínimo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 10 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 10

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 10 NO hay ni Mínimo ni Máximo relativo de f (x)

hay un punto de inflexión

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :
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Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = -∞, 0 ⋃ 4, 10 ⋃ 10, +∞

I↓ (f) = 0, 4

---------------------

Gráfico : color azul : f (x) = x - 103 x2;

x0 = 0 es Máximo relativo y el valor máximo es 0

x0 = 4 es Mínimo relativo y el valor mínimo es - 3456

x0 = 10 es punto de inflexión y el valor que alcanza es 0

5 10

-4000

-2000

2000

4000

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+
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------------------------------------------

Ej 15

hallar Dom (f), I↑ (f), I↓ (f), extremos locales, AV y AH y graficar

Ej 15 a)

f (x) =
x2

x - 1

Para que f esté definida deberá ser x - 1 ≠ 0 ⟹ x ≠ 1

Entonces

Dom (f) =  - {1}

-------------------

Para I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 
x2

x - 1

'
=
x2

'
· x - 1 - x2 · [x - 1]'

x - 12
=

=
2 x · x - 1 - x2 · 1

x - 12
=
2 x2 - 2 x - x2

x - 12
=
x2 - 2 x

x - 12
=
x x - 2

x - 12

Entonces f' (x) =
x x - 2

x - 12

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f
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f' (x) = 0 ⟹
x x - 2

x - 12
= 0 ⟹ x x - 2 = 0 ⟹

⟹ x = 0 ó x - 2 = 0 ⟹ x = 0 ó x = 2

Por lo tanto C0 f' = {0, 2}

Entonces x = 0 ; x = 2 son puntos críticos de f

3 dado que f' (x) =
x x - 2

x - 12
es continua en  - {1} aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f' y las discontinuidades de f

intervalos de análisis : -∞, 0; 0, 1; 1, 2; 2, +∞

tomamos x = -1 ∈ -∞, 0 ⟹ f' -1 =
-1 -1 - 2

-1 - 12
⟹

⟹ f' -1 =
-1 -3

-22
=
3

4
= > 0

tomamos x =
1

2
∈ 0, 1 ⟹ f'

1

2
=

1
2
 1
2
- 2

 1
2
- 1

2
⟹

⟹ f'
1

2
=

1
2
- 3

2


- 1
2

2

=
- 3

4


1
4

< 0

tomamos x =
3

2
∈ 1, 2 ⟹ f'

3

2
=

3
2
 3
2
- 2

 3
2
- 1

2
⟹

⟹ f'
3

2
=

3
2
- 1

2


 1
2

2

=
- 3

4


1
4

< 0

tomamos x = 3 ∈ 2, +∞ ⟹ f' 3 =
3 · 3 - 2

3 - 12
⟹

⟹ f' 3 =
3 · 1

22
=
3

4
> 0

-----------
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Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 0 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 0

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 0 hay un Máximo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 1 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 1

pero en x = 1 tanto f como f' no están definidas. Allí hay una discontinuidad

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 2 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 2 hay un Mínimo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = -∞, 0 ⋃ 2, +∞

I↓ (f) = 0, 1 ⋃ 1, 2

---------------------

f (x) =
x2

x - 1
; f' (x) =

x x - 2

x - 12

x0 = 0 es Máximo relativo y el valor máximo es 0

x0 = 1 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 = 2 es Mínimo relativo y el valor mínimo es 4

-----------------------

Calculemos las asíntotas :

AV candidato a asíntota vertical es x = 1 pues no está en el Dominio de f

lim
x⟶1+

f (x) = lim
x⟶1+

x2

x - 1
=

1

0+
= +∞ ⟹ x = 1 es AV de f (x) por derecha

lim
x⟶1-

f (x) = lim
x⟶1-

x2

x - 1
=

1

0-
= -∞ ⟹ x = 1 es AV de f (x) por izquierda

------------------------------
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AH :

lim
x⟶+∞

f (x) = lim
x⟶+∞

x2

x - 1
= lim
x⟶+∞

x2

x 1 - 1
x

= lim
x⟶+∞

x

1 - 1
x

= +∞ ⟹

⟹ f (x) no tiene AH para x  +∞

lim
x⟶-∞

f (x) = lim
x⟶-∞

x2

x - 1
= lim
x⟶-∞

x2

x 1 - 1
x

= lim
x⟶-∞

x

1 - 1
x

= -∞ ⟹

⟹ f (x) no tiene AH para x  -∞

--------------------

AO : asíntota oblicua

m = lim
x⟶+∞

f (x)

x
= lim
x⟶+∞

x2

x-1

x
= lim
x⟶+∞

x2

x x - 1
= lim
x⟶+∞

x2

x2 1 - 1
x

= lim
x⟶+∞

1

1 1 - 1
x

= 1

entonces m = 1 es la pendiente de la AO para x⟶+∞

m = lim
x⟶-∞

f (x)

x
= lim
x⟶-∞

x2

x-1

x
= lim
x⟶-∞

x2

x x - 1
= lim
x⟶-∞

x2

x2 1 - 1
x

= lim
x⟶-∞

1

1 1 - 1
x

= 1

entonces m = 1 es la pendiente de la AO para x⟶-∞

-------------------------------------

veamos la ordenada al origen de la AO

b = lim
x⟶+∞

f (x) - 1 · x = lim
x⟶+∞

x2

x - 1
- 1 · x = lim

x⟶+∞

x2 - x x - 1

x - 1
= lim
x⟶+∞

x

x - 1
= 1

entonces b = 1 es la ordenada al origen de la AO para x⟶+∞

b = lim
x⟶-∞

f (x) - 1 · x = lim
x⟶-∞

x2

x - 1
- 1 · x = lim

x⟶-∞

x2 - x x - 1

x - 1
= lim
x⟶-∞

x

x - 1
= 1

entonces b = 1 es la ordenada al origen de la AO para x⟶-∞

La AO asíntota oblicua de f (x) es y = x + 1 tanto para x⟶±∞

------------------------------------------

Resumiendo asíntotas :

la recta vertical x = 1 es AV de f (x) para x⟶1+ y su límite da + ∞

la recta vertical x = 1 es AV de f (x) para x⟶1- y su límite da - ∞

f (x) no tiene AH

f (x) tiene una AO Asíntota oblicua para x⟶±∞ de ecuación : y = x + 1

---------------------

76     Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 1 a 15 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb



Gráfico: color azul : f (x) = x - 103 x2; color naranja : y = x + 1 es la AO

x0 = 0 es Máximo relativo y el valor máximo es 0

x0 = 1 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 = 2 es Mínimo relativo y el valor mínimo es 4

f (x) =
x2

x - 1
; f' (x) =

x x - 2

x - 12

-4 -2 2 4

-10

-5

5

10

----------------------------------------------------

hallar Dom (f), I↑ (f), I↓ (f), extremos locales, AV y AH y graficar

Ej 15 b)

f (x) =
x

x2 + 1

f está definida ∀ x ∈  pues el denominador nunca es cero

Entonces

Dom (f) = 

-------------------

Para I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 
x

x2 + 1

'
=
[x]' · x2 + 1 - x · x2 + 1

'

x2 + 12
=
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=
1 · x2 + 1 - x · 2 x

x2 + 12
=
x2 + 1 - 2 x2

x2 + 12
=

-x2 + 1

x2 + 12
= -

x2 - 1

x2 + 12
= -

x - 1 x + 1

x2 + 12

Entonces f' (x) = -
x - 1 x + 1

x2 + 12

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ -
x - 1 x + 1

x2 + 12
= 0 ⟹ x - 1 x + 1 = 0 ⟹

⟹ x - 1 = 0 ó x + 1 = 0 ⟹ x = 1 ó x = -1

Por lo tanto C0 f' = {-1, 1}

Entonces x = -1 ; x = 1 son puntos críticos de f

3 dado que f' (x) = -
x - 1 x + 1

x2 + 12
es continua en  aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f' y las discontinuidades de f si hubiera

intervalos de análisis : -∞, -1; -1, 1; 1, +∞

tomamos x = -2 ∈ -∞, -1 ⟹ f' -2 = -
-2 - 1 -2 + 1

-22 + 1
2

⟹

⟹ f' -2 = -
-3 -1

(5)2
=

3

25
= > 0

tomamos x = 0 ∈ -1, 1 ⟹ f' 0 = -
0 - 1 0 + 1

02 + 12
⟹

⟹ f' 0 = -
-1 1

12
= -1 < 0

tomamos x = 2 ∈ 1, +∞ ⟹ f' 2 = -
2 - 1 2 + 1

22 + 12
⟹

⟹ f' 2 = -
1 3

(5)2
=

3

25
> 0

-----------

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = -1 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = -1

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = -1 hay un Máximo relativo de f (x)
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Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 1 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 1

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 1 hay un Mínimo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = -∞, -1 ⋃ 1, +∞

I↓ (f) = -1, 1

---------------------

f (x) =
x

x2 + 1
; f' (x) = -

x - 1 x + 1

x2 + 12

x0 = -1 es Máximo relativo y el valor máximo es -
1

2

x0 = 1 es Mínimo relativo y el valor mínimo es
1

2

-----------------------

Calculemos las asíntotas :

AV : f (x) No tiene asíntotas verticales

------------------------------

AH :

lim
x⟶+∞

f (x) = lim
x⟶+∞

x

x2 + 1
= lim
x⟶+∞

x

x2 1 - 1
x2

= lim
x⟶+∞

1

x 1 - 1
x

= 0 ⟹

⟹ y = 0 es AH para x  +∞

lim
x⟶-∞

f (x) = lim
x⟶-∞

x

x2 + 1
= lim
x⟶-∞

x

x2 1 - 1
x2

= lim
x⟶-∞

1

x 1 - 1
x

= 0 ⟹

⟹ y = 0 es AH para x  -∞
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--------------------

AO : asíntota oblicua

m = lim
x⟶+∞

f (x)

x
= lim
x⟶+∞

x
x2+1

x
= lim
x⟶+∞

1

x2 + 1
= 0

Entonces no tiene AO para x⟶±∞

------------------------------------------

Resumiendo asíntotas :

la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x⟶+∞ y su límite da 0

la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x⟶-∞ y su límite da 0

f (x) no tiene AV

f (x) no tiene AO

---------------------

Gráfico: color azul : f (x) =
x

x2 + 1
; color naranja : y = 0 es la AH

x0 = -1 es Máximo relativo y el valor máximo es -
1

2

x0 = 1 es Mínimo relativo y el valor mínimo es
1

2

f (x) =
x

x2 + 1
; f' (x) = -

x - 1 x + 1

x2 + 12

-6 -4 -2 2 4 6

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

----------------------------------------------------

hallar Dom (f), I↑ (f), I↓ (f), extremos locales, AV y AH y graficar

Ej 15 c)

f (x) =
x3

x - 12
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El denominador no debe ser cero ⟹ x - 1 ≠ 0 ⟹ x ≠ 1

f está definida ∀ x ∈  - {1} pues el denominador no debe ser cero

Entonces

Dom (f) =  - {1}

-------------------

Para I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 
x3

x - 12

'
=
x3' · x - 12 - x3 · x - 12

'

x - 12
2

=

=
3 x2 · x - 12 - x3 · 2 x - 1

x - 14
=
x - 13 x2 x - 1 - 2 x3

x - 14
=

=
x - 1 x2 · 3 x - 1 - 2 x

x - 14
=
x - 1 x2 · [3 x - 3 - 2 x]

x - 14
=

=
x - 1 x2 · x - 3

x - 14
=
x2 · x - 3

x - 13

Entonces f' (x) =
x2 · x - 3

x - 13

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹
x2 · x - 3

x - 13
= 0 ⟹ x2 x - 3 = 0 ⟹

⟹ x2 = 0 ó x - 3 = 0 ⟹ x = 0 raíz doble ó x = 3

Por lo tanto C0 f' = {0, 3}

Entonces x = 0 ; x = 3 son puntos críticos de f

3 dado que f' (x) =
x2 · x - 3

x - 13
es continua en  - {1} aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f' y las discontinuidades de f si hubiera x ≠ 1

intervalos de análisis : -∞, 0; 0, 1; 1, 3; 3, +∞

tomamos x = -1 ∈ -∞, 0 ⟹ f' -1 =
-12 · -1 - 3

-1 - 13
⟹
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⟹ f' -1 =
-12 · -1 - 3

-1 - 13
=
1 · (-4)

-23
=
-4

-8
> 0

tomamos x =
1

2
∈ 0, 1 ⟹ f'

1

2
=

 1
2

2
·  1

2
- 3

 1
2
- 1

3
⟹

⟹ f'
1

2
=

1
4
· - 5

2


- 1
2

3

=
- 5

8


- 1
8

> 0

tomamos x = 2 ∈ 1, 3 ⟹ f' 2 =
22 · 2 - 3

2 - 13
⟹

⟹ f' 2 =
4 · -1

13
=
-4

1
< 0

tomamos x = 4 ∈ 3, +∞ ⟹ f' (4) =
42 · 4 - 3

4 - 13
⟹

⟹ f' (4) =
16 · 1

33
=
16

27
> 0

-----------

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 0 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 0

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 0 NO hay ni Máximo ni Mínimo relativo de f (x)

hay un punto de inflexión esto es debido a la raíz doble

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 1 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 1

pero tanto f (x) como f' (x) no están definidas en x0 = 1. Hay una discontinuidad

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 3 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 3

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 3 hay un Mínimo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :
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Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = -∞, 0 ⋃ 0, 1 ⋃ 3, +∞

I↓ (f) = 1, 3

---------------------

f (x) =
x3

x - 12
; f' (x) =

x2 · x - 3

x - 13

x0 = 0 raíz doble es punto de inflexión y el valor es 0

x0 = 1 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 = 3 es Mínimo relativo y el valor mínimo es
27

4

-----------------------

Calculemos las asíntotas :

AV : f (x) puede tener asíntotas verticales en los x que no están en el Dom (f)

x = 1 es candidata a ser AV

Calculemos los límites laterales en x = 1

lim
x⟶1+

f (x) = lim
x⟶1+

x3

x - 12
=

1

0+
= +∞ ⟹ x = 1 es AV de f (x) por derecha

lim
x⟶1-

f (x) = lim
x⟶1-

x3

x - 12
=

1

0+
= +∞ ⟹ x = 1 es AV de f (x) por izquierda

------------------------------

AH :

lim
x⟶+∞

f (x) = lim
x⟶+∞

x3

x - 12
= lim
x⟶+∞

x3

x2 1 - 1
x

2
= lim
x⟶+∞

x

1 - 1
x

2
= +∞ ⟹

⟹ f (x) no tiene AH para x  +∞

lim
x⟶-∞

f (x) = lim
x⟶-∞

x3

x - 12
= lim
x⟶-∞

x3

x2 1 - 1
x

2
= lim
x⟶-∞

x

1 - 1
x

2
= -∞ ⟹

⟹ f (x) no tiene AH para x  -∞

--------------------

AO : asíntota oblicua

Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 1 a 15 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb     83



m = lim
x⟶∞

f (x)

x
= lim
x⟶∞

x3

(x-1)2

x
= lim
x⟶∞

x3

x x - 12
= lim
x⟶∞

x3

x · x2 1 - 1
x

2
=

= lim
x⟶∞

1

1 - 1
x

2
= 1 ⟹ m = 1

Entonces f (x) tiene AO para x⟶∞ y la pendiente de la AO es m = 1

Calculemos la ordenada al origen b de la AO

b = lim
x⟶∞

f (x) - m · x = lim
x⟶∞

f (x) - 1 · x = lim
x⟶∞

x3

x - 12
- 1 · x =

= lim
x⟶∞

x3 - x · x - 12

x - 12
= lim
x⟶∞

x3 - x · x2 - 2 x + 1

x - 12
=

= lim
x⟶∞

x3 - x3 + 2 x2 - x

x - 12
= lim
x⟶∞

2 x2 - x

x - 12
= lim
x⟶∞

x2 2 - 1
x


x2 1 - 1
x

2
=

= lim
x⟶∞

2 - 1
x


1 - 1
x

2
= 2 ⟹ b = 2

La AO de f (x) es y = x + 2

------------------------------------------

Resumiendo asíntotas :

la recta vertical x = 1 es AV de f (x) para x⟶1+ y su límite da + ∞

la recta vertical x = 1 es AV de f (x) para x⟶1- y su límite da + ∞

f (x) no tiene AH para x  +∞

f (x) no tiene AH para x  -∞

f (x) tiene AO para x  ∞ y su ecuación es y = x + 2

---------------------

Gráfico: color azul : f (x) =
x3

x - 12
; color naranja : y = x + 2 es la AO

x0 = 0 raíz doble, es punto de inflexión y el valor es 0

x0 = 1 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 = 3 es Mínimo relativo y el valor mínimo es
27

4

f (x) =
x3

x - 12
; f' (x) =

x2 · x - 3

x - 13
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----------------------------------------------------

hallar Dom (f), I↑ (f), I↓ (f), extremos locales, AV y AH y graficar

Ej 15 d)

f (x) =
2 x - 1

x - 3

El denominador no debe ser cero ⟹ x - 3 ≠ 0 ⟹ x ≠ 3

f está definida ∀ x ∈  - {3} pues el denominador no debe ser cero

Entonces

Dom (f) =  - {3}

-------------------

Para I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 
2 x - 1

x - 3

'
=
[2 x - 1]' · x - 3 - 2 x - 1 · [x - 3]'

x - 32
=

=
2 · x - 3 - 2 x - 1 · 1

x - 32
=
2 x - 6 - 2 x + 1

x - 32
=

=
-5

x - 32

Entonces f' (x) =
-5

x - 32
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2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹
-5

x - 32
= 0 ⟹ no existe x tal que

-5

x - 32
= 0

⟹ f (x) NO tiene puntos críticos

⟹ f (x) NO tiene Extremos relativos

Por lo tanto C0 f' = ϕ

3 dado que f' (x) =
-5

x - 32
es continua en  - {3} y es siempre negativa

obsérvese que x - 32 > 0 entonces el cociente de - 5 con x - 32 es < 0

Es decir f' (x) < 0 ∀ x ∈  - {3}

Por lo tanto f (x) es siempre decreciente ∀ x ∈  - {3}

Efectivamente f (x) es una hipérbola de ecuación :

f (x) =
2 x - 1

x - 3
=
2 x - 3 + 5

x - 3
=
2 x - 3

x - 3
+

5

x - 3
= 2 +

5

x - 3

que tiene AH la recta horizontal y = 2

y AV la recta vertical x = 3 y no tiene AO

f (x) es de la familia
1

x
a la que la desplazamos 3 para la derecha

según las "x" y luego desplazamos hacia arriba en 2 unidades según las "y"

Podríamos calcular los límites laterales y los límites en ± ∞ para saber

como graficar f (x) pero no lo haremos porque ya sabemos como es el gráfico

Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = ϕ

I↓ (f) =  - {3}

---------------------

f (x) =
2 x - 1

x - 3
; f' (x) =

-5

x - 32

x0 = 3 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

---------------------
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Gráfico: color azul : f (x) =
2 x - 1

x - 3
; color naranja : y = 2 es la AH

x0 = 3 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

-6 -4 -2 2 4 6 8

-5

5

10

15

----------------------------------------------------

hallar Dom (f), I↑ (f), I↓ (f), extremos locales, AV y AH y graficar

Ej 15 e)

f (x) =
(x + 4)2

3 - 2 x

El denominador no debe ser cero ⟹ 3 - 2 x ≠ 0 ⟹ 2 x ≠ 3 ⟹ x ≠
3

2

f está definida ∀ x ∈  - 
3

2
 pues el denominador no debe ser cero

Entonces

Dom (f) =  - 
3

2


-------------------

Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 
(x + 4)2

3 - 2 x

'
=
(x + 4)2

'
· 3 - 2 x - (x + 4)2 · [3 - 2 x]'

3 - 2 x2
=
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=
2 (x + 4) · 3 - 2 x - (x + 4)2 · -2

3 - 2 x2
=
2 x + 8 · 3 - 2 x - x2 + 8 x + 16 · -2

3 - 2 x2
=

=
6 x + 24 - 4 x2 - 16 x + 2 x2 + 8 x + 16

3 - 2 x2
=
-4 x2 - 10 x + 24 + 2 x2 + 16 x + 32

3 - 2 x2
=

=
-2 x2 + 6 x + 56

3 - 2 x2
=
-2 x2 - 3 x - 28

3 - 2 x2

Entonces f' (x) = -
2 x2 - 3 x - 28

3 - 2 x2

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ -
2 x2 - 3 x - 28

3 - 2 x2
= 0 ⟹ x2 - 3 x - 28 = 0 ⟹

x1,2 =
-b ± b2 - 4 · a · c

2 · a
⟹ x1,2 =

--3 ± -32 - 4 · 1 · -28

2 · 1
=

⟹ x1,2 =
3 ± 9 + 112

2
=
3 ± 121

2
=
3 ± 11

2
⟹

⟹ x1 =
3 + 11

2
=
14

2
= 7 ó x2 =

3 - 11

2
=
-8

2
= -4

⟹ x = 7 ó x = -4

Aprovechemos esto para factorizar f' (x) así :

f' (x) = -
2 (x + 4) (x - 7)

3 - 2 x2

Por lo tanto C0 f' = {-4, 7}

Entonces x = -4 ; x = 7 son puntos críticos de f

3 dado que f' (x) = -
2 (x + 4) (x - 7)

3 - 2 x2
es continua en  - 

3

2
 aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f' y las discontinuidades de f si hubiera x ≠
3

2

intervalos de análisis : (-∞, -4); -4,
3

2
;

3

2
, 7 ; (7, +∞)

tomamos x = -5 ∈ (-∞, -4) ⟹ f' (-5 ) = -
2 (-5 + 4) (-5 - 7)

3 - 2 · (-5 )2
⟹

88     Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 1 a 15 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb



⟹ f' (-5 ) = -
2 -1 -12

3 + 102
= -

24

132
< 0

tomamos x = 0 ∈ -4,
3

2
⟹ f' 0 = -

2 0 + 4 0 - 7

3 - 2 · 02
⟹

⟹ f' 0 = -
2 (4) (-7)

32
= -

-56

9
> 0

tomamos x = 2 ∈
3

2
, 7 ⟹ f' 2 = -

2 2 + 4 2 - 7

3 - 2 · 22
⟹

⟹ f' 2 = -
2 6 (-5)

-12
= -

-60

1
> 0

tomamos x = 4 ∈ (7, +∞) ⟹ f' (4) = -
2 (4 + 4) (4 - 7)

3 - 2 · 42
⟹

⟹ f' (4) = -
2 8 -3

(-5)2
= -

48

25
< 0

-----------

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = -4 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = -4

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = -4 hay un Mínimo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 =
3

2
y f' (x) < 0 a la derecha de x0 =

3

2

pero tanto f (x) como f' (x) no están definidas en x0 =
3

2
. Hay una discontinuidad

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 7 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 7

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 7 hay un Máximo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :
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---------------------

I↑ (f) = -4,
3

2
⋃

3

2
, 7

I↓ (f) = (-∞, 4) ⋃ (7, +∞)

---------------------

f (x) =
(x + 4)2

3 - 2 x
; f' (x) = -

2 (x + 4) (x - 7)

3 - 2 x2

x0 = -4 es Mínimo relativo y el valor mínimo es 0

x0 =
3

2
ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 = 7 es Máximo relativo y el valor máximo es - 11

-----------------------

Calculemos las asíntotas :

AV : f (x) puede tener asíntotas verticales en los x que no están en el Dom (f)

x =
3

2
es candidata a ser AV

Calculemos los límites laterales en x = 1

lim
x⟶ 3

2

+
f (x) = lim

x⟶ 3
2

+

(x + 4)2

3 - 2 x
=

5

0-
= -∞ ⟹ x =

3

2
es AV de f (x) por derecha

lim
x⟶ 3

2

-
f (x) = lim

x⟶ 3
2

-

x3

x - 12
=

1

0+
= +∞ ⟹ x =

3

2
es AV de f (x) por izquierda

------------------------------

AH :

lim
x⟶+∞

f (x) = lim
x⟶+∞

(x + 4)2

3 - 2 x
= lim
x⟶+∞

x · 1 + 4
x


2

x  3
x
- 2

= lim
x⟶+∞

x2 1 + 4
x

2

x  3
x
- 2

⟹

⟹ lim
x⟶+∞

x 1 + 4
x

2

 3
x
- 2

= +∞

⟹ f (x) no tiene AH para x  +∞

lim
x⟶-∞

f (x) = lim
x⟶-∞

(x + 4)2

3 - 2 x
= lim
x⟶-∞

x · 1 + 4
x


2

x  3
x
- 2

= lim
x⟶-∞

x2 1 + 4
x

2

x  3
x
- 2

⟹

⟹ lim
x⟶-∞

x 1 + 4
x

2

 3
x
- 2

= -∞

90     Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 1 a 15 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb



⟹ f (x) no tiene AH para x  -∞

--------------------

AO : asíntota oblicua

m = lim
x⟶∞

f (x)

x
= lim
x⟶∞

(x+4)2

3-2 x

x
= lim
x⟶∞

(x + 4)2

x 3 - 2 x
= lim
x⟶∞

x · 1 + 4
x


2

x · x  3
x
- 2

=

= lim
x⟶∞

x2 1 + 4
x

2

x2  3
x
- 2

= lim
x⟶∞

1 + 4
x

2

 3
x
- 2

=
1

-2
= -

1

2
⟹ m = -

1

2

Entonces f (x) tiene AO para x⟶∞ y la pendiente de la AO es m = -
1

2

Calculemos la ordenada al origen b de la AO

b = lim
x⟶∞

f (x) - m · x = lim
x⟶∞

f (x) - -
1

2
· x = lim

x⟶∞

(x + 4)2

3 - 2 x
+
1

2
· x =

= lim
x⟶∞

2 x2 + 8 x + 16 + 3 - 2 x · x

2 3 - 2 x
= lim
x⟶∞

2 x2 + 16 x + 32 + 3 x - 2 x2

2 3 - 2 x
=

= lim
x⟶∞

19 x + 32

2 3 - 2 x
= lim
x⟶∞

x 19 + 32
x


2 x  3
x
- 2

= lim
x⟶∞

19 + 32
x


2  3
x
- 2

=
19

2 -2
= -

19

4

⟹ b = -
19

4

La AO y = mx + b de f (x) es y = -
1

2
x -

19

4

------------------------------------------

Resumiendo asíntotas :

la recta vertical x =
3

2
es AV de f (x) para x⟶

3

2

+

y su límite da - ∞

la recta vertical x =
3

2
es AV de f (x) para x⟶

3

2

-

y su límite da + ∞

f (x) no tiene AH para x  +∞

f (x) no tiene AH para x  -∞

f (x) tiene AO para x  ∞ y su ecuación es y = -
1

2
x -

19

4

---------------------
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Gráfico: color azul : f (x) =
(x + 4)2

3 - 2 x
; color naranja : y = -

1

2
x -

19

4
es la AO

x0 = -4 es Mínimo relativo y el valor mínimo es 0

x0 =
3

2
ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 = 7 es Máximo relativo y el valor máximo es - 11
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-40

-20

20

40

----------------------------------------------------

hallar Dom (f), I↑ (f), I↓ (f), extremos locales, AV y AH y graficar

Ej 15 f)

f (x) =
x3

x - 1

El denominador no debe ser cero ⟹ x - 1 ≠ 0 ⟹ x ≠ 1

f está definida ∀ x ∈  - {1} pues el denominador no debe ser cero

Entonces

Dom (f) =  - {1}

-------------------

Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 
x3

x - 1

'
=
x3

'
· x - 1 - x3 · [x - 1]'

x - 12
=
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=
x3' · x - 1 - x3 · [x - 1]'

x - 12
=
3 x2 · x - 1 - x3 · 1

x - 12
=

=
3 x3 - 3 x2 - x3

x - 12
=
2 x3 - 3 x2

x - 12
=
x2 2 x - 3

x - 12

Entonces f' (x) =
x2 (2 x - 3)

(x - 1)2

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹
x2 2 x - 3

x - 12
= 0 ⟹ x2 = 0 ó 2 x - 3 = 0

⟹ x = 0 raíz doble ó x =
3

2

Por lo tanto C0 f' = 0,
3

2


Entonces x = 0 ; x =
3

2
son puntos críticos de f

3 dado que f' (x) =
x2 2 x - 3

x - 12
es continua en  - {1} aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f' y las discontinuidades de f si hubiera x ≠ 1

intervalos de análisis : -∞, 0; 0, 1; 1,
3

2
;

3

2
, +∞

tomamos x = -1 ∈ -∞, 0 ⟹ f' -1  =
-1 2 2 · -1  - 3

-1 - 12
⟹

⟹ f' -1  =
1 · (-5)

-22
=
-5

4
< 0

tomamos x =
1

2
∈ 0, 1 ⟹ f'

1

2
=

 1
2

2
2 ·  1

2
 - 3

 1
2
- 1

2
⟹

⟹ f'
1

2
=

 1
4
 1 - 3

- 1
2

2

=
 1
4
 -2

1
4

= -2 < 0

tomamos x =
5

4
∈ 1,

3

2
⟹ f'

5

4
=
 5
4

2
2 ·  5

4
 - 3

 5
4
- 1

2
⟹

Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 1 a 15 Practica 5 - Derivadas y Estudio de funciones.nb     93



⟹ f'
5

4
=
 25
16
 ·  5

2
- 3

 1
4

2

=
 25
16
 · - 1

2


 1
16


= -
25

2
< 0

tomamos x = 2 ∈
3

2
, +∞ ⟹ f' 2 =

22 2 · 2 - 3

2 - 12
⟹

⟹ f' 2 =
4 · 1

12
=
4

1
= 4 > 0

-----------

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 0 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 0

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 0 NO hay ni Mínimo ni Máximo relativo de f (x)

hay un punto de inflexión recordar que x0 = 0 es raíz doble

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 1 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 1

pero tanto f (x) como f' (x) no están definidas en x0 = 1. Hay una discontinuidad

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 =
3

2
y f' (x) > 0 a la derecha de x0 =

3

2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 =
3

2
hay un Mínimo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) =
3

2
, +∞

I↓ (f) = -∞, 0 ⋃ 0, 1 ⋃ 1,
3

2

---------------------
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f (x) =
x3

x - 1
; f' (x) =

x2 2 x - 3

x - 12

x0 = 0 es un punto de inflexión y el valor es 0

x0 = 1 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 =
3

2
es Mínimo relativo y el valor mínimo es

27

4

-----------------------

Calculemos las asíntotas :

AV : f (x) puede tener asíntotas verticales en los x que no están en el Dom (f)

x = 1 es candidata a ser AV

Calculemos los límites laterales en x = 1

lim
x⟶1+

f (x) = lim
x⟶1+

x3

x - 1
=

1

0+
= +∞ ⟹ x = 1 es AV de f (x) por derecha

lim
x⟶1-

f (x) = lim
x⟶1-

x3

x - 1
=

1

0-
= -∞ ⟹ x = 1 es AV de f (x) por izquierda

------------------------------

AH:

lim
x⟶+∞

f (x) = lim
x⟶+∞

x3

x - 1
= lim
x⟶+∞

x3

x 1 - 1
x

= lim
x⟶+∞

x2

1 - 1
x

= +∞

⟹ f (x) no tiene AH para x  +∞

lim
x⟶-∞

f (x) = lim
x⟶-∞

x3

x - 1
= lim
x⟶-∞

x3

x 1 - 1
x

= lim
x⟶-∞

x2

1 - 1
x

= +∞

⟹ f (x) no tiene AH para x  -∞

--------------------

AO : asíntota oblicua y = mx+b en el ∞

m = lim
x⟶∞

f (x)

x
= lim
x⟶∞

x3

x-1

x
= lim
x⟶∞

x3

x x - 1
= lim
x⟶∞

x3

x · x 1 - 1
x

=

= lim
x⟶∞

x3

x2 1 - 1
x

= lim
x⟶∞

x

1 - 1
x

= ∞

Entonces f (x) NO tiene AO para x⟶∞

------------------------------------------

Resumiendo asíntotas :
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la recta vertical x = 1 es AV de f (x) para x⟶1+ y su límite da +∞

la recta vertical x = 1 es AV de f (x) para x⟶1- y su límite da -∞

f (x) no tiene AH para x  +∞

f (x) no tiene AH para x  -∞

f (x) NO tiene AO para x⟶∞

---------------------

Gráfico: color azul : f (x) =
x3

x - 1
;

x0 = 0 es un punto de inflexión y el valor es 0

x0 = 1 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 =
3

2
es Mínimo relativo y el valor mínimo es

27

4

-4 -2 2 4 6

-10

10

20

30

----------------------------------------------------

hallar Dom (f), I↑ (f), I↓ (f), extremos locales, AV y AH y graficar

Ej 15 g)

f (x) =
-3 x

x2 + 4

Como el denominador es siempre positivo no hay ninguna restricción

y f está definida ∀ x ∈ 
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Entonces

Dom (f) = 

-------------------

Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 
-3 x

x2 + 4

'
=
[-3 x]' · x2 + 4 - -3 x · x2 + 4

'

x2 + 42
=

=
-3 · x2 + 4 + 3 x · 2 x

x2 + 42
=
-3 x2 - 12 + 6 x2

x2 + 42
=

3 x2 - 12

x2 + 42
=
3 x2 - 4

x2 + 42
=

=
3 x - 2 x + 2

x2 + 42

Entonces f' (x) =
3 (x - 2) (x + 2)

x2 + 42

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹
3 x - 2 x + 2

x2 + 42
= 0 ⟹ 3 x - 2 x + 2 = 0 ⟹

⟹ x - 2 x + 2 = 0 ⟹ x = 2 ó x = -2

Por lo tanto C0 f' = {-2, 2}

Entonces x = -2; x = 2 son puntos críticos de f

3 dado que f' (x) =
3 x - 2 x + 2

x2 + 42
es continua en  aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f' y las discontinuidades de f si hubiera x ≠ 1

intervalos de análisis : -∞, -2; -2, 2; 2, +∞

tomamos x = -3 ∈ -∞, -2 ⟹ f' -3  =
3 -3 - 2 -3 + 2

-32 + 4
2

⟹

⟹ f' -3  =
3 (-5) -1

9 + 42
=

15

132
> 0
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tomamos x = 0 ∈ -2, 2 ⟹ f' 0 =
3 0 - 2 0 + 2

02 + 42
⟹

⟹ f' 0 =
3 -2 2

(4)2
=
-12

16
< 0

tomamos x = 3 ∈ 2, +∞ ⟹ f' 3 =
3 3 - 2 3 + 2

32 + 42
⟹

⟹ f' 3 =
3 1 (5)

132
=

15

132
= 4 > 0

-----------

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = -2 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = -2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = -2 hay un Máximo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 2 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 2 hay un Mínimo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = -∞, -2 ⋃ 2, +∞

I↓ (f) = -2, 2

---------------------

f (x) =
-3 x

x2 + 4
; f' (x) =

3 x - 2 x + 2

x2 + 42

x0 = -2 es Máximo relativo y el valor máximo es
3

4

x0 = 2 es Mínimo relativo y el valor mínimo es -
3

4
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-----------------------

Calculemos las asíntotas :

AV : Como Dom (f) =  y f (x) no tiene discontinuidades

f (x) no puede tener asíntotas verticales

f (x) NO tiene AV

------------------------------

AH:

lim
x⟶+∞

f (x) = lim
x⟶+∞

-3 x

x2 + 4
= lim
x⟶+∞

x · -3

x2 1 + 4
x2

= lim
x⟶+∞

-3

x 1 + 4
x2

= 0

⟹ la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  +∞

lim
x⟶-∞

f (x) = lim
x⟶-∞

-3 x

x2 + 4
= lim
x⟶-∞

x · -3

x2 1 + 4
x2

= lim
x⟶-∞

-3

x 1 + 4
x2

= 0

⟹ la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  -∞

--------------------

AO : asíntota oblicua y = mx+b en el ∞

m = lim
x⟶∞

f (x)

x
= lim
x⟶∞

-3 x
x2+4

x
= lim
x⟶∞

-3 x

x x2 + 4
= lim
x⟶∞

-3 x

x · x2 1 + 4
x2

=

= lim
x⟶∞

-3

x2 1 + 4
x2

= 0

Entonces f (x) NO tiene AO para x⟶∞

------------------------------------------

Resumiendo asíntotas :

f (x) NO tiene AV

la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  +∞

la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  -∞

f (x) NO tiene AO para x⟶∞

---------------------
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Gráfico: color azul : f (x) =
-3 x

x2 + 4
;

x0 = -2 es Máximo relativo y el valor máximo es
3

4

x0 = 2 es Mínimo relativo y el valor mínimo es -
3

4

-10 -5 5 10

-1.0

-0.5

0.5

1.0

----------------------------------------------------

hallar Dom (f), I↑ (f), I↓ (f), extremos locales, AV y AH y graficar

Ej 15 h)

f (x) = 2 x2 + 3-1 =
2

x2 + 3

Como el denominador es siempre positivo no hay ninguna restricción

y f está definida ∀ x ∈ 

Entonces

Dom (f) = 

-------------------

Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 2 x2 + 3-1
'
= 2 · -1 x2 + 3-2 2 x =

-4 x

x2 + 32
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Entonces f' (x) =
-4 x

x2 + 32

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹
-4 x

x2 + 32
= 0 ⟹ -4 x = 0 ⟹

⟹ x = 0

Por lo tanto C0 f' = {0}

Entonces x = 0; es el único punto crítico de f

3 dado que f' (x) =
-4 x

x2 + 32
es continua en  aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f' y las discontinuidades de f si hubiera

intervalos de análisis : -∞, 0; 0, +∞

tomamos x = -1 ∈ -∞, 0 ⟹ f' -1  =
-4 -1 

-12 + 3
2

⟹

⟹ f' -1  =
-4 -1 

(4)2
=

4

16
> 0

tomamos x = 1 ∈ 0, +∞ ⟹ f' 1 =
-4 · 1

12 + 32
⟹

⟹ f' 1 =
-4 · 1

(4)2
=
-4

16
= 4 < 0

-----------

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 0 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 0

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 0 hay un Máximo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :
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Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = -∞, 0

I↓ (f) = 0, +∞

---------------------

f (x) =
2

x2 + 3
; f' (x) =

-4 x

x2 + 32

x0 = 0 es Máximo relativo y el valor máximo es
2

3

-----------------------

Calculemos las asíntotas :

AV : Como Dom (f) =  y f (x) no tiene discontinuidades

f (x) no puede tener asíntotas verticales

f (x) NO tiene AV

------------------------------

AH:

lim
x⟶+∞

f (x) = lim
x⟶+∞

2

x2 + 3
= lim
x⟶+∞

2

x2 1 + 3
x2

= 0

⟹ la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  +∞

lim
x⟶-∞

f (x) = lim
x⟶-∞

2

x2 + 3
= lim
x⟶-∞

2

x2 1 + 3
x2

= 0

⟹ la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  -∞

--------------------

AO : asíntota oblicua y = mx+b en el ∞

m = lim
x⟶∞

f (x)

x
= lim
x⟶∞

2
x2+3

x
= lim
x⟶∞

2

x x2 + 3
= lim
x⟶∞

2

x · x2 1 + 3
x2

= 0
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Entonces f (x) NO tiene AO para x⟶∞

------------------------------------------

Resumiendo asíntotas :

f (x) NO tiene AV

la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  +∞

la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  -∞

f (x) NO tiene AO para x⟶∞

---------------------

Gráfico: color azul : f (x) =
2

x2 + 3
;

x0 = 0 es Máximo relativo y el valor máximo es
2

3

-10 -5 5 10

-0.4

-0.2
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0.6

0.8

1.0

----------------------------------------------------

hallar Dom (f), I↑ (f), I↓ (f), extremos locales, AV y AH y graficar

Ej 15 i)

f (x) =
x - 5

x2 - 16

El denominador no debe ser cero ⟹ x2 - 16 ≠ 0 ⟹ x2 ≠ 16 ⟹
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⟹ x2 ≠ 16 ⟹ x ≠ 4 ⟹ x ≠ 4 y x ≠ -4

f está definida ∀ x ∈  - {-4, 4} pues el denominador no debe ser cero

Entonces

Dom (f) =  - {-4, 4}

-------------------

Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 
x - 5

x2 - 16

'
=
[x - 5]' · x2 - 16 - (x - 5) · x2 - 16

'

x2 - 162
=

=
1 · x2 - 16 - (x - 5) · 2 x

x2 - 162
=
x2 - 16 - 2 x2 + 10 x

x2 - 162
=
-x2 + 10 x - 16

x2 - 162
=

= -
x2 - 10 x + 16

x2 - 162

Entonces f' (x) = -
x2 - 10 x + 16

x2 - 162

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ -
x2 - 10 x + 16

x2 - 162
= 0 ⟹ x2 - 10 x + 16 = 0

⟹ x2 - 2 · x · 5 + 25 - 25 + 16 = (x - 5)2 - 9 = 0 ⟹

⟹ (x - 5)2 = 9 ⟹ (x - 5)2 = 9 ⟹ x - 5 = 3 ⟹ x - 5 = 3 ó x - 5 = -3

⟹ x - 5 = 3 ó x - 5 = -3 ⟹ x = 8 ó x = 2

Por lo tanto C0 f' = {2, 8}

Entonces x = 2 ; x = 8 son puntos críticos de f

Como obtuvimos las raíces del numerador aprovechamos para factorizar f' (x) :

f' (x) = -
x2 - 10 x + 16

x2 - 162
= -

x - 2 x - 8

x2 - 162

3 dado que f' (x) = -
x - 2 x - 8

x2 - 162
es continua en  - {-4, 4} aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f' y las discontinuidades de f si hubiera (x ≠ -4, 4)

intervalos de análisis : (-∞, -4); -4, 2; 2, 4; 4, 8; 8, +∞
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tomamos x = -5 ∈ (-∞, -4) ⟹ f' (-5 ) = -
-5 - 2 -5 - 8

(-5)2 - 162
⟹

⟹ f' (-5 ) = -
(-7) -13

25 - 162
= -

(7) 13

92
< 0

tomamos x = 0 ∈ -4, 2 ⟹ f' 0 = -
0 - 2 0 - 8

02 - 162
⟹

⟹ f' 0 = -
-2 -8

-162
= -

2 8

162
< 0

tomamos x = 3 ∈ 2, 4 ⟹ f' 3 = -
3 - 2 3 - 8

32 - 162
⟹

⟹ f' 3 = -
1 (-5)

32 - 162
= -

(-5)

(-7)2
= -

(-5)

49
=

5

49
> 0

tomamos x = 5 ∈ 4, 8 ⟹ f' (5) = -
5 - 2 5 - 8

52 - 162
⟹

⟹ f' (5) = -
3 -3

25 - 162
= -

-9

92
=

9

81
> 0

tomamos x = 9 ∈ 8, +∞ ⟹ f' 9 = -
9 - 2 9 - 8

92 - 162
⟹

⟹ f' 9 = -
(7) 1

81 - 162
= -

7

652
< 0

-----------

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = -4 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = -4

pero tanto f (x) como f' (x) no están definidas en x0 = -4. Hay una discontinuidad

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 2 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 2 hay un Mínimo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 4 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 4

pero tanto f (x) como f' (x) no están definidas en x0 = 4. Hay una discontinuidad

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 8 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 8
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por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 8 hay un Máximo relativo de f (x)

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = 2, 4 ⋃ 4, 8

I↓ (f) = (-∞, -4) ⋃ -4, 2 ⋃ 8, +∞

---------------------

f (x) =
x - 5

x2 - 16
; f' (x) = -

x - 2 x - 8

x2 - 162

x0 = -4 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 = 2 es Mínimo relativo y el valor mínimo es
1

4
x0 = 4 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 = 8 es Máximo relativo y el valor mínimo es
1

16

-----------------------

Calculemos las asíntotas :

AV : f (x) puede tener asíntotas verticales en los x que no están en el Dom (f)

x = -4 y x = 4 son candidatas a ser AV

Calculemos los límites laterales en x = 4 y en x = -4

lim
x⟶4+

x - 5

x2 - 16
= lim
x⟶4+

x - 5

(x - 4) (x + 4)
=

-1

0+ · 8
= -∞ ⟹ x = 4 es AV de f (x) por derecha

lim
x⟶4-

x - 5

x2 - 16
= lim
x⟶4-

x - 5

(x - 4) (x + 4)
=

-1

0- · 8
= +∞ ⟹ x = 4 es AV de f (x) por izquierda

Ahora en x = -4

lim
x⟶-4+

x - 5

x2 - 16
= lim
x⟶-4+

x - 5

(x - 4) (x + 4)
=

-9

-8 · 0+
= +∞ ⟹ x = -4 es AV de f (x) por derecha
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lim
x⟶-4-

x - 5

x2 - 16
= lim
x⟶-4-

x - 5

(x - 4) (x + 4)
=

-9

-8 · 0-
= -∞ ⟹ x = -4 es AV de f (x) por izquierda

------------------------------

AH:

lim
x⟶+∞

x - 5

x2 - 16
= lim
x⟶+∞

x 1 - 5
x


x2 1 - 16
x2

= lim
x⟶+∞

1 - 5
x


x 1 - 16
x2

= 0

⟹ la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  +∞

lim
x⟶-∞

x - 5

x2 - 16
= lim
x⟶-∞

x 1 - 5
x


x2 1 - 16
x2

= lim
x⟶-∞

1 - 5
x


x 1 - 16
x2

= 0

⟹ la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  -∞

--------------------

AO : asíntota oblicua y = mx+b en el ∞

m = lim
x⟶∞

f (x)

x
= lim
x⟶∞

x-5
x2-16

x
= lim
x⟶∞

x 1 - 5
x


x x2 - 16
= lim
x⟶∞

x 1 - 5
x


x · x2 1 - 16
x2

=

= lim
x⟶∞

1 - 5
x


x2 1 - 16
x2

= 0

Entonces f (x) NO tiene AO para x⟶∞

------------------------------------------

Resumiendo asíntotas :

la recta vertical x = 4 es AV de f (x) para x⟶4+ y su límite da -∞

la recta vertical x = 4 es AV de f (x) para x⟶4- y su límite da +∞

la recta vertical x = -4 es AV de f (x) para x⟶-4+ y su límite da +∞

la recta vertical x = -4 es AV de f (x) para x⟶-4- y su límite da -∞

la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  +∞

la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  -∞

f (x) NO tiene AO para x⟶∞

---------------------
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Gráfico: color azul : f (x) =
x - 5

x2 - 16
;

x0 = -4 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 = 2 es Mínimo relativo y el valor mínimo es
1

4
x0 = 4 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 = 8 es Máximo relativo y el valor mínimo es
1

16

-10 -5 5 10

-2

-1

1

2

----------------------------------------------------

hallar Dom (f), I↑ (f), I↓ (f), extremos locales, AV y AH y graficar

Ej 15 j)

f (x) =
x2 - x - 6

x2 - x

El denominador no debe ser cero ⟹ x2 - x ≠ 0 ⟹ x x - 1 ≠ 0 ⟹

⟹ x ≠ 0 y x ≠ 1

f está definida ∀ x ∈  - {0, 1} pues el denominador no debe ser cero

Entonces

Dom (f) =  - {0, 1}

-------------------

Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)
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--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 
x2 - x - 6

x2 - x

'
=
x2 - x - 6' · x2 - x - x2 - x - 6 · x2 - x'

x2 - x2
=

=
2 x - 1 · x2 - x - x2 - x - 6 · 2 x - 1

x2 - x2
=
2 x - 1 x2 - x - x2 + x + 6

x2 - x2
=

=
2 x - 1 6

x2 - x2
=
6 · 2 x - 1

x2 - x2

Entonces f' (x) =
6·(2 x - 1)

x2 - x2

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹
6 · 2 x - 1

x2 - x2
= 0 ⟹ 6 · 2 x - 1 = 0

⟹ 2 x - 1 = 0 ⟹ x =
1

2

Por lo tanto C0 f' = 
1

2


Entonces x =
1

2
; es el único punto crítico de f

3 dado que f' (x) =
6 · 2 x - 1

x2 - x2
es continua en  - {0, 1} aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f' y las discontinuidades de f si hubiera x ≠ 0, 1

intervalos de análisis : -∞, 0; 0,
1

2
;

1

2
, 1 ; 1, +∞

tomamos x = -1 ∈ -∞, 0 ⟹ f' -1  =
6 · 2 · -1  - 1

-12 - -1
2

⟹

⟹ f' -1  =
6 · -2 - 1

1 + 12
=
6 · -3

22
=
-18

4
=
-9

2
< 0

tomamos x =
1

4
∈ 0,

1

2
⟹ f'

1

4
=

6 · 2  1
4
 - 1

 1
4

2
-  1

4


2
⟹

⟹ f'
1

4
=

6 ·  1
2
- 1

 1
16
- 1

4

2
=
6 · - 1

2


- 3
16

2

=
-3

 3
16

2
< 0
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tomamos x =
3

4
∈

1

2
, 1 ⟹ f'

3

4
=
6 · 2  3

4
 - 1

 3
4

2
-  3

4


2
⟹

⟹ f'
3

4
=
6 ·  3

2
- 1

 9
16
- 3

4

2
=
6 ·  1

2


- 3
16

2
=

3

 3
16

2
> 0

tomamos x = 2 ∈ 1, +∞ ⟹ f' 2 =
6 · 2 · 2 - 1

22 - 22
⟹

⟹ f' 2 =
6 · 3

4 - 22
=

18

22
=
18

4
> 0

-----------

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 0 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 0

pero tanto f (x) como f' (x) no están definidas en x0 = 0. Hay una discontinuidad

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 =
1

2
y f' (x) > 0 a la derecha de x0 =

1

2

por el criterio de la 1 er derivada en x0 =
1

2
hay un Mínimo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 1 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 1

pero tanto f (x) como f' (x) no están definidas en x0 = 1. Hay una discontinuidad

El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = 2, 4 ⋃ 4, 8

I↓ (f) = (-∞, -4) ⋃ -4, 2 ⋃ 8, +∞

---------------------
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f (x) =
x2 - x - 6

x2 - x
; f' (x) =

6 · 2 x - 1

x2 - x2

x0 = 0 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 =
1

2
es Mínimo relativo y el valor mínimo es 25

x0 = 1 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

-----------------------

Calculemos las asíntotas :

AV : f (x) puede tener asíntotas verticales en los x que no están en el Dom (f)

x = 0 y x = 1 son candidatas a ser AV

Calculemos los límites laterales en x = 0 y en x = 1

factorizamos el numerador como :

x2 - x - 6 = x + 2 x - 3

lim
x⟶0+

x2 - x - 6

x2 - x
= lim
x⟶0+

x + 2 x - 3

x x - 1
=

2 · -3

0+ · -1
= +∞ ⟹ x = 0 es AV de f (x) por derecha

lim
x⟶0-

x2 - x - 6

x2 - x
= lim
x⟶0-

x + 2 x - 3

x x - 1
=

2 · -3

0- · -1
= -∞ ⟹ x = 0 es AV de f (x) por izquierda

Ahora en x = 1

lim
x⟶1+

x2 - x - 6

x2 - x
= lim
x⟶1+

x + 2 x - 3

x x - 1
=
3 · -2

1 · 0+
= -∞ ⟹ x = 1 es AV de f (x) por derecha

lim
x⟶1-

x2 - x - 6

x2 - x
= lim
x⟶1-

x + 2 x - 3

x x - 1
=
3 · -2

1 · 0-
= +∞ ⟹ x = 1 es AV de f (x) por izquierda

------------------------------

AH:

lim
x⟶+∞

x2 - x - 6

x2 - x
= lim
x⟶+∞

x2 1 - 1
x
- 6

x2


x2 1 - 1
x


= lim
x⟶+∞

1 - 1
x
- 6

x2


1 - 1
x


= 1

⟹ la recta horizontal y = 1 es AH de f (x) para x  +∞

lim
x⟶-∞

x2 - x - 6

x2 - x
= lim
x⟶-∞

x2 1 - 1
x
- 6

x2


x2 1 - 1
x


= lim
x⟶-∞

1 - 1
x
- 6

x2


1 - 1
x


= 1

⟹ la recta horizontal y = 1 es AH de f (x) para x  -∞

--------------------

AO : asíntota oblicua y = mx+b en el ∞
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m = lim
x⟶∞

f (x)

x
= lim
x⟶∞

x2-x-6
x2-x

x
= lim
x⟶∞

x2 - x - 6

x x2 - x
= lim
x⟶∞

x2 1 - 1
x
- 6

x2


x · x2 1 - 1
x


=

= lim
x⟶∞

1 - 1
x
- 6

x2


x 1 - 1
x


= 0

Entonces f (x) NO tiene AO para x⟶∞

------------------------------------------

Resumiendo asíntotas :

la recta vertical x = 0 es AV de f (x) para x⟶0+ y su límite da +∞

la recta vertical x = 0 es AV de f (x) para x⟶0- y su límite da -∞

la recta vertical x = 1 es AV de f (x) para x⟶1+ y su límite da -∞

la recta vertical x = 1 es AV de f (x) para x⟶1- y su límite da +∞

la recta horizontal y = 1 es AH de f (x) para x  +∞

la recta horizontal y = 1 es AH de f (x) para x  -∞

f (x) NO tiene AO para x⟶∞

---------------------

Gráfico: color azul : f (x) =
x2 - x - 6

x2 - x
; color naranja : y = 1 AH

x0 = 0 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 =
1

2
es Mínimo relativo y el valor mínimo es 25

x0 = 1 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad
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hallar Dom (f), I↑ (f), I↓ (f), extremos locales, AV y AH y graficar

Ej 15 k)

f (x) =
8 - 3 x

x2 - 2 x
=
-3 x - 8

3


x x - 2

El denominador no debe ser cero ⟹ x2 - 2 x ≠ 0 ⟹ x x - 2 ≠ 0 ⟹

⟹ x ≠ 0 y x ≠ 2

f está definida ∀ x ∈  - {0, 2} pues el denominador no debe ser cero

Entonces

Dom (f) =  - {0, 2}

-------------------

Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)

--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 
8 - 3 x

x2 - 2 x

'
=
[8 - 3 x]' · x2 - 2 x - 8 - 3 x · x2 - 2 x

'

x2 - 2 x2
=

=
-3 · x2 - 2 x - 8 - 3 x · 2 x - 2

x2 - 2 x2
=
-3 x2 + 6 x - 16 x - 6 x2 - 16 + 6 x

x2 - 2 x2
=

=
-3 x2 + 6 x - 16 x + 6 x2 + 16 - 6 x

x2 - 2 x2
=
3 x2 - 16 x + 16

x2 - 2 x2
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Entonces f' (x) =
3 x2 - 16 x + 16

x2 - 2 x2

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹
3 x2 - 16 x + 16

x2 - 2 x2
= 0 ⟹ 3 x2 - 16 x + 16 = 0

resolvamos la ecuación cuadrática :

x1,2 =
-b ± b2 - 4 · a · c

2 · a
=
--16 ± -162 - 4 · 3 · 16

2 · 3
=

=
16 ± -162 - 4 · 3 · 16

6
=
16 ± 16 · 16 - 12

6
=
16 ± 16 · 4

6
=
16 ± 16 · 4

6

=
16 ± 4 · 2

6
=
16 ± 8

6
⟹ x1 =

16 + 8

6
=
24

6
= 4 ó x2 =

16 - 8

6
=
8

6
=
4

3

⟹ x = 4 ó x =
4

3

Por lo tanto C0 f' = 
4

3
, 4 

Entonces x =
4

3
; x = 4 son los puntos críticos de f

Aprovechemos las raíces del numerador para factorizarlo:

3 x2 - 16 x + 16 = 3 x -
4

3
(x - 4)

⟹ f' (x) =
3 x2 - 16 x + 16

x2 - 2 x2
=
3 x - 4

3
 (x - 4)

x2 - 2 x2

3 dado que f' (x) =
3 x - 4

3
 (x - 4)

x2 - 2 x2
es continua en  - {0, 2} aplicamos el

corolario del Teorema de Bolzano en los intervalos determinados

entre los ceros de f' y las discontinuidades de f si hubiera x ≠ 0, 2

intervalos de análisis : -∞, 0; 0,
4

3
;

4

3
, 2 ; 2, 4; (4, +∞)

tomamos x = -1 ∈ -∞, 0 ⟹ f' -1  =
3 -1 - 4

3
 -1 - 4

-12 - 2 · -1
2

⟹
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⟹ f' -1  =
3 - 7

3
 (-5)

1 + 22
=
(-7) (-5)

32
=
35

9
> 0

tomamos x = 1 ∈ 0,
4

3
⟹ f' 1 =

3 1 - 4
3
 1 - 4

12 - 2 · 12
⟹

⟹ f' 1 =
3 - 1

3
 -3

-12
=
-1 -3

1
=
3

1
> 0

tomamos x =
5

3
∈

4

3
, 2 ⟹ f'

5

3
=
3  5

3
- 4

3
  5

3
- 4

 5
3

2
- 2 · 5

3

2

⟹

⟹ f'
5

3
=
3  1

3
 - 7

3


 25
9
- 10

3

2

=
1 · - 7

3


- 5
3

2

=
- 7

3


25
9

< 0

tomamos x = 3 ∈ 2, 4 ⟹ f' 3 =
3 3 - 4

3
 3 - 4

32 - 2 · 32
⟹

⟹ f' 3 =
3  5

3
 -1

9 - 62
=
5 -1

32
=
-5

9
< 0

tomamos x = 5 ∈ (4, +∞) ⟹ f' (5) =
3 5 - 4

3
 (5 - 4)

52 - 2 · 52
⟹

⟹ f' (5) =
3  11

3
 1

25 - 102
=

11

152
> 0

-----------

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 = 0 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 0

pero tanto f (x) como f' (x) no están definidas en x0 = 0. Hay una discontinuidad

Vemos que f' (x) > 0 a la izquierda de x0 =
4

3
y f' (x) < 0 a la derecha de x0 =

4

3

por el criterio de la 1 er derivada en x0 =
4

3
hay un Máximo relativo de f (x)

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 2 y f' (x) < 0 a la derecha de x0 = 2

pero tanto f (x) como f' (x) no están definidas en x0 = 2. Hay una discontinuidad

Vemos que f' (x) < 0 a la izquierda de x0 = 4 y f' (x) > 0 a la derecha de x0 = 4

por el criterio de la 1 er derivada en x0 = 4 hay un Mínimo relativo de f (x)
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El corolario del Teo de Bolzano aplicado a f' (x) nos permite construir la tabla :

Además se obtienen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = -∞, 0 ⋃ 0,
4

3
⋃ (4, +∞)

I↓ (f) =
4

3
, 2 ⋃ 2, 4

---------------------

f (x) =
8 - 3 x

x2 - 2 x
=
-3 x - 8

3


x x - 2
; f' (x) =

3 x - 4
3
 (x - 4)

x2 - 2 x2

x0 = 0 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 =
4

3
es Máximo relativo y el valor máximo es -

9

2
x0 = 2 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 = 4 es Mínimo relativo y el valor mínimo es -
1

2

-----------------------

Calculemos las asíntotas :

AV : f (x) puede tener asíntotas verticales en los x que no están en el Dom (f)

x = 0 y x = 2 son candidatas a ser AV

Calculemos los límites laterales en x = 0 y en x = 2

lim
x⟶0+

8 - 3 x

x2 - 2 x
= lim
x⟶0+

-3 x - 8
3


x x - 2
=
-3 · - 8

3


0+ · -2
= -∞ ⟹ x = 0 es AV de f (x) por derecha

lim
x⟶0-

8 - 3 x

x2 - 2 x
= lim
x⟶0-

-3 x - 8
3


x x - 2
=
-3 · - 8

3


0- · -2
= +∞ ⟹ x = 0 es AV de f (x) por izquierda

Ahora en x = 2

lim
x⟶2+

8 - 3 x

x2 - 2 x
= lim
x⟶2+

-3 x - 8
3


x x - 2
=
-3 · - 2

3


2 · 0+
= +∞ ⟹ x = 2 es AV de f (x) por derecha
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lim
x⟶2-

8 - 3 x

x2 - 2 x
= lim
x⟶2-

-3 x - 8
3


x x - 2
=
-3 · - 2

3


2 · 0-
= -∞ ⟹ x = 2 es AV de f (x) por izquierda

------------------------------

AH:

lim
x⟶+∞

8 - 3 x

x2 - 2 x
= lim
x⟶+∞

x  8
x
- 3

x2 1 - 2
x

= lim
x⟶+∞

 8
x
- 3

x 1 - 2
x

= 0

⟹ la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  +∞

lim
x⟶-∞

8 - 3 x

x2 - 2 x
= lim
x⟶-∞

x  8
x
- 3

x2 1 - 2
x

= lim
x⟶-∞

 8
x
- 3

x 1 - 2
x

= 0

⟹ la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  -∞

--------------------

AO : asíntota oblicua y = mx+b en el ∞

m = lim
x⟶∞

f (x)

x
= lim
x⟶∞

8-3 x
x2-2 x

x
= lim
x⟶∞

8 - 3 x

x x2 - 2 x
= lim
x⟶∞

x  8
x
- 3

x · x2 1 - 2
x

=

= lim
x⟶∞

 8
x
- 3

x2 1 - 2
x

= 0

Entonces f (x) NO tiene AO para x⟶∞

------------------------------------------

Resumiendo asíntotas :

la recta vertical x = 0 es AV de f (x) para x⟶0+ y su límite da -∞

la recta vertical x = 0 es AV de f (x) para x⟶0- y su límite da +∞

la recta vertical x = 2 es AV de f (x) para x⟶2+ y su límite da +∞

la recta vertical x = 2 es AV de f (x) para x⟶2- y su límite da -∞

la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  +∞

la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  -∞

f (x) NO tiene AO para x⟶∞

---------------------
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Gráfico: color azul : f (x) =
8 - 3 x

x2 - 2 x
; color naranja : y = 0 AH

x0 = 0 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 =
4

3
es Máximo relativo y el valor máximo es -

9

2
x0 = 2 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 = 4 es Mínimo relativo y el valor mínimo es -
1

2
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-10

-5

5

10

15

----------------------------------------------------

hallar Dom (f), I↑ (f), I↓ (f), extremos locales, AV y AH y graficar

Ej 15 l)

f (x) =
x

x2 - 1
=

x

x - 1 x + 1

El denominador no debe ser cero ⟹ x2 - 1 ≠ 0 ⟹ x - 1 x + 1 ≠ 0 ⟹

⟹ x ≠ -1 y x ≠ 1

f está definida ∀ x ∈  - {-1, 1} pues el denominador no debe ser cero

Entonces

Dom (f) =  - {-1, 1}

-------------------

Para calcular I↑ (f), I↓ (f) y extremos locales : analizamos f' (x)
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--------------------------

1 Se calcula f' (x) = 
x

x2 - 1

'
=
[x]' · x2 - 1 - x · x2 - 1'

x2 - 12
=

=
1 · x2 - 1 - x · 2 x

x2 - 12
=
x2 - 1 - 2 x2

x2 - 12
=

-x2 - 1

x2 - 12
= -

x2 + 1

x2 - 12

Entonces f' (x) = -
x2 + 1

x2 - 12

2 planteamos f' (x) = 0 para obtener los puntos críticos de f

f' (x) = 0 ⟹ -
x2 + 1

x2 - 12
= 0 ⟹ x2 + 1 = 0 ⟹ x2 = -1

No tiene solución porque no existe x que elevado al cuadrado dé - 1

Por lo tanto C0 f' = ϕ

Entonces f (x) no tiene puntos críticos

3 dado que f' (x) = -
x2 + 1

x2 - 12
es continua en  - {-1, 1}

y además observemos que f' (x) < 0 ∀ x ∈  - {-1, 1}

Entonces f (x) es decreciente ∀ x ∈  - {-1, 1}

f (x) NO tiene extremos relativos

Analicemos los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f

I↑ (f) e I↓ (f) :

---------------------

I↑ (f) = ϕ

I↓ (f) = -∞, -1 ⋃ -1, 1 ⋃ 1, +∞

---------------------

f (x) =
x

x2 - 1
=

x

x - 1 x + 1
; f' (x) = -

x2 + 1

x2 - 12

x0 = -1 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 = 1 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

-----------------------

Calculemos las asíntotas :

AV : f (x) puede tener asíntotas verticales en los x que no están en el Dom (f)
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x = -1 y x = 1 son candidatas a ser AV

Calculemos los límites laterales en x = 1 y en x = -1

lim
x⟶1+

x

x2 - 1
= lim
x⟶1+

x

x - 1 x + 1
=

1

0+ · 2
= +∞ ⟹ x = 1 es AV de f (x) por derecha

lim
x⟶1-

x

x2 - 1
= lim
x⟶1-

x

x - 1 x + 1
=

1

0- · 2
= -∞ ⟹ x = 1 es AV de f (x) por izquierda

Ahora en x = -1

lim
x⟶(-1)+

x

x2 - 1
= lim
x⟶(-1)+

x

x - 1 x + 1
=

1

-2 · 0+
= -∞ ⟹ x = -1 es AV de f (x) por derecha

lim
x⟶(-1)-

x

x2 - 1
=

lim
x⟶(-1)-

x

x - 1 x + 1
=

1

-2 · 0-
= +∞ ⟹ x = -1 es AV de f (x) por izquierda

------------------------------

AH:

lim
x⟶+∞

x

x2 - 1
= lim
x⟶+∞

x

x2 1 - 1
x2

= lim
x⟶+∞

1

x 1 - 1
x2

= 0

⟹ la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  +∞

lim
x⟶-∞

x

x2 - 1
= lim
x⟶-∞

x

x2 1 - 1
x2

= lim
x⟶-∞

1

x 1 - 1
x2

= 0

⟹ la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  -∞

--------------------

AO : asíntota oblicua y = mx+b en el ∞

m = lim
x⟶∞

f (x)

x
= lim
x⟶∞

x
x2-1

x
= lim
x⟶∞

x

x x2 - 1
= lim
x⟶∞

1

x2 1 - 1
x2

= 0

Entonces f (x) NO tiene AO para x⟶∞

------------------------------------------

Resumiendo asíntotas :

la recta vertical x = 1 es AV de f (x) para x⟶1+ y su límite da +∞

la recta vertical x = 1 es AV de f (x) para x⟶1- y su límite da -∞

la recta vertical x = -1 es AV de f (x) para x⟶-1+ y su límite da -∞

la recta vertical x = -1 es AV de f (x) para x⟶-1- y su límite da +∞
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la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  +∞

la recta horizontal y = 0 es AH de f (x) para x  -∞

f (x) NO tiene AO para x⟶∞

---------------------

Gráfico: color azul : f (x) =
x

x2 - 1
; color naranja : y = 0 AH

x0 = -1 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad

x0 = 1 ni f (x) ni f' (x) están definidas. Discontinuidad
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