Nociénde limite

conceptual : si tengo la siguiente expresién : 4 x3, pensemos qué sucede cuando x - +® ?
Imaginen que x vale 1000.

x% sera (1000)° = 1000 - 1000 - 1000 = 10°, mil millones y por 4, dara 4000 millones.

Y si tomo un x mas grande todavia,

es claro que va a dar mas grande aun, porque esté al cubo.

Entonces para x » +o, dara como resultado + .

3

Esta idea del comportamientode £ (x) =4 x> en +» seescribeasi:

limax®=+w
X+

y se lee "el limite cuando x tiende a +xo de 4x%3 es +oo"

Peroquepasasix-» - (sixtiendea -w) ?

como X es muy negativo y esté elevado al cubo,

el resultado serd mucho mas negativo, por el cubo.

3

Esta idea del comportamientode £ (x) =4 x> en - seescribeasi:

lim4x*= -
X->-00

y se lee "el limite cuando x tiende a -» de 4x3 es -oo"

nz0)- Plot[4 %%, {x, -4, 4}, PlotRange » {{-4, 4}, {-10, 10}}, AspectRatio » 0.5]

10

Out[30]= L . . . I . . . i ! . . I . . . ]
—4 -2 L 2 4

Otro concepto : qué pasa si tengo un numero en el numerador,

pero el denominador es mds grande?
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1
Por ejemplo : —
X

1
Si x =1000, — dacomo resultado =0.00lo0seal03

x 1000

Ysix=1000000=1millén = 10°

1 ) 1 .
= dara = 0.000001 = 10"

% 1000000 1millén

Es decir, que amedida que x sea cada vez més grande,

como esté en el denominador, el cociente se va pareciendomasao.

Enel limite, cuandox -» +» £ (x) tiendea0 (f (x) -» 0)

1
Esta idea del comportamientode f (x) = — en +© seescribeasi:
X

. 1
lim —=0
X->+0 X

Ah, peroentonces la rectahorizontaly = 0 es asintotahorizontal. Ok,

ver definicién debajo

1
nsa- Plot[=, {x, -10, 10}, PlotRange -» {{-10, 10}, {-10, 10}}, AspectRatio -» 0.75]
X

10

outf34l= | ! \ j
-10 = i 5 10

Idem para x negativos, piensen qué sucede si tomo x cada vez mas negativos :
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1
— se ird aproximandoa 0 , pero con valores negativos,

X
cercade 0 (se aproxima por debajodel 0)

1

— - _0.000001=-10"° , etc. etc., sitomamosvaloresmas negativos
-1000000

Definicién Asintota horizontal :

Silimf (x) =b , bunnimero real, se dice que la recta horizontal

X->+00

es Asintotahorizontalde f (x) parax - +w

Silimf (x) =c , cunnumeroreal, sedice que la recta horizontal

X—>-00

es Asintotahorizontalde f (x) parax - -

Los valores de £ (x) se van aproximando cada
vez mas al valorb ("por arriba o por debajo de b")

ynuncavaleb salvoenel limite cuandox tiendea +

De manera similar, los valores de £ (x) se van aproximando cada vez mas al valor c
("por arriba o por debajo de c")

ynuncavalec salvoenel limite cuandox tiendea -

Puede suceder que

1. - £ (x) tengauna asintotahorizaontaly =b cuandox » +®

y otra asintotahorizontaly = c cuandox - -©

62. -que sealamismay =b = c tantoparax » +o comoparax -» -,

o0 3. - que tenga asintotahorizontaly = e sélocuandox -» +oyqueparax -» -
no tenga asintota horizontal

0 4. - que tenga asintotahorizontaly =t sélocuandox -» -y que parax - +w
no tenga asintota horizontal

0 5. - que no tenga asintota horizontal ni para x » +oonipara x-» -

Algebrade Limites
Sean a, b nimeros realesy f (x) y g (x) dos funciones.

1.-Silimf(x) =a ylimg(x)=b = 1lim [f(x)+*tg(x)] =a +Db

X+

"si existe el limite de cada una de
las funciones, el limite de una suma de funciones

es la suma de los limites de cada una de ellas. Idem con la resta"

| 3
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2.-Silim £ (x) =a y limg(x) =b = 1lim [f£(x) -g(x)] =a - b
X+ X+

X—+0

"si existe el limite de cada una de
las funciones, el limite de un producto de funciones

es el producto de los limites de cada una de ellas"

A . . £ (%) a
3.-Silim f(x) =a y limg (x) =b (b#O) = l:Lm[ ]=—
R>+00 X5+ x2to g (x) b
"si existe el limite de cada una de
las funciones, el limite de un cociente de funciones

es el cociente de los limites de cada una de ellas"

4. - Silim £f (x) =a y kesunnumeroreal = lim [k-£f (x)] =k - 1lim £ (x) =k - a
X+

X-+0© X+

5.-Silimf(x)=a y limg(x) =b (a>0) = lim £ (x)9 (X) -

X—>+0 X-+00

6. - sikesunnumeroreal lim k =k (Ejemplo : 1lim 5 = 5)

X+ X+

7.- Silim £ (x) =a = 1lim |f (x)}| = ]a}l

X+

|+
8

7.-Silim £ (x) =a y lim g (x) =0 = 1lim [f (x) +g (x)] =
X-+0 X-+00

X—>+0

8.1-Silim £ (x) =a y lim g (x) =to = lim [£ (x).g (x)] = o (sia>0)
8.2-Silim £ (x) =a y lim g (x) =to = lim [£ (x).g (x)] = %o (sia<0)

9.1- Silim f (x) = +t® y k esunnumero real,

k#0 = 1lim [k-£ (x)] =k - lim f (x) = o

X->+00

9.2- Silim f (X) =+t y kesunnumeroreal, k#0 = lim [k/f (X)] =k/ lim £ (x) =0
X-+00 X-+00

X-+00

10. - Si lim £ (x)

X+

a ylimg(x) =+0 = 1lim [£(x)/g(x)] =0 (V a€eR)

X-+
Los demas casos de producto y divisién deben analizarse caso por caso

Los mismos resultados se aplican para cuando el 1limite se calculaparax -» -©

Regla para el cdlculode limites cuando x » tw

Cuando se calculael limite cuando x » +© del cocientede f (x) cong (x)
con f y g funciones polindémicas conviene sacar factor comin x elevado al maximo

exponente tanto en numerador como denominador

i) el numerador tiene un exponente en x mayor que en el denominador
f(x) =x+2x%x%-%x+5

g (x) =x?+3x-4

Entonces



3 2 _ 1 _ 5
1imf(x) - 1lim x3+2x2—x+5_limx (1+x x2+x3)
X240 g (x) x>t D »2 4 3 x_4 X5+ 2(2+;_i)

x x?
x3
simplificando x3 con x? , — =x, esdecir:
X
x(1+a—%+%) (1+&—%+%)
lim X% - 1lim [x =] =
X+ (2 + 3 A) T x5+ (2 + 3 A) -
X xz X xz
(1+£—L+i) lim (1+&—L2 %)
1im l'm[ x x? x3 ] 1im X5+ X x x
imx - 1i = limx -
X+ X—-+00 (2+l_ Lz) X+ lim (2+1_ %)
X X X+ X X

veamos si existen los limites del numerador y del denominador :

1
teniendo en cuentaque — >0 que — »> 0yque — - O cuandox -» +®
x x2 x3
entonces en el numerador
2 1 5 2 1 5
lim |1+ —=-—+ —| =1lim 1+1lim —-1lim —+1lim —=1+0-0+0=1
X->+00 x x2 x3 X->+00 X5+ g7 X->+00 x2 X+ x3
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3
Idemen el denominador: — - 0y que = 0 cuando x -» +

X

Entonces, juntando todo y como existen los limites del numerador y del

denominador

. x3+42x%-x+5
lim ———=. ... .. =
¥4 2 %24+ 3x-4

. 2 1 5
lim (1+;——2+x—3)

X+

= limx -
xore lim (242 - %)
X

ii) el numerador tiene un exponente en x igual que en el denominador

3x2-2x+3

£ (x)
g(x) =-2x2+3x-1

Entonces

lim = 1lim

£ (x) . 3x2-2x+3

= lim

X

X->+00 x2

x2 (3—i+

=)
x2

X240 g (x) X3t _ D 2 L 3¢ _ 1 x>t 2 (_2+ 3
X

1
2

)

3 4 3 4
lim [2+—-—2) =1lim 2+1im —-1im —=2+0-0=2

X—+00 X+ g

| 5
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2

%

simplificando x? con x? , — =1, queda:
X
b2
lim ——x *x*/
X+ (_2 + 3 _ L)
x  x?

veamos si existen los limites del numerador y del denominador :

en el numerador y teniendo en cuenta que — - 0 y que - - 0 cuandox - +©
X

2 3 2 3
lim (3——+—] =1lim 3-1im —+1lim — =3-0+0=3

X->+00 x x2 X->+00 X+ g X->+00 x2
. 3 1
Idemen el denominador : — - 0 y que - - 0 cuando x -» +®
x X

3 1 3 1
lim (—2+———) =1lim -2+ 1lim —-1im — =-2+0-0=-2

=+ —>+00 —>+00 —>+00
¥ X X ¥ ¥ x * x

Entonces, juntando todo y como existen los 1limites del numerador y del

denominador
; 2 _ 3
. 3x2-2x+3 1'3,':2 (3_x+x2) 3 3
llm—:.....= = = - -
o _2x?24+3x-1 1lim (_2+§_L) (_2) 2
X+ X x2

Cuando el numerador y el denominador tienen como maximo exponente de x el mismo grado
el resultadodel limite cuando x » +t© es el cociente de los coeficientes que

acompafian a 1los exponentes de mayor e igual grado

iii) el numerador tiene un exponente en x menor que en el denominador
f(x) =-2x+7

g(x) =5x>+3x-1

Entonces

yi
£ (%) -2x+7 x(—2+;)
lim =lim —— = 1im
X+ g(x) X+ 5x2+3x_1 x_)+oox2 5+§_L)
x

simplificando x conx? , queda — :

X
lim —(_2+i) = lim [~ (_2+i)

X->+00 x(5+l_L) X+ T oo (5+1_L)
x  x? x  x?

1
veamos si existen los limites de — y del numerador y del denominador del 2 do factor :
X

1
Por una parte 1lim — =0
X-+0 x
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7
En el numerador y teniendo en cuentaque — - 0 cuandox -» +
X

7 7
lim(—2+—) =1lim-2+1im—=-2+0=-2

X+ X+ X+
X X

3
Idemen el denominador : como — - 0 y que = - 0 cuando x -» +®©
x b 4

3 1 3 1
lim[5+———] =1lim5+1im—-1im—=5+0-0=5

(oo} (oo} —+00 —+00
X+ x x2 X+ X3+ g X+ 9o

1
Entonces, juntando todo y como existen los limites de —

x
y del numerador y del denominador del 2 do factor :
-2x+7
lim ——=. ... .. =
40 5 x2,.3x-1
(—2+1) lim (—2+1) _2
= lim — = =lim — —— - =0 (—)=0
e x 5+1-L) X lim (5+—-L) (5)
X xz X+ xz

Veamos ahora la resolucién de algunos ejercicios

de la Practica 3 hastael Ej 5 inclusive
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PRACTICA 3

LIMITE DE FUNCIONES Y ASINTOTAS

Ejercicio 1.- Analizando 2] grafico de [, deternunar, s1 existen, lim f(x) v lim fix).

e R 17/\
-E‘:_:_ ____________ | £ i, TRl e N DL P O

Ej1l a) cuando x es muy negativo, esdecir, cuandox -» - £ (x) o sea las imagenes se

aproximan al valor y = 3 pero nunca lo alcanzan. En el 1limite cuando x » - o podemos

suponer que f (x) sera 3. Este resultado lo escribimos asi :

lim f (x) = 3

X—-00

Este resultado se ajusta a la definicién que hemos dado de Asintota horizontal :
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cuando 1lim f (x) = 3 decimos que la recta horizontal

X—-00

y = 3 esAsintotahorizontalde f (x) cuandox -» -

Cuando f (x) tiene una asintotacomoy =
3 cuando x » - suele decirse también que "f (x) tiende

asintéticamente al valor 3 cuando x--o "

Observacién: f (x) tiende asintéticamente al valor 3 por debajo, esto quiere decir

que va tomando valores cada vez mas cercanos a 3 cuando x va siendo cada vez mas negativo

por ejemplo, 2.9999; 2.99999; 2.999999; 2.9999999; ... ....

enel limite cuando x » -o» dara 3
Ahora veamos el comportamientode £ (x) para x muy positivos :
apartirdel graficode f (x) vemos que se va aproximando al valor 1 ("por arriba del 1")
En este caso escribimos :

lim £ (x) = 1

X—>+00
Este resultado también se ajusta a la definicién que hemos dado de Asintota horizontal :
cuando 1lim f (x) =1 decimos que la recta horizontal
X->+®

y =1 esAsintotahorizontalde f (x) cuandox - +®

Cuando £ (x) tiene una asintotacomoy =
1 cuando x » +o suele decirse también que "f (x) tiende

asintéticamente al valor 1 cuando x—+w "
Observacién : f (x) tiende asintéticamente al valor 1 por arriba, esto quiere decir
que va tomando valores cada vez mas cercanos a 1 cuando x va siendo cada vez mas positivo

por ejemplo, 1.0001; 1.00001; 1.000001; 1.0000001; ... ....

enel limite cuando x - +o» dara 1

Tip - dato importante :

Recuerden que una funcién lineal del tipo f (x) =y =b esunarectahorizontal

que pasaporbenel ejey

Por ejemplo, y =3

| 9



10 | Resolucion Practica 3 hasta Ej 5 - Limites en infinito y asintotas horizontales.nb

n21= Plot[3, {x, -10, 10}]

B [¢]
LI e

T

out[12]= 2

- N
LA e

T

L L L L Il L L L L L L L L Il L L L L Il

I
-10 -5 r 5 10

y que una recta vertical (que no es funcién) se escribe como x =
a conaunvalorenelejex
Por ejemplo,

x=-2

n21}= Graphics[Line[{{-2, -10}, {-2, 10}}],

PlotRange » {{-4, 2}, {-10, 10}}, Axes » True, AspectRatio —» 1]

Outfedl= b v v Lo v v b v b v b e e 1
4

5L

Vamos més rapido ahora :
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Ej1l b) los limites Existen cuando x -

t o (se usa este simbolo 3) y dan los siguientes valores :

lim £ (x) = -2 entonces y = -2es asintotahorizontalde £ (x) cuandox - +®
X+
lim £ (x) = -2 entonces y = -2es asintotahorizontalde £ (x) cuandox -» -
X->-

Ej1l c) En este caso los limites Existen cuando x » +o© (aunque unode ellosde - x)

y dan los siguientes valores :

lim £ (x) =2 entonces y =2 esasintotahorizontalde f (x) cuandox - +©
X+

lim £ (x) = - entonces f (x) no tiene asintotahorizontal cuandox - -
X—-0

Ejl d) En este caso los limites Existen cuandox -» to (aunque unode ellosde - x)

y dan los siguientes valores :

lim £ (x) = - entonces f (x) no tiene asintotahorizontal cuandox - +®
X—>+00
lim £ (x) = 1 entonces f (x) y=1 esasintotahorizontal cuandox -» -
X->-

Ej1l e) En este caso los limites Existen cuandox » +o© (aunque los dos den + ®)

y dan los siguientes valores :

lim £ (x) = +© entonces f (x) no tiene asintotahorizontal cuandox - +®

X—>+0

lim f (x) = +o entonces f (x) no tiene asintotahorizontal cuandox -» -

X—-0

Ej 1£) Eneste caso los limites NOExisten cuandox » t® (se usa este simbolo ﬁ)

y se escribe de la siguiente manera :
lim £ (x) = A
X-+00

lim £ (x) = A

X—>-0

Los limites no existen porque la funcién oscila indefinidamente tanto cuando
X - +0 como cuando X - -

y no alcanza un valor constante 6 +© 6 -

kR R R R R R R R R
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Ejercicio 2.- Calcular.

a. lim 4x° b. lim 3x°
I=>+0 Y=+
; 5 T
c. lim-2x d. lim—
X X—+e g
. 3 ) . 5 \
e. lim|—=+5 f. lim»*| 24— ;
x—+m X | X340 X/
. &Y
(6—1;!
& B2 h. lim (—7x* +9x +100)
X 5 g x—+te
X7 ( 94+—
X )
- S 3 ! . _2. JS + .“‘3 T 3
i. lim (6x° —2x°+x+9) j-  lim >
X—+oo g x—r+xc X +1
. X+ 4x . 5x% +6
k. lim Yi,w L lim ——— 5
o 22 4] e 6x” +x0 +12x
: —xt+2:° —5x \ . [ 8x —16x"
m. lim|—+5 n. lim|———
x>+l 19y +10x ] 8= Nl
3 \ ) b (9> —x+1) 5 )
0. lim{ > i I{6+i i p- Sl —— IL J
x40\ 42 1Y X J X—p+oe : —3x"+7x N X— 4 i

Ej 2a) Calcular:

lim 4%% = +o
X->+00

Por la propiedad de Algebrade limites, propiedad 9.1 -

("9.1- Si lim f(x)=tc , k un ntmero real, k#0 = lim [k-f(x)]= k-lim f(x):too")
X->+0

X+ X+

lim 4x°=4-1limx* =4 . (+) = +®
X->+0 X+

Ej2D)

lim 3% = +o

X+

Por la propiedad de Algebrade limites, propiedad 9.1 -

lim 3x3=3.1im x3 =3 . (+®) = +

X5+ X+
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Ej2c)

lim -2x° = -

X-+00
Por la propiedad de Algebrade limites, propiedad 9.1 -

lim -2x%=(-2) - 1lim x° = (-2) . (+®) = -®
(-2) (-2)

X->+00 X+

Por la propiedad de Algebrade limites, propiedad 10. -

("10.- Si lim f(x)=a y 1lim g(x)=to = lim [f(x)/g(x)]=0 (V ae]R)")

X+

lim2

- X->+© 2 2
lim — = = = =0
210 3 1imx®  limx3 (+ )
X+ X—-+0
Ej 2 e)

Acé usamos Algebra de limites de la suma pues como 3 los limites

-3 -3
lim —=0 y 1lim 5=5 = lim(—+5]=lim(—)+lim5=0+5=5

X+ g X—+00 X-+00 x X+ x X-+00

X-+00

7
lim x3 - (—2+—) = -

Aca usamos Algebra de limites del producto pues como J los limites

7 7
lim x3 =+ y lim (—2+—)=lim (-2) + lim (—) =-2+0=-2
X X

X+ X+ X+ X+

7 7
= lim x3 . (-2+—) = lim %3 - lim (-2+—) =+ - (-2) = -

- +00 - +00 —+00
X X X X x
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lim —(6_ xs_z)
xEE %2 (9+ i)

=0

Acé usamos Algebra de limites del cociente pues como 3 los limites

5 5
lim (6——)=lim6—lim—=6—0 6 vy

X+ 2 X+ X+0 2
X X

. 2 1 . 2 - 1 - 2 : . 1
lim x* |9+ —| =1im x° - 1im |9+ —| =1lim x° - [1lim 9+ 1lim — =+oo-(9+0)=+oo~9=+co
X—=>+00 x X—=+00 X—=>+00 x X=+© X—=>+00 X=+00 x
5 i _ 5
o Aem2) mm(e-d) e
e x2? (9+ l) lim x2 (9 + L) (+o)
x X+ X

También podriamos haber hecho lo siguiente :

s a (o) n o Bm(-d) 6
ot (94 L) e (942) P 1im (941) 9

x x X+

Ej2h)

lim (-7 x? +9x2 +1oo) = -

X-+00

Aca usamos Algebra de limites del producto luego de primero sacar factor comin

el término con x al exponentemas alto (x4)

9 100
-7x4+9x2+1oo=x4.(-7+—+ ]
x2

x4

pues como d los limites

. 2 ] 9 100
lim x" = +00 y 1lim |-7+ — + =
X400 X+ 2 4

X X

i . 9 . 100
lim (-7) +1lim — +1lim —) =-7+0+0 =-7
X->+0 X+ x2 X+ x4
Entonces
9 100
lim (-7x*+9%%+100) = lim x* (-7+—+ =
X->+0 X+ x2 x4
i 4 i 9 100
= lim x* - 1lim (-7 + — + = +© (-7) = -
X->+00 X+ x2 x4
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lim (6x5—2x3+x+9) = +00
X+

De nuevo, usamos Algebra de limites del producto luego de primero sacar factor comin

el término con x al exponentemas alto (xs)

2 1 9
6x°-2x3+x+9=x5. (6——+—+—)

%2 x* x5
pues como 3 los limites

; 5 . 2 1 9
lim x> =+ y lim |6-—+ —+ —| =6
X400 X400 X3 x4 %

Entonces

X->+00 X+

2 1 9
lim (6x5-2x3+x+9) = 1lim x° - (6——+—+—)

X X X

. 5 . 1 9

= lim x> -1lim (6- —+ —+ —| = +00 - 6=+
X400 X+ x3 x4 x5

Ej 2 j)

. -2x5+x3-3

1lim =0

X+ x6+1

De nuevo, usamos Algebra de limites del producto y del cociente
luego de primero sacar factor comin el término con x al exponente
mas alto (x°) en el numerador y x° en el denominador

5 i_3
-2x5+x3-3 % '('2+xz'xs) x> 1

= simplificando — = —
XG +1 x6 . (1 + Ls) X6 X
X

1
= = —_
X

y luego como J los limites

1 1 3 1
lim — =0 y lim (—2+———5J=-2 y lim (1+—)=1

X5+ g X+ x2 x

Entonces
5 1 3 1 3
-2x5+x3-3 X ‘('2"'_-—) (—2+ ——)
lim —= "% "% _1im < ) _31im = x* =/ .
Xt x6+1 xore o xS . (1 + Ls) T (1 * Ls)
X X
1_3

Coq um(-2vE-3)
lim — - =0.— =0
xove g lim (1 + L) 1

X-+00 x6
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. x?2+4x 1
lim —— = - —
X->+00 —2X2+1 2

De nuevo, usamos Algebra de limites del producto y del cociente
luego de primero sacar factor comun el término con x al exponente
mas alto (xz) en el numerador y x? en el denominador
2 4 4
%2+ 4% X -(1+x2) x2 (1+x2)

= simplificando — =1 =
-2x%+1 x2.(_2+L x? (_2+L)
x2 x2

y luego como J los limites

4 1
lim (1+—) =1 y lim (—2+—) =-2

X+ x2 X+ x2

Entonces
4 4

. x2+4x x2-(1+x—2) . (1+x_2) 1 1
lim " =lim —————— - 1lim ———— = — = - —
X+ _ X+ 2 1 X->+00 1 -

2x2+1 % .(_2+x2) (_2+x2) 2 2
Ej21)
. 5x3+6 5
lim — = —
o g3 4 x?2+12x 6

De nuevo, usamos Algebra de limites del producto y del cociente
luego de primero sacar factor comun el término con x al exponente
mas alto (x3) en el numerador y x> en el denominador
3 6 6
5x3:+6 X c(5+x3) . o %3 (5+x3)
= simplificando — =1 = = ——7"7"—

6x3+x2+12x 3. g+ 1412 x3 6+ L1412
x x2 x x2

y luego como J los limites

6 1 12
lim (5+—3) =5 y lim (6+—+—] =6

X+ x X+ x x2

Entonces

3 6

. 5x3+6 . x '(5+x3) .
lim ————— = 1im =1lim
x>t g3 L w2 .12 x x—>+cox3‘(6+L+%) X+ (6+l+1_) 1lim (6+L+%)
x x x % X+ x x

(5+ %) Lin (5+%)
o "%
2
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. -x*+2x3-5x
lim | ——88™

X->+0

- 0o
x3+9x%2+10x

5]

De nuevo, usamos Algebra de limites de la suma y del producto y del cociente

Parael 1 er término, luego de primero sacar factor comin el término con x al exponente

mas alto (x*) en el numeradory x* en el denominador

2 5 2 5
xtezw-sx ¥ (-1e]-3) x* (-2+2-%)
= simplificando —=x = =x-
x3+9x2+10x  x3. (1+3+—2) x3 (1+2+%
X X X X
y luego como J los limites
2 5 9 10

1imx=+ooy1im(—1+———)=—1y1im(1+—+—]=1 y 1lim 5=5
X+ X5+ X x3 X+ x x2 X+
Entonces

-x*+2x3-5x -x*+2x3-5x
lim | ————————+5| =1im ——————— +1im 5 =
X+ x3+9x2+10x X+ x3+9x2+10x X+

x4 . (—1+£—%) (—1+3—%)

lim ==L 41im 5= lim x =L 41im 5 =
X+ X3' (1+§+:}|_‘_2) X5+ X—>+00 (1+9+::|_((2) X->+00

lim (—1+g—i3 _1)
. X+ x x .
lim x - +1im 5 = (+o) - +5=(-®©) +5=-
X+ lim (1+2+%) X +00 1

X+ X x
Ej 2n)
. 8 x3-16x2
lim =+
X->+00 x+1

De nuevo, usamos Algebra de limites del producto y del cociente

luego de primero sacar factor comin el término con x al exponente

mas alto (x?) en el numerador y x en el denominador

16
8x3-16x? x3-(8—:) x3 2
= simplificando — = x
x+1 x - (1 + L x
X

y luego como J los limites

. ) . 16
lim x* =+ y lim |8 - —

X-+00 X+ x X+

Entonces

1
=8 y lim (1+—]=1

)

| 17
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8 x3 - 16 x? x*. (8- 1) (8- %)
lim [ ] = 1lim = 1lim %2 . =
X+ x+1 X+ 1+ L) X+ (1 " L)

X
(3 - &) lim (8 - 8
lim x? . lim =L - 1im x2 . 22 = (+®) - — = +®
X400 X+ (1 + l) X+ lim (1 + l) 1
x X+

Ej 2 o)

De nuevo, usamos Algebra de limites del producto y de las sumas

y luego como J los limites

-lim1=0-1=-1 y

X3+ o 4 D X-+00

3
lim ( - 1) =1lim

X-+00 X +2

1 1
lim (6+—J =1lim 6-1im —=6-0=6

X+ X+ X->+0
X X

Entonces
11m( —1](6+—)=llm( -1] llm[6+—J=(—1) 6=-6
X-+00 X + 2 x X->+0 X + 2 X—->+00 x
Ej 2p)
9x2-x+1 5
lim ( ):0
ko | _3 %247 x x-4

De nuevo, usamos Algebra de limites del producto y del cociente
Parael 1 er factor, sacar factor comun el término con x al exponente

mas alto (xz) en el numerador y x? en el denominador

101 101
9x2-x+1 X (9‘;+x_2) ) o %2 (9—;+x—2)
= simplificando —=1 = = —7"7"—
-3x2+7x x2 (_3+1) x? (_3+1)
x x
y luego como J los limites
2 1,1 1,1
9x?-x+1 X (9—_+—) (9——+—) 9
lim [—] = lim ——=—=1 _ 1inm ==/ =-3
X+ _3x2 +7x X->+00 xz (_3+ i) X+ (_3 . ,7:) (_3)
lim 5

5 X->+00 5
lim ( ) = = =0
e A\ x-4 lim (x-4) (+ o)

X->+00
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Entonces
1 1
9x%2-x+1 5 x2(9_;+x—2)
lim . ( ]:lim—-llm (—)
X+ -3x2+7x x-4 X+ %2 _3+1) X+ x-4
X
1i (9 -1 L) lim 5
x—J;Eo X * x2 . x—J;f?o _ 9 i 5 - (_3) .0=0
1im (_3,,1) lim (x-4) (-3) (+w)
X->+00 x X->+00
Ejercicio 3.- Calcular.
; 3 .4
a. lim4x b. lim—
X—»—o I——w
: ( 2 q 4 3 A
¢. lim .1‘[ ¢ B d. lim (—x" -7+ +20)
X—— XN T——oo
: 3x—1 . 3x-—1
e lim———% f. lim =
== —6x" +7 == vy 4+ 5
¥ 3
g. lim h. lim —
T, Tl i i A
: . X +x+1 . - \
1 I jo lim +1|
X——% % —=-w\ y—3 J
. 15x +6x &x +x +2
k. lim — 1. L
x> 2x° —15x° = 3yt ]

Ej 3a) Calcular:

lim 4x3 = +o0
X--00

Por la propiedad de Algebrade limites, propiedad 9.1 -

| 19

("9.1- Si lim £(x)=to , k un nimero real, k#0 = lim [k-f(x)]= k-lim f(x):too")
X—+00 X—=+00

X—+00
lim4x°=4-1limx®=4. (-©) = -
X--00 X—-0
Ej 3b)

4
lim — =0
X--00 x

Comolim 4 =4ylim x= - existen, Por la propiedad de Algebra de limites,

X—-00 X—-0

propiedad 9.2 - aplicadaa x- -©
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("9.2— Si lim f(x)=tc0 y k es un numero real,

X—+0

k#0 = lim [k/f(x)]=k/ lim f(x):O")

4 oo 4
lim — = =2 - —— -0
xo-© x lim x (-o)
X—>-

2 2
Como lim x= - y lim (9— —) =1lim 9-1im — =9-0=9 existen,
X->-0 X>- x2 X>- x2
X—-0

Por la propiedad de Algebrade limites,

propiedad 8.1 - aplicadaa x-» -w

("8.1— Si 1lim £ (x)=a y 1lim g(x)=%w = lim [£(x).g(x)]=to (si a>0)")

X-+00 X-+00

X+

2 2
1imx(9——] =1lim x - 1lim (9——2) = (-®) -9=-

X—-0 x2 X--0 X->-0 x
Ej 3d)

lim (-x4-7x3+2o) = -

X>-

Conviene operar sacando factor comin el término de x elevado a 1la

maxima potencia :
7 20
-x*-7%3+20 = x* (—1— -+ —)

Como lim x* = +w

7 20 7 20
y lim (-1-—+—J =1lim (-1) -lim —+1lim —

—-00 ——00 - ——00
x x X x x x4

-1-0+0=-1 existen,
Por la propiedad de Algebra de limites,
propiedad 8.2 - aplicadaa x- -

("8.2— Si lim f£(x)=a y lim g(x)=tw =  lim [£(x).g(x)]=to (si a<0)")

X+

7 20
lim (-x4-7x3+20) = lim x* (-1- — —J
X

X--00 X--00

= lim x* - 1lim (-1-1»,2] = (+®) - (-1) = -

X->-0 X—>-0
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Ej 3e)

3x-1
lim —— =0
x> g x4+ 7

Conviene operar sacando factor comun el término de x elevado a la

maxima potencia tanto en el numerador como en el denominador :

3x-1 x(-’*-i) 1 ﬂ

6xt+7 xi(64Z) x (642)

X

Como lim — =0
X->—-00 x3

1
w
|
o

1 1
y lim (3——)=1im3—lim—_ =3 vy

—-c0 - -0 - -0
X X X X X

6+0=6 existen,

7 7
lim (6+—) =1lim 6+ 1lim —

X->-0 x4 X->- X->- x4

Por la propiedades de Algebra de limites, aplicadasa x -» -

i _ L
limﬁ=limﬂ=lim[i-g]=
- g xd 4 7 xImw 4 (6 + l) X0 © o3 (6 + ,;7—4)

= lim — =0-3=0
% lim (64 %) 6
Ej 3 £)
3x-1
lim =

Conviene operar sacando factor comun el término de x elevado a 1a

maxima potencia tanto en el numerador como en el denominador :

ser 23 (o) -3

x+5  x(1+2) (1+2) (r+2)

1
Como lim (3——)=lim3—lim =3-0=3 y

- -0 - -0 - -0
X X X X

L

5 5
lim (1+—) =1lim 1+1im —=1+0=1 existen,

X->-0 X->- X->-0
X X

Por la propiedades de Algebrade limites, aplicadasa x -» -

| 21
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=lim[

i
b3
X->-© 1 + 5
X

»
N

1

8

H]

+

(8]

F3

1

1

8

'—l

+
X o % =
N

; X
lim — = -1
X>-0 _x2 +2

Conviene operar sacando factor comun el término de x elevado a la

maxima potencia tanto en el numerador como en el denominador :

x? x? 1
-x%+2 x? (—1+L) —1+L)
x2 x2
Como lim 1 =1 vy
X->-0
. 2 . .2 .
lim (—1+—] = 1lim (—1) +1lim — = (—1) +0=-1 existen,
X->-0 x2 X-»-© X->-00 x2

Por la propiedades de Algebrade limites, aplicadasa x -» -

. x? . x? . 1
lim —— =1im ———— = 1lim —— =

Xo-0 _ g2 o Xm0 2 (_1+£) x->- (_1+ L)
X x2

lim 1
i e I S
1.2 -1
Lim (-1+ %) (-2)
Ej 3h)
x3
lim — - -
x0-0 92 x4l

Conviene operar sacando factor comun el término de x elevado a 1a

maxima potencia tanto en el numerador como en el denominador :

x3 x3 x
" = =
x2+x+1 x2(1+L+L) (1+L+L)
x x2 x x2
Como lim x= - y
X->-00

1 1 1
lim (1+—+—J =1lim 1+1im —+1lim — =1+0+0=1 existen,
X->-0 x x2 X—>-0 X>-0 g X->-0 x2



Resolucion Practica 3 hasta Ej 5 - Limites en infinito y asintotas horizontales.nb

Por la propiedades de Algebra de limites, aplicadasa x-» -

x3 3

= = x = x
lim ———— =1im ———— = 1lim —— =
Xo-® o2 L1 x-»—ooxz(1+l+i) X->- (1+l+L)
x x2 x %2
lim x
X->-0 (_m)
= = = -0
lim (1 Pl L) 1
X->-00 x x2
Ej3i)
o o x?+x+1
lim ——— =0
X->-00 x3

Conviene operar sacando factor comin el término de x elevado a 1la

maxima potencia tanto en el numerador como en el denominador :

2 i 1 i, 1
x2+x+1 ¥ (1+x+xz) (1+x+x2)
x3 x3 x
Como lim x=-o y
X--00

1 1 1 1
lim ([1+—+ —| =1im 1+1im —+1im — =1+0+0=1 existen,
X->-0 x x2 X>- X>-0 g X->-0 x2

Por la propiedades de Algebra de limites, aplicadasa x-» -

2 i, 1 i, 1
2 ex+1 ) X (1+ +x2) (1+x+ 2)
lim =1lim lim =
X>- x-3 X—>- x3 X—>- X

s X <l o
lim x (-)
X->-0

Ej 33j)

lim ( + 1) =1

X--00 X - 3

Por la propiedades de Algebrade limites, aplicadasa x -» -

("1.- Si lim £(x)=a y lim g(x)=b =  lim [£(x)*g(x)]=a * b")
X->+00 X +00

X+

5
Como lim —— =0 y lim (1) =1 existen,
X--00 X - 3 X--00
1im( +1)=lim +1lim 1 =0+1=1
X--00 x-3 Xo-0 4 _ 3 X--00

| 23
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Ej 3k)
15 %3 + 6 x°
lim ——— =3

¥>-© 2 x5 _15 x3

Conviene operar sacando factor comun el término de x elevado a 1a

maxima potencia tanto en el numerador como en el denominador :

15x3 + 6 x° B 6 x> + 15 x3 _xs (6*'1_?) 1 (6*‘,1(_2) B (6*‘,1(_2)
2x5—15x3_2x5—15x3_x5(2_i_2) ) .(2_i_§) ) (2_i_§)

15 15
Como lim (6+—]=lim6+lim—=6+0=6 Yy

——00 - -0 — -0
x x2 x x x

15 15
lim (2——) =1lim 2-1im —=2-0=2 existen,

X>-0 x2 X—>- X-- x2

Por la propiedades de Algebrade limites, aplicadasa x -» -

15 15
15x3+6 x> 6 x5+ 15 x3 x° (6+x_2) (6+x_2)
lim ——— = 1lim —— = 1lim = lim ——
) x5 - 15 x3 x>-0 9 x5 - 15 x3 X->-00 x5 (2 _ E) X->- (2 B E)
x2 x2
15 j is
lim (6+32 _an (6+32) 6,
" (2-2)  1im (2-2) 2
X X>- x
Ej31)

. 8x7T+x5+2
lim ——— = -
X->-0 3 x4 -1
Conviene operar sacando factor comun el término de x elevado a 1la

maxima potencia tanto en el numerador como en el denominador :

1 2 1 2
8x7+x5+2_x7(8+x_2+x_7)_ 5 (8+x_2+x_")
e Y

X X
Comolim x3 = -» y
X->-

1 2 1 2
lim [8+—+—]=1im8+lim—+lim—=8+0+0=8 y

X>-0 X>- X-0 2 X—>-0 7
X X

1 1
lim (3——4) =1lim 3-1im — =3-0=3 existen,

X->-0 X->- X->-0 4
X

Por la propiedades de Algebra de limites, aplicadasa x -» -
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e ) R
R S A
= (-o) - E = —o
3

Wiaietotic 1 Aunlismer e avtetaniin da asbatatsa hamrantalas . dnania sesatan. AAr o
LJTI\I\‘U e SAIALLAAL LA SALDICLIVIA US QDLW LAY LIVL A LILals D J’ W LRALLUN Caaloldll, WAl ok
eclaciones.
s 2 . e 3x+5
a. flx)= —4 b. Jix)=
x —x+2
8x 2Zx —5x
& flx)=—7—— d f(x)=—
dx” +0x+1 X+6
6 ] a3
' 6 X 40x 4+ 3x
e filx)= +1 £ fix)= -
x+1 2x +x+1
5 » 5
30x" =25x+6 3x +2x-1
g f@=—F"s——— h., fx)=—7—
Sx +6x-3 Gy v +1

Ej 4 Recordemos ladefiniciénde

Asintota horizontal :

Silimf (x) =b , bunnumero real, sedice que la recta horizontal y=>b

X +00

es Asintotahorizontalde f (x) parax - +w

Silimf (x) =c , cunnumero real, sedice que la rectahorizontal y=c

X->-00

es Asintotahorizontalde f (x) parax - -

Es claro entonces que para buscar AH asintotas horizontalesde £ (x)

habra que calcular los limites de £ (x) cuandox - t®©
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2x

Calculemos 1lim -4 y lim -4
X+ X + 9 X->- X + 9

2x

Para buscarAHde f (x) cuandox » +© calculemos 1lim
X—+00 X + 9

2x 2 2
como existen lim —— = 1lim = =
e x (1 + 2) xore (1 + 2) lim (1 + 2)
x x X->+00

y lim 4 =4

X-+00

Entonces aplicando propiedades del Algebra de limites

lim -4= 1lim - lim 4
X+ X + 9 X—>+00 X + 9 X->+00
2x 2
= lim — - 1lim 4= 1lim — - 1lim 4 =
X—>+0 x (1 + 2) X+ X+ (1 + 2) X+
X X
2
=———— - 1lim4=2-4=-2
lim (1 + 2) xo>+eo
X+ x
2x
Por lo tanto, lim -4 =-2 entonces
X-+00 X + 9
la rectahorizontal y=-2 esAHde f (x) cuandox -» +®

Para buscarAHde f (x) cuandox » - calculemos 1lim
¥»-© x4+ 9

2x 2 2
como existen lim — = 1lim =
X o (1 + 2) x-e (1 + 2) lim (1 + 2)
x x X--00 x
y lim4=4
X—>-0

Entonces aplicando propiedades del Algebra de limites

2x
1lim -4= 1lim - l1lim 4
X—--© x + 9 X—-00 x + 9 X—=-00
2x 2
= 1lim —— - lim 4= 1lim — - 1lim 4 =
X--0 2 X->-0 X+ 2 X->-00
X (1 + x) (1 + x)
2
=— - 1lim4=2-4=-2
lim (1+2) "
X-»-© X
Por lo tanto, 1lim -4 =-2 entonces

X-® x4+ 9

la rectahorizontal y=-2 esAHdef (x) cuandox > -
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ecuaciones de las AHde £ (x) :

{six—)+oo y=-2

six—»> -0 y=-2
2x .
naa= Plot[{ -4, -2}, {x, -60, 40}, PlotRange - {{-60, 40}, {-10, 10}}, AspectRatio - 1]
X+9
10
5k
Out[44]= L L L L L L L L L L L L L L L L L J

5
104
Ej4Db)
3x+5
f (x) =
-x+2
. 3x+5 . 3x+5
Calculemos 1lim y lim
X+ _x+2 X-—-0 _x+2

3x+5
Para buscarAHde f (x) cuandox » +© calculemos 1lim
X->+© —x+2

Sacamos factor x en numerador y en denominador :

3x+5_ x(3+3) ) (3+3)
42 x(-142)  (-142)

5 5
y como existen 1lim (3+—) = lim 3+ 1lim — = 3+0=3

—>+00 - +00 -+
X x X X x

y lim (-1+3) = lim (-1) + lim 2. (-1) +0=-1

X->+00 X->+00 X->+00
X X
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Entonces aplicando propiedades del Algebra de limites

5 5
3x+5 x(3+;) (3+;)
lim — = 1lim ——— = 1lim
X-+00 _x+2 X—-+00 x(_1+g) X +00 (_1+£)
X X
Lim (3+3)
- x—)}zgl +x - 3 - -3

lim (-1 + f) (-1)

X+

. 3x+5
Por lo tanto, 1lim ——— = -3 entonces

X+ -x+2
la rectahorizontal y =-3 esAHdef (x) cuandox - +®

3x+5
Para buscarAHde f (x) cuandox » - calculemos lim —
X-o x4+ 2

Como el cdlculode limite visto cuando x » +© no depende de x, sinoqueda -3

el limite cuando x » - dara idéntico resultado

. 3x+5
Por lo tanto, lim — = -3 entonces

¥2- x4+ 2
la rectahorizontal y =-3 esAHdef (x) cuandox - -
ecuaciones de las AHde £ (x) :

{six—>+oo y=-3
six—>-o y=-3
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3x+5
, -3}, {x, -20, 20}, PlotRange » {{-20, 20}, {-10, 10}}, AspectRatio - 1]
-x+2
L ! ! ! ! 1 ! ! ! L ! ! ! 1 ! ! ! ! J
-20 -10 10 20
51
-10-
Ej 4 c)
8 x
f (x) =
4x2+6x+1
8 x 8 x
Calculemos lim —— y lim ——
e 4 x2 y6x+1 - 4x2 4 6x+1

8 x
Para buscarAHde f (x) cuandox » +© calculemos 1lim
o A x?y6x+1

Sacamos factor comun x? en denominador :

8 x x-8 8 1 8
4x2+6x+1 x2(4+§+L) x(4+§+L) x (4+§+L)
x x2 x x2 x x2

1
y como existen 1lim — =0y
X540 g

y lim 8 =8

X-+00

. 6 1 . . 6 o1
y lim (4+—+—) = 1lim 4+ lim—+1im—=4+0+0=4
X+ X x2 X->+00 X x2
X400

Entonces aplicando propiedades del Algebra de limites
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8 x x-8 1 8
lim —= lim —— = lim —. —88
X+ 4x2+6x+1 X400 %2 (4+§+L) Xo+® g (4+§+L)
x x2 x x2
1 Lin 8 8
= lim — . =0.—=0
% lim (44 2+ %) 4
X+ x X
8 x
Por lo tanto, lim ——— =0 entonces

o fx2 4 6x+1
la rectahorizontal y =0 (elejex) esAHde f (x) cuandox -» +

8 x
Para buscar AHde f (x) cuandox » -» calculemos 1lim ———
o 4x2 i 6x+1

Como el cdlculode limite visto cuando x » +© no depende de x, sinoqueda0

el limite cuando x » - dara idéntico resultado

8 x
Por lo tanto, lim ——— =0 entonces

o 4x246x+1
la rectahorizontal y =0 esAHde f (x) cuandox » -
ecuaciones de las AHde £ (x) :
{ six-»>+0 y=0

six»>-o y=0

In[51]:= Plot[{ , 0}, {x, -6, 6}, PlotRange » {{-6, 6}, {-10, 10}}, AspectRatio » 0.5]

4x%+6x+1

Out[51]=

_18L
Veremos mas adelante que esta £ (x) tiene ademas AV Asintotas verticales

y como calcularlas



. 2x%*-5x
lim —— y
X=+© x+6

Calculemos

Para buscarAHde f (x) cuandox » +© calculemos 1lim

lim
X->-®
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2x?-5x

X+6

2x%2-5x

X—+0 X + 6

Sacamos factor comun x? en numerador y x en denominador :

o-

5
2x2-5x X (2_;)
- =X -

) x(1+§)

X+6 (1+

y como existen 1lim x=+o0 y

X-+00

5
lim 2 -1im —

X+ X+ o

5
y lim (2——) =

—>+00
x X

[-2)-

Entonces aplicando propiedade

6
lim 1+ 1lim —

X->+00 X+ X

y lim

X+

2

2

2-0=2

=1+0=1

sdel Algebrade limites

2x?2-5x x2(2_§) (2'2)
lim ——— = lim ——=X - 1im x . ——=&
X+ X + 6 X—+0o x (1+ ﬁ) X>+© (1+ é)
X X
lim (2- 5
. X+ x 2
limx . ——— = (+w) . — = +00
e lim (1+¢) 1
X+ x
2x?-5x
Por lo tanto, lim —— = +©» entonces
X-+00 x+6

f (x) NO TIENE AH cuando x -» +®

Para buscar AHde f (x) cuandox » - calculemos 1lim

8 x

4x’+6x+1

X—-0

El cdlculoes similar al visto cuando x -» +® que ahora si depende de x

. 2x?-5x
Por lo tanto, 1lim — =, ..
Xx>-® X+ 6

lim (2 - 5)

X—>-0 x 2
= limx. —— = (-®») - — = - entonces

e lim (1+¢) 1
X->-0 x

f (x) NO TIENE AH cuando x -» -©

| 31
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2x?-5x
In[60]:= Plot[{—, 2x—17}, {x, -40, 40},
X+ 6

PlotRange - {{-40, 40}, {-160, 160}}, AspectRatio » 0.5]

150

100

50/
oueo= ] = . . . .

-40 -20 20 40

-50

-100

-150

Veremos mas adelante que esta £ (x) tiene
AV Asintotas verticales y AO Asintotas oblicuas

y como calcularlas

2x2-5x
In(57]:= Limit[ x+6 , X +oo]
b4
out57]= 2
.. +2x%-5x
In[58]:= lelt[— -2X, X> +oo]
X+6
outsl= — 17
Ejde)
f (x) = +1
x+1

Calculemos 1lim +1 y lim +1

X+ g 4 ] X-0 ¢ 4.1

6
Para buscar AHde f (x) cuando x » +®© calculemos 1lim +1

X+ g 4 ]

lim 6
- . 6 X+ 6
como existen 1lim = = =0
¥t x+1 lim x+1 (+ )

X->+0

y lim1=1

X+
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Entonces aplicando propiedades del Algebra de limites

lim +1= lim + lim 1
X-+0 X + 1 X->+0 X + 1 X—=>+00
lim 6 6
= —= . lim1l-= +1=0+1=1
lim x+1 X3+ (+ )

X+

Por lo tanto, lim +1 =1 entonces

X+ g 1

la rectahorizontal y=1 esAHde f (x) cuandox -» +®

Para buscar AHde f (x) cuandox » - calculemos 1lim +1

X->- X + 1
Como el cdlculode limite visto cuando x » +© no depende de x, sinoquedal

el limite cuando x » - dara idéntico resultado

Por lo tanto, lim +1 =1 entonces

X2-® x4+l
la rectahorizontal y=1 esAHde f (x) cuandox » -
ecuaciones de lasAHde f (x) :

{six—>+oo y=1
six-»>-o y=1

6
ne7= Plot[{ +1,1}, {x, -6, 4}, PlotRange » {{-6, 4}, {-20, 20}}, AspectRatio - 0.75]
x+1
20~
O,
out67]= L L L J
-6 -2 | 2 4
_10,
_20,
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x5 +5x%°%+3x3

f (x) =
2x3+x+1
o x5+5x5+3x3 . x5+5x°+3x3
Calculemos lim — y lim ———
Koo 2x3+x+1 -0 2x34x+1

x5+ 5x% + 3%3

Para buscarAHde f (x) cuandox » +© calculemos 1lim
o 2 x3yix+l

Sacamos factor comun x° en numerador y x> en denominador :

6 5,3 5,3
x0+5x5+3x3 ¥ (1+x+xa) 3 (1+x+x3)
3
2x3+x+1 x3(2+L+L) (2+L+L)
x2 x3 x2 x3

y como existen 1lim x3=+00 y

X+

X+

5 3 5 3
y lim (1+—+—) = 1lim 1+1im —+1im —=1+0+0=1

X x3 X+ X540 g X+ x3

X+

1 1 1 1
y lim (2+—+—)=lim2+lim—+lim—=2+0+0=2
x2 x3 X->+00 X+ x2 X+ o

Entonces aplicando propiedades del Algebra de limites

. x5+45x5+3x3 * . x T e
lim ——— = 1 = lim x
X->+® 2x3+x+1 X->+® x3(2+L+L) X->+® (2+L+L)
x2 x3 x2 x3
- 5 3
lim (1 + =+ —)
R 3 X->+®© X x3 1
= lim x° - = (+®) - — =+
Hoe lim (2 f 1 L) 2
X->+00 x2 x3

. x%4+5x%%+3x%3
Por lo tanto, lim ———— = +© entonces
Xotw 2x3+x+1

f (x) NO TIENE AH cuando x - +©

. x%+45x54+3%3
Para buscar AHde f (x) cuandox » -» calculemos lim ——
E- 2x3+x+1

El calculo es similar al visto cuando x -» +o que ahora si depende de x°3

x6+5x%+3x3
Por lo tanto, lim ——=. ..

x>-® 2x3+x+1
lim (1 - i)
. 3 X->-o X x3 2
= lim x° - = (-w) - — = - entonces
oo lim (2 P N L) 1
X--® x2 x3

f (x) NO TIENE AH cuando x -» -©
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x%+5x%°%+3x%3
In[74]:= Plot[—, {x, -10, 6},
2x3+x+1

PlotRange » {{-10, 6}, {-100, 100}}, AspectRatio —» 0.5]
100
50 -

ouTAlE  — 1 e

-10 -5 L 5
ol
—100L
Ej4gqg)
30x2-25%x+6
£ (x) =
5x2+6x-3
30x%2-25%x+6 30x%2-25%x+6
Calculemos lim —— — y lim ———
Ko+ 5x2+6x-3 o 5x2:6x-3

. 30x?-25x+6
Para buscar AHde f (x) cuandox » +© calculemos lim ——
¥+ 5x246x-3

2 2

Sacamos factor comin x“ en numerador y x“ en denominador :

30x2-25x+6 X (30-24%) (30-2+2)
5x2+6x-3 ) x2(5+§_x%) - (5+§_x%)

y como existen

25 6 25 6
lim (30——+—] = 1lim 30-1im — +1lim — =30-0+0 =30

X+ x x2 X+ X540 g X+ x2

6 3 6 3
y lim (5+———) = 1lim 5+1im —-1im —=5+0-0=5

X+ X x2 X+ X540 g X+ x2

Entonces aplicando propiedades del Algebra de limites

Ly 30X -25%+6 limx2(30—2;5+x%)= _ (30'2?5",%)
x>t0 5 x2 4, 6x-3 X+o x2(5+§_x%) X400 (5+§_x%)

lim (30- 2+ £
X+ X x

= =— =6 (que no depende de x)
lim (5 P8 i) 5

X+ x x2
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In[78]:=

out[78]=

. 30x?-25x%+6
Por lo tanto, 1lim —— = 6 entonces

o 5x24.6x-3
la rectahorizontal y =6 esAHde f (x) cuandox -» +®

. 30x?-25x+6
Para buscar AHde f (x) cuandox » -© calculemos lim ——m
¥»>-© 5x24+6x-3

Como el cdlculode limite visto cuando x » +© no depende de x, sinoqueda6
el limite cuando x » - dara idéntico resultado

. 30x?-25x+6
Por lo tanto, 1lim —— = 6 entonces

- 5x246x-3
la rectahorizontal y =6 esAHde f (x) cuandox » -©
ecuaciones de lasAHde f (x) :

{six—>+oo y=6
six—»> -0 y=6

30x?-25%x+6

Pl°t[{ 5x21+6x-3

’ 6}1 {xr _51 5}!

PlotRange » {{-5, 5}, {-50, 50}}, AspectRatio - 0.75]

40}

20+

Veremos mas adelante que esta £ (x) tiene ademas AV Asintotas verticales

y como calcularlas
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3x2+2x-1 3x2+2x-1
Calculemos 1lim ——— Y lim ——
X+ 6x4_x3+1 X->-00 6x4_x3+1

. 3x%+2x-1
Para buscar AHde f (x) cuandox » +© calculemos 1lim —
X+ 6 x4 - x3 +1

2 4

Sacamos factor comin x“ en numerador y x° en denominador :

2 2 _ 1 2 _ L
3X2+2X—1 X (3+x_x2) 1 (3+x_x2)
6x?-x3+1 x4 (6—L+L) x? (6—L+L)

x x4 x x4
1
y como existen lim — =0
X+ x2
2 1 2 1
lim (3+———] = 1lim 3+1im —-1im —=3+0-0=3
X+ x x2 X+ X5+ g X+ x2
1 1 1 1
y lim (6——+—) = 1lim 6-1im —+1im — =6-0+0=6
X->+00 x x4 X->+00 X+ o X +00 x4

Entonces aplicando propiedades del Algebra de limites

2 2 1 2 1
3x2+2x-1 x (3+‘-—) 1 (3+‘-—)
lim ——""""_ 1lim = 21 _ lim — 2 ®
ot ood 3.9 Rt 4 (6—l+L) Xt 2 (6—L+L)
x x4 x x4
; 2 _ 1
. 1 x]-;}c? (3 * xz) 3
= lim — =0-—=0 (que no depende de x)
X+ x2 lim (6 _ 1 . L) 6
X+ x x4
. 3x%?+2x-1
Por lo tanto, lim —— =0 entonces
X+ 6x4 _x3 +1
la rectahorizontal y =0 esAHde f (x) cuandox » +o
3x2+2x-1

Para buscarAHde f (x) cuandox » - calculemos 1lim
X—>- 6 x4 _ x3 +1

Como el cdlculode limite visto cuando x » +© no depende de x, sinoqueda0
el limite cuando x » - dara idéntico resultado

. 3x%2+2x-1
Por lo tanto, lim ——— =0 entonces
oo gxt_x34+1

la rectahorizontal y =0 esAHde f (x) cuandox » -
ecuaciones de las AHde £ (x) :

{six—>+oo y=0
six»>-o y=0
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3x?2+2x-1

nea= Plot[{ , 0}, {x, -5, 5}, PlotRange » {{-5, 5}, {-2, 1}}, AspectRatio - 0.75]

6x4-x3+1

-4 -2

Out[84]=

b b R A LR )

Ejercicio 5.- Determinar el valor de a € R para que se verifique:

. %5 . ax’—2x+5 2
a. lim =6 b. lm—7——=——
= gy +1 == Tl 3
iz ; ; ax
¢. Larectade ecuacion y=-2 es asintota horizontal para f(x) = i +1
Fx—

Ej 5a) calcular el valorde "a" siendo :

. 3x-5
lim — =6

Sacamos factor comun x en numerador y x en denominador :
5 5
3x-s_x(3-3)  (3-3)

ax+l x(arl) (asl)
X X

y como existen

5 5
lim (3——) = 1lim 3-1im —=3-0=3

—>+00 —>+00 —>+00
X X X X x

1 1
y lim (a+—] = lima+1lim —=a+0=a

—+00 @ @
X+ x X+ X+ x

Entonces aplicando propiedades del Algebra de limites
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ax-s (322 (3-3) um(-%)

X +00 X+ 1 X-+00 1 . 1
ax+1 x(a+—) (a+—) lim (a+—) a
x x

X +00 x

El problema pedia determinar a siendo que el limitees 6

Igualando :
3x-5 3 3 3
lim =— =6 = — =6 = —=a = —=a
x>t ax+1 a a 6
3x-5
£ (x) =
Lx+1
2
3x-5 .
ngs)= Plot[{——, 6}, {x, -5, 5}, PlotRange » {{-5, 5}, {-50, 50}}, AspectRatio - 0.75]
ix+1
401
20
out[85]= . e

4 i) — 2 4

Ej 5b) calcular el valorde "a" siendo :

. ax?-2x+5 2
lim ——— = - —
K+ 6x2+1 3

2 2

Sacamos factor comin x“ en numerador y x“ en denominador :

woaxes #[-i02) [arie2]
6x%2+1 ) x2 (6+xL2) ) (6+:—2)

y como existen
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2 5
lim |a-—+ —| = 1lima-1lim —+ 1lim —=a-0+0=a
X+ x x2 X+ X5+ g X+ x2

1 1
y lim (6+—]=lim6+lim—=6+0=6
X+ x2 X+ X+ x2

Entonces aplicando propiedades del Algebra de limites

2 2,5 2,5
o 2xas x (a- 24 5) (a-2+ %)
lim 2—=lim — = 2]y =2/
X+ X+ 2 L X+ L
6x%+1 x? (6+ %) (6+ %)
lim (a -2, %)
X+ x x a
lim (6+ %) 6
X+ X
2
El problema pedia determinar a siendoqueel limitees - —
Igualando:
. ax’-2x+5 a 2 a 2
lim ———— = — = - — = —=-- = a =-4
x>+ 6x2+1 6 3 6 3

-4%x%2-2x+5
£(x) = —— 2272

6x2+1

-4x2-2x+5 2
In[89]:= Plot[{z—, ——}, {x, -4, 4},
6 x5+.1 3

PlotRange - {{-4, 4}, {-6, 6}}, AspectRatio » 0.75]

out[89]= w

_A_—______Q/

-2+

4+
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Ej 5c) calcular el valor de "a" siendo que la recta de ecuaciény = -2

ax
es AH Asintota horizontalde £ (x) = +1
3x-1
Siy=-2esAHde f (x) entonces
ax
obien lim +1=-2 o 1lim +1=-2
X—+00 3x_1 X—>-00 3x_1
ax
Calculemos el 1im +1
X+ 3 x - 1
Sacamos factor comin x en el denominador :
ax a-x a
+4l=z——m4+1=—+1
3x-1 x(3_1) (3_1)
X X
Luego
ax X
lim [ +1] = lim | +1] = lim [ +1] =
A I | X +00 (3_ l) X+ (3_ l)
X
a lim a a
=lim ——+1lim1l = ——— 4 1im1=—+1
X+ (3 _ l) X400 lim (3 a L) X +00 3
x X+ X

Pero este limite debe ser -2 porquey = -2 esAHde £ (x)

Igualando:

ax a
llm[ +1]= =—+1=-2
X->+00 3x_1 3
es decir:
a a a
—+1=-2 = —=-2-1 = —=-3 = a =-9
3 3 3

-9x

f (x) = +1

| 41
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-9x
ne2p= Plot[{———+1, -2}, {x, -4, 4}, PlotRange » {{-4, 4}, {-8, 6}}, AspectRatio » 0.75]
3x-1

L L

-4 -2 2 4

out[92]=

-6

-8
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