Capitulo 5

Transformaciones lineales

En lo que sigue vamos a trabajar con una clase de funciones f: V — W que tienen dominio V
y codominio W que son espacios vectoriales. Estas funciones son muy importantes pues pre-
servan las estructuras de los espacios vectoriales, respetando sumas y productos por escalares.

5.1. Definiciones bdasicas

Transformacion lineal

Sean V' y W espacios vectoriales sobre R. Una funcién f : V — W se llama una transfor-
macion lineal si cumple las siguientes condiciones:

1. Dadosu,veV, flu+v) = f(u)+ f(v).
2. Dadosv e Vya eR, f(av) = af(v).

Por brevedad usaremos la abreviatura t.l. para las transformaciones lineales.

Por ejemplo, son transformaciones lineales:

1. 0: V— W, tal que O(v) = O para todo v € V, llamada transformacion lineal nula.

2. id: V — V, tal que id(v) = v para todo v € V, llamada transformacion lineal identidad.
Es facil ver que ambas funciones cumplen las condiciones de t.1.,

Ov+w)=0=0+0=0(v)+0(w) ¥
O(av) =0 =a0 =aO(v) vV

idv+w)=v+w=id(v) +id(w) vV
idav) = av =aid(v) vV

Ejemplo 1. Verificar que f : R® — R? dada por f(x1,x2,x3) = (x1 — x2,2x1 + x3) es
una transformacion lineal.
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Solucién: f es una funcién que va del espacio vectorial R® al espacio vectorial R2. Para ver
que es una transformacion lineal tenemos que ver que se verifican las dos condiciones de la
definicién:

1. Siu,v € R3, u = (uy,us,u3), v= (v1,02,03) entonces u + v = (uy + 01, up + v, u3 + v3)

flu+v) = (u1+v1— (2 +v2),2(u1 +v1) + uz + v3)
= (u1 — up +v1 — v2,2u1 + uz + 2v1 + v3)
= (11 — up,2uy + uz) + (v1 — v, 201 + v3)

=f(u)+f(v) ¢
2. Siu = (u1,upu3) € R®ya € R, entonces au = (auy, aun, aus)

flau) = (auq — auy, 20y + aus)
= (a(ug —up), a(2uy + us))
(uy — up, 2ug + u3)
(w) v

49
[49

Ejemplo 2. Decidir si f : R? — R? dada por f(x,y) = (0,xy) es una transformacién
lineal.

Solucién: Si intentamos ver que se cumple la propiedad 1 de la definicién tomando u =
(u1,uz) y v = (v1,02), se tiene que

flu+v) = (0, (u1 +v1)(u2 +v2)) = (0, uguz + u1vp + v112 + V107)
y
f(u) + f(v) = (0, u1u2) + (0,0102) = (0, ugu2 + 0102),

asique f(u+v) = f(u) + f(v) siy sélo si ujv; + v1up = 0.

Para ver que esto no se verifica siempre, vamos a mostrar un contraejemplo, o sea un par de
vectores para los cuales f(u+v) # f(u) + f(v).

Tomemos u = (1,2) y v = (—2,3). Se tiene que f(u) = (0,2) y f(v) = (0, —6), asi que

fw)+f(v) = (0,—4).

Por otro lado,
flu+v)=f(-1,5) = (0,-5).
Como f(u) + f(v) # f(u+ v) concluimos que f no es t.l.

‘ Respuesta: f no es una transformacioén lineal. ‘

Ejemplo 3. Caracterizar todas las transformaciones lineales f: R — R. ]
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Solucién: Caracterizar se refiere a decir qué aspecto tienen estas t.1.
Si x € R entonces x = x -1y, aplicando la condicién 2 de t.l., f(x) = xf(1), asi que estas t.1.
solo dependen de cudnto vale f(1). Si escribimos f(1) = a € R, nos queda

f(x)=a-x.

Es facil verificar que estas funciones son t.l., es decir, que cumplen las dos propiedades de la
definiciéon. Podemos decir entonces que:

Respuesta: Todas las t.I. f: R — R son las funciones de la forma f(x) =a-x,cona € R.

Maés generalmente, a partir de una matriz A € R"*" se puede definir una t.I. f : R* — R™:

Sea A € R™*" La funcién f: R" — R™ definida por
X1
X2
flx1,x2,...,x,) = A- ) para todo (x1,x2,...,%,) € R" es una t.l.
Xn
En forma abreviada escribiremos f(x) = A - x pensando a los vectores como columnas.

Veamos que esta funcién cumple las propiedades de una t.1.:

1. Sean x e y vectores de R”,
fixty)=A-(x+y) =A-x+A-y=fx)+f(y) v
2. Seanx e R"ywa € R,

flax) = A (ax) = a(A-x) =af(x) vV

Se puede probar que toda tl f: R"” — R™ es de la forma f(x) = A-x, con A € R™*". Mds
adelante trataremos este tema.
Propiedades
Sif:V— W es una transformacién lineal, entonces:
1. f(Oy) = Ow, para Oy y Oy los vectores nulos de V y W respetivamente.
2. f(
3. f(

4. f(avy + apvo + ...+ apvk) = wif(v1) + aof(va) + ... + axf(vk), para todos
V1,V2,...,VkEV,DCl,(Xz,...,(XkER.

—v) = —f(v) paratodov € V.
v—w) = f(v) — f(w) para todov,w € V.
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Demostracién: Usamos las propiedades 1y 2 de la definicién de transformacion lineal y pro-
piedades de la suma y el producto por escalares en espacios vectoriales.

1. f(Ov) = f(0-Oy) =0- f(Ov) = Ow.

2. f(=v) = f((=1)v) = (=1)f(v) = —f(v).

3. f(v—w) = f(v+(—w)) = f(v) + f(=w) = f(v) = f(w).
4.

f(txlvl +arvy + ...+ Oékvk) = f((uclvl) + (thVz +...+ zxkvk))
= f(Dé1V1) + f(leVz 4+ ...+ leVk)

= flaave) + flaava) + ... 4 f(axvi)
= Délf(Vl) + Dézf(Vz) +...+ D(kf(Vk).

La propiedad 1 es muy ttil para descartar funciones que no sean t.l., por ejemplo:

Ejemplo 4. Decidirsi f : R> — R3 dada por f(x,y) = (x — y,2x +y,3) es una transfor-
macion lineal.

Solucién: Esta funcion no es una t.l. pues f(0,0) = (0,0,3) # (0,0,0).

La propiedad 4 se usa para demostar el siguiente (y muy importante) teorema:

Teorema (de existencia y unicidad de t.1.)

Sean V y W espacios vectoriales. Si {vy, vy, ..., v, } esunabase de Vy wy, wy, ..., w, son
vectores de W (no necesariamente distintos), entonces existe una tnica transformacion
lineal f: V — W tal que:

f(v) =wy,
f(v2) = wa,
f(Vn).: Wi

Este teorema nos estd indicando que es posible conocer a una t.1. a partir de cuanto vale en una
base. Veamos ejemplos de esto.

Ejemplo 5. Hallar la expresion de la tinica t.I. f: R? — R3 que verifica:

{f(l,—l) = (1,0,-5)
f0,2) = (=246
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Solucioén:

#* Lo primero que tenemos que hacer es verificar que f estd definida sobre una base de R?:

En este caso es facil de justificar que B = {(1, —1), (0,2) } es base de este espacio vectorial
pues esta formado por dos vectores no multiplos.

% Buscamos las coordenadas en base B de un vector genérico de R?:

(o =at, -1 4602 = { & s T

Resolvemos el sistema y obtenemos &« = xy f = %y, 0 sea:

(x,y) = x(1,-1) + xzﬂ(o,z)

% Ahora aplicamos f a la igualdad anterior

feow) = £ (x0, -0+ 2 02),

usamos que f es t.1. asi que “separa en sumas” y “saca escalares afuera”

flny) = xf(1,-1) + 1 r(0,2),
reemplazamos f(1,1) y £(0,2),

x+y

f(x,y) =x(1,0,-5) + (—2,4,6)

y, por ultimo, juntamos la expresién de la derecha

f(x,y) = (x,0,—5x) + (—x — y,2x + 2y, 3x + 3y)
= (—y,2x + 2y, —2x + 3y)

* Ya tenemos la expresion de la t.1. Es importante verificar que cumple las condiciones
pedidas:
fa,-1)=01,2-2,-2-3)=(1,0,-5) v
f(0,2) =(—-2,46) v

Respuesta: f(x,y) = (—y,2x + 2y, —2x + 3y).

Ejemplo 6. Hallar la expresion de la tnica t.I. f: R?> — R?*2 que verifica:

fan = (o 7)
a0 = (§7)

. J
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Solucién: Vamos a proceder como en el ejemplo anterior.
#* Verificamos que f estd definida sobre una base de R?: en este caso, B = {(1,1),(1,0)}.

# Buscamos las coordenadas en base B de un vector genérico de R?:

() =a 1)+ p0) = {4 F P

Resolvemos el sistema y obtenemos &« =y y p = x — y, 0 sea:
(v y) =y(1L,1) + (x —y)(1,0).

* Aplicamos f a la igualdad anterior, usamos las propiedades que tiene f por ser una t.l. y
los valores de f(1,1) y f(1,0) dados:

flxy) = f(y(1L,1) + (x —y)(1,0))
=yf(1,1) + (x—y)f(1,0)

=r(o7) e (3 )

Finalmente, hacemos las operaciones y obtenemos la expresion para f:

fly) = < iy _xy+y )

% Verificacién:

Ejemplo 7. Decidir si existe una t.l. f: R3 — R3 que verifica:

£(1,0,00 = (1,2,—1)
{f(o,1,o) = (1,1,2)
£(1,2,0)

(3,4,5)

Solucién: Este ejemplo es diferente al anterior pues los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (1,2,0) no
forman base de R3, dado que el tercer vector es combinacién lineal de los otros dos vectores,
asi que no podemos usar el teorema anterior. Para decidir si existe alguna t.1. que cumpla las
condiciones vamos a hacer lo siguiente:
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Como (1,2,0) = (1,0,0) +2(0,1,0), toda t.1. f: R® — R3 debe verificar que
£(1,2,0) = £(1,0,0) +2£(0,1,0).
Veamos si con las condiciones del enunciado se verifica esta igualdad:

£(1,0,0) +2£(0,1,0) = (1,2,—1) +2(1,1,2) = (3,4,3) # (3,4,5) = £(1,2,0) X

’ Respuesta: no existe ninguna t.1. que verique lo pedido. ‘

Ejemplo 8. Decidir si existe una t.I. f: R? — R3 que verifica:

£(1,0,0) = (1,2,-1)
{ £(0,1,0) = (1,1,2)
£(1,2,0) = (3,4,3)

\. .

Solucién: Si miramos el ejemplo anterior no necesitamos volver a hacer las cuentas, en este
ejemplo si se verifica

£(1,2,0) = £(1,0,0) +2£(0,1,0) ¢

En este caso la t.1. no es tinica, la tercera condicién la sacamos pues no aporta nada. Podemos
definir distintas transformaciones lineales extendiendo el conjunto {(1,0,0), (0,1,0)} a una ba-
se de R? y definiendo f sobre el vector agregado para completar la base. Lo mds facil es agregar
el vector e3 = (0,0,1) para tener la base canénica.

Por ejemplo, si pedimos que f(0,0,1) = (2,5,0) tenemos una t.l.,

f(xy,2) = (x+y+22,2x+y+52,—x+2y),
y si elegimos que f(0,0,1) = (0,3, —1) obtenemos otra t.1.
f(x,y,2) = (x +y,2x +y + 3z, —x + 2y — 2).

Queda como ejercicio para el lector verificar que ésas son las férmulas que se obtienen en cada
caso y que estas t.1. verifican las condiciones pedidas.

Respuesta: Existen (infinitas) t.l. que verifican lo pedido. ‘

Imagen y preimagen de conjuntos por transformaciones lineales

Imagen y preimagen

Sean V, W espacios vectoriales, f: V — W una transformacién lineal, S C Vy T C W.
Definimos

» f(S)={weW: w= f(s), cons € S} (la imagen de S por f)
» Y W) ={veV: f(v) e W} (lapreimagen de W por f)
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Observacién. La notacién f~! puede prestarse a confusiones: salvo algunos casos que vere-
mos luego, esto NO se refiere a la funcién inversa de f.

Si el conjunto W tiene un dnico elemento, W = {w}, al conjunto f~!({w}) lo notaremos
f~Y(w), o sea,

» fY(w)={veV: f(v) =w} (lapreimagen del vector w por f)

Propiedades de la imagen y la preimagen de subespacios
Sean V, W espacios vectoriales y f: V — W una transformacion lineal.
1. Si S es un subespacio de V, entonces f(S) es un subespacio de W.

2. Si T es un subespacio de W, entonces f ~!(T) es un subespacio de V.

3. SiS = (vy,vy,..., V), entonces f(S) = (f(v1), f(va),..., f(vs)).

Demostracion:
1. Esta verificacién queda como ejercicio ya que es similar a la de la propiedad 2.

2. Para demostrar que un conjunto es un subespacio de V tenemos que verificar que se
cumplen las tres propiedades de los subespacios.

1) T es un subespacio de W asi que Ow € T. Como f es tl., f(Oy) = Ow entonces
f(Oy) € T con lo cual tenemos que Oy € f~1(T).

2) Seanu,v € f~I(T). Esto significa que f(u) € Ty f(v) € T, pero T es un subespacio
de W, entonces f(u) + f(v) € T.
Si usamos la propiedad 1 de t.l,, f(u) + f(v) = f(u+v),asique f(u+v) € T, con
lo cual obtenemos que u + v € f~(T).

3) Seanv € f~1(T) ya € R. Entonces f(v) € Ty, como T es subespacio de W, tenemos
que af(v) € T.
Ahora usamos la propiedad 2 de las t.1., af(v) = f(av). Entonces f(av) € T, lo que
significa que av € f~1(T).

3. Seaw € f(S), entonces w = f(s) cons € S. Como S = (v,Vy,..., V),
s =wmvi+axvo+ -+ 0V,
con wy, &y, ..., & € R. Aplicando f obtenemos que
f(s) = flavi +aova+ -+ ayvy) = aa f(v1) +aof (va) + -+ + arf(vi).
Entonces w = f(s) € (f(v1), f(v2),..., f(vs)).

Con esto probamos que f(S) C (f(v1), f(v2),..., f(vs)).
Por otro lado, f(v1),..., f(vr) € f(S), conlo cual, (f(v1), f(v2),...,f(v;)) C f(S), asi

que los subespacios son iguales.
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Ejemplo 9. Sea f: R® — R3la t.l. definida por
fx,y,z2) =(x+y—2zy+2z,x+2y+2z);

ysean S = ((1,2,0)), w=(0,2,2) yW = {x € R3 : x1 +x0 +x3 = 0}.
Hallar £(S), f~1(w)y f~1(W).

Solucién: Teniendo en cuenta la propiedad 3, para calcular f(S) lo que hacemos es aplicar f
al generador de S, f(1,2,0) = (3,2,5) y este vector genera f(S), o sea,

f(S) = ((3,2,5)).

Ahora calculemos la preimagen de w. Para esto buscamos los vectores de R* “que van a parar

a é1” cuando aplicamos la t.1.,
f(x,y,2)=(x+y—2zy+2zx+2y+z)=(0,2,2).

Obtenemos entonces un sistema de ecuaciones lineales cuya matriz ampliada es

11 -1]0 11 -1/0 11 -1]0
o1 22 |—={01 2|2 ] =101 2|2
1 2 1|2 01 2|2 00 0/0

Es un S.C.I cuyas soluciones son de la forma A(3, —2,1) 4+ (—2,2,0) con A € R. Entonces,

fYw)=A(3,-2,1)+ (-2,2,0) con A € R,

Para calcular la preimagen de W vamos a aprovechar que este subespacio estd dado por una
ecuacion y pedir que los vectores que obtenemos al aplicar la t.1. cumplan esta ecuacién:

v=(xy2) € f (W)= f(v)=(x+y—zy+2z,x+2y+2) €W

— (x+y—2z)+(y+22)+(x+2y+z) =0<=2x+4y+2z=0

Por lo tanto,

FHW) = {x € R®:2x +4y +2z = 0} = ((—2,1,0),(—1,0,1)).

5.2. Nrucleo e imagen de una transformacién lineal

Ahora vamos a definir dos conjuntos muy importantes, asociados a una transformacién lineal,
que son casos especiales de los conjuntos que vimos en la seccién anterior.
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Nrcleo e imagen de una t.1.
Sean V, W espacios vectoriales, f: V — W una transformacioén lineal. Llamamos

= niicleo de f al conjunto
Nu(f) = f71(0) ={veV: f(v) = O}.

= imagen de f al conjunto
Im(f)=f(V)={we W: w= f(v), conv e V}.

Antes de hacer ejemplos, veamos algunas propiedades que se deducen de las propiedades de
imagenes y preimdgenes de subespacios por una t.l. y que nos van a ayudar para calcular
ntcleos e imégenes.

Propiedades

1. Nu(f) es un subespacio de V.

2. Im(f) es un subespcio de W.
3. SiV = (v, vy,...,v,) entonces Im(f) = (f(v1), f(v2),..., f(v+)).

Ejemplo 1. Hallar bases y calcular las dimensiones del nticleo y de la imagen de f, si
f: R® — R3eslatl dada por

floyz) =(x+2y—zy+z—x—y+2z).

Solucién: Para hallar el nticleo de f debemos encontrar los vectores (x,y,z) € R? tales que
f(x,y,z) = (0,0,0), asi que igualamos a 0 cada una de las componentes de la t.1., obteniendo el
siguiente sistema homogéneo:

x + 2y — z =0
y + z =0
-x — y + 2z =0

Trabajamos con la matriz ampliada del sistema

1 2 -1]0 12 —-1|0 1 2 -1]0
0 1 110 ] — 1101 110 ] — | 01 110
-1 -1 2|0 01 110 00 010

El rango de la matriz es igual a 2, entonces dim(Nu(f)) = 3 —2 = 1. Despejando hallamos una
base de Nu(f):

x = (3z,—z,z) =z(3,—1,1),conz € R,
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y, entonces, una base es Byy(s) = {(3,—1,1)}.

Para hallar la imagen usamos la propiedad 3. Lo mas cémodo es tomar la base canénica de R?,

Im(f) = (£(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1)) = ((1,0,~1), (2,1, ~1), (~1,1,2)).

Para ver si el conjunto de generadores de la imagen es un conjunto i o 1.d planteamos la
siguiente combinacién lineal:

«(1,0,—-1)+p(2,1,-1) +v(—1,1,2) = (0,0,0)

x + 2 — v =0
p+ v =0
-« — B + 2y =0

que da lugar a las ecuaciones:

Es el mismo sistema que el del niicleo, asi que no vamos a repetir la triangulacién. Obtenemos
que el conjunto es linealmente dependiente, necesitamos entonces extraer una base. Procede-
mos de manera similar a lo hecho en el Capitulo 4: miramos la taltima matriz del sistema donde
estdn marcados los lugares principales y notamos que las dos primeras columnas corresponden
a vectores linealmente independientes.

1] 2 -1]o0
0o [1] 170
0 0 0]0

La dimensi6n de Im(f) es igual a 2 y una base es By, () = {(1,0,-1),(2,1,-1)}.

Respuesta:
* Bnu(s) = {(3,—1,1)} es una base de Nu(f) y dim(Nu(f)) = 1.
* Bim(s) = {(1,0,-1),(2,1,—1)} es una base de Im(f) y dim(Im(f)) = 2.

Ejemplo 2. Hallar bases y calcular las dimensiones del nticleo y de la imagen de la t.I
f: R?* — R2*2 definida por

f@WZ(ﬁi%.ﬁiy)

Solucién: El ntcleo de f estd formado por todos los (x,y) € R? tales que f(x,y) = O:

x — y =0
(x—y 0 >:<00><:> 0:O<:>x—y:0
2x -2y —x+y 00 2x — 2y = 0 '
-x + y =0

Es decir, (x,v) = (v,y) =y(1,1),cony € R.
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Entonces, una base de Nu(f) es Byy(s) = {(1,1)} y dim(Nu(f)) = 1.

Buscamos ahora la imagen de f. Para esto, en primer lugar hallamos un sistema de generadores
de Im(f) aplicando f a los vectores de una base de R?:

tm(f) = 0, 0,0 = (5 3 ).( 55 1))

-1 0 1 0 1 0
Como [, 4 > =— < b 1 >,Vemos que una base de Im(f) es Byy(f) = {< b 1 )}
=1

Respuesta:

* Bnu(r) = {(1,1)} es una base de Nu(f) y dim(Nu(f)) = 1.

« By = {( ;0 >} es una base de Im(f) y dim(Im(f)) = 1.

Teorema de la dimensién para transformaciones lineales

Las dimensiones del nticleo y de la imagen de una transformacién lineal cumplen una relacion,
que estd dada por el siguiente teorema:

Teorema de la dimension

Sif:V — W es una transformacién lineal, entonces:

dim(Nu(f)) + dim(Im(f)) = dim(V).

Ejemplo 3. Hallar bases de Nu(f) e Im(f) y calcular sus dimensiones para las siguien-
tes t.l.:

a) f: R? - R3dada por f(x,y) = (x —y,2x + 4y, x + 2y)
b) f: R* — R3®dada por f(x1,x2, x3,x4) = (%1 + X2 — X4, %1 + X3 + 2x4, X1 — 22 + 2%3)

) f: R3 — R3 la tnica t.1 que verifica:

f(1,1,1) = (-1,2,3)
{ (0,1,4)
(0,0,0)

)

—~~

&

\#—\

N

S—
I

Solucion:
a) f(x,y) = (x—y,2x+4y,x+2y).

Comencemos calculando la imagen:

Im(f) = (f(1,0),£(0,1)) = ((1,2,1),(=1,4,2)).
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b)

Es claro que son vectores l.i. asi que tenemos que |dim(Im(f)) = 2|,

y una base de Im(f) es | By (s) = {(1,2,1),(=1,4,2)} |

Para el nticleo vamos a usar el teorema de la dimension,

dim(R?) = dim(Nu(f)) + dim(Im(f))

entonces 2 = dim(Nu(f)) +2 = |dim(Nu(f)) =0|

El tinico subespacio de dimension 0 es el subespacio nulo, asi que Nu(f) = {(0,0)} y este
subespacio no tiene base.

f(x1,x2,x3,%4) = (X1 + X2 — X4, X1 + X3 + 2x4, X1 — 2X2 + 2x3). En este caso vamos a cal-
cular primero el niicleo, y para esto resolvemos el sistema homogéneo que se obtiene al
igualar a 0 cada una de las coordenadas de f(x1, x2, x3, X4):

1 1 0 -1]0 1 10 —-1/0 1 1 0 —-1]0
1 o1 2(0]—0 -1 1 3(0]|—1]20 -1 1 3|0
1 -2 2 010 0 -3 2 1|0 0 0 -1 -8|0

Escribiendo las ecuaciones y despejando queda lo siguiente:
X € Nu(f) = X = (6X4, —5X4, —SX4, X4) = X4(6, -5, —8,1)

Obtenemos que | dim(Nu(f)) = 1|y que una base de este subespacio es

Bnu(s) = {(6,—5,=8,1)}|

Ahora vamos a usar el teorema de la dimension,

4 = dim(R*) = dim(Nu(f)) + dim(Im(f)) = 1 4 dim(Im(f)) = | dim(Im(f)) = 3

Nos quedé entonces que la dimensién de la Im(f) es igual a 3, y como la imagen es

un subespacio de R3, porque f: R* — R3, entonces | Im(f) = R?| Como base de Im(f)

odemos tomar cualquier base de R3, por ejemplo, | By,,(ry = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} |
p q por ejemp f)

= (0,1,4)

f(1,1,1) = (=1,2,3)
(0,1,2)
{f(0,0,l) = (0,0,0)

En este caso tenemos la t.l. definida en una base de R3. Observamos que, para hallar la
imagen, no es necesario que encontremos la expresién ya que

Im(f) = (f(1,1,1), £(0,1,2), £(0,0,1)) = ((=1,2,3),(0,1,4), (0,0,0)).

Ahora extraemos una base de este conjunto, sacando el vector nulo. Obtenemos que una
base es | Byy(s) = {(—1,2,3),(0,1,4)} |y que | dim(Im(f) = 2.

Antes de buscar el ntcleo usamos el teorema de la dimension,

3 = dim(R?) = dim(Nu(f)) 4+ dim(Im(f)) = dim(Nu(f)) 4+ 2 = | dim(Nu(f)) = 1.
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Al mirar la definicién de la t.1, notamos que (0,0,1) € Nu(f), ya que f(0,0,1) = (0,0,0),
y como el ntcleo es un subespacio de dimensién 1, este vector forma una base de dicho
subespacio, 0 sea | Byy(f) = {(0,0,1)}.

Monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos

En lo que sigue estudiamos las propiedades de inyectividad, suryectividad y biyectividad
usuales para funciones en el caso particular de las t.1.
Definiciones
Sean V'y W espacios vectoriales y f: V — W una transformacioén lineal. Decimos que:
= f es monomorfismo si es una funcién inyectiva (o sea: si cumple la condicién
“flu) = f(v) = u=v")
= f es epimorfismo si es una funcién suryectiva (o sea: si Im(f) = W)

= f es isomorfismo si es monomorfismo y epimorfismo.

Propiedades

1. f es monomorfismo <= Nu(f) = {O}

2. Si f es monomorfismo y {vi,Vv,...,v,} es linealmente independiente, entonces
{f(v1),f(v2),..., f(vs)} es linealmente independiente.

3. f esisomorfismo si y s6lo si se cumple: “Si {vy,v,...,v,} es una base de V, enton-
ces {f(v1),f(v2),..., f(v;)} es una base de W.”

Demostracion:

1. Hay que probar dos implicaciones.

=) Porser tl. f(O) = O = O € Nu(f) y tenemos que probar que no hay ningtn otro
elemento en ese conjunto.

Tomamos un elemento v € Nu(f) = f(v) = O, igualando obtenemos que f(v) = f(O)

pero f es un monomorfismo, lo que significa que es una funcién inyectiva, asi que v = O
y por lo tanto Nu(f) = {O}.

<=) Para probar la inyectividad tomamos vy w € W que cumplen f(v) = f(w)y
debemos probar que v = w.

fv) = fw) = f(v) - f(W) =0 = f(v—w) =0

—=v-weNu(f) ={0} =v-w=0=v=w.
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2. Sea {v1,vy,...,v,} un conjunto l.i. Vamos a probar que {f(v1), f(v2),..., f(v;)} también
es li.

Sean wy, &y, ..., &, € R tales que
arf(vi) +azf(vo) + ... +a,f(v,) =0O.
Usando que f es una t.1. obtenemos que
flagvi +apvo+ ... +av,) =0

y entonces
a1v1 + apvo + ...+ a,v, € Nu(f).

En 1. demostramos que si f es monomorfismo entonces Nu(f) = {O}, por lo tanto,
avy + aovo + ...+ v, = 0.

Por hipétesis {vi,vy,..., v, } es Li, entonces a1 = ap = ... = o, = 0y queda demostrada
la propiedad.

3. Queda como ejercicio.

Ejemplo 4. Calcular dim(Nu(f)) y dim(Im(f)) para las siguientes t.1.

a) f: R® — R® monomorfismo.
b) f: R> — R? epimorfismo.

c) f: V= Veslatnica tl. que verifica

{ fvi) = wvi+w
f(v2) = —va+vs
f(vs) = vi+2v;

donde B = {v1,vy,v3} es una base de V.

Solucion: En todos los casos vamos a usar el teorema de la dimension.

a) f es monomorfismo asi que |dim(Nu(f)) = 0|, y el dominio de la t.I. es R3, con lo cual
3 = dim(Nu(f)) + dim(Im(f)) = 0+ dim(Im(f)).
Entonces | dim(Im(f)) = 3.

b) f es un epimorfismo, entonces Im(f) = R3, asi que | dim(Im(f)) = 3|y
5 = dim(Nu(f)) + dim(Im(f)) = dim(Nu(f)) + 3.
Por lo tanto, | dim(Nu(f)) = 2.
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¢) Como f esta definida sobre una base podemos afirmar que
Im(f) = (f(v1), f(v2), f(v3)) = (V1 + V2, —V2 + V3, V1 + 2v3).

Es coémodo utilizar las coordenadas de estos vectores en la base B para calcular la dimen-
sién de la imagen de f,

(Vl +V2>B = (1, 1,0), (—Vz +V3)B = (O, —1,1) y (Vl +2V3)B = (1,0,2).

{(1,1,0),(0,—1,1),(1,0,2)} es un conjunto li. (jverificarlo!), asi que | dim(Im(f)) = 3|

Y por el teorema de la dimensién,

3 = dim(V) = dim(Nu(f)) + dim(Im(f)) = dim(Nu(f)) +3 = |dim(Nu(f)) =0

Es interesante notar que esta t.1. es un isomorfismo.

Ejemplo 5. Definir, en cada caso, una t.1. que verifique las condiciones pedidas.
a) f: R® — R?tal que (1,2,3) € Nu(f) y f es epimorfismo.

b) f: R® — R*tal que (1,-2,3,1) € Im(f) y f es monomorfismo.
o) f:R* - R*tal que Nu(f) = Im(f) = {(1,2,0,9),(0,1,3,2)).

\. J

Solucién: En todos los casos vamos a definir las t.I. sobre bases convenientes (no vamos a
buscar las expresiones de las t.1.)

a) Elegimos una base del dominio (R> en este caso) que contenga al vector que queremos
que esté en el nucleo, por ejemplo, {(1,2,3);(0,1,0);(0,0,1)} y ahora definimos la t.l.
sobre esta base, teniendo en cuenta que el vector (1,2,3) debe ir al (0,0) y que f debe ser
epimorfismo, asi que la dimensién de la imagen de f deber ser igual a 2.

Definimos f como la tinica transformacién lineal que verifica:
f(1,2,3) = (0,0)
£(0,1,0) = (1,0
f(0,0,1) = (0,1)
Veamos que cumple lo pedido.
#* Como definimos f sobre una base de R? podemos afirmar que f estd bien definida v/
* £(1,2,3) = (0,0) entonces (1,2,3) € Nu(f) v
#* Im(f) = ((0,0),(1,0),(0,1)) = {(1,0),(0,1)) = R2 = f es un epimorfismo ¢/

b) En este ejemplo nos piden que f sea un monomorfismo, esto significa que Nu(f) = {O}.
Aplicamos el teorema de la dimensién:

3 = dim(Nu(f)) + dim(Im(f)) = 0+ dim(Im(f)) = dim(Im(f)) = 3.
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<)

5.3.

Ademds nos piden que (1, —2,3,1) € Im(f) asi que vamos a poner este vector en la ima-
gen. Sobre la base del dominio no tenemos ningtin condicionamiento con lo cual podemos
elegir la base canénica.

Definimos f como la tinica transformacién lineal que verifica:
{ f(l,0,0) = (1r -2,3, 1)

f(0,1,00 = (0,1,0,0)
( ) (0,0,0,1)

Veamos que cumple lo pedido.

# Como definimos f sobre una base de R® podemos afirmar que f est4 bien definida v/
7?*7 Im(f) = <(1’ _2/ 3/ 1)/ (O/ 1/ OI O)I (O/ O/ O/ 1)> :> (1/ _2, 3, 1) E Im(f) V

#* dim(Im(f)) = 3 (dado que {(1,-2,3,1),(0,1,0,0),(0,0,0,1)} es Li.)

= dim(Nu(f)) = 0 = f es monomorfismo v/

Para que los vectores (1,2,0,9) y (0,1, 3,2) pertenezcan al nicleo de f, vamos a definir la
t.1. en una base que los contenga, por ejemplo, {(1,2,0,9), (0,1,3,2),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}
(es facil ver que es un conjunto li). Por otro lado, para asegurarnos que (1,2,0,9) y

(0,1,3,2) pertenezcan a la imagen vamos a mandar vectores del dominio a esto vecto-
res.

Definimos f como la tinica transformacién lineal que verifica:

£(1,2,0,9) = (0,0,0,0)
£(0,1,3,2) = (0,0,0,0)
£(0,0,1,0) = (1,2,0,9)
£(0,0,0,1) = (0,1,3,2)

Veamos que cumple lo pedido.

# Como definimos f sobre una base de R* podemos afirmar que f estd bien definida v/

* Im(f) = ((1,2,0,9),(0,1,3,2)) v

* dim(Im(f)) =2 = dim(Nu(f)) =4 —2 = 2. Ademas (1,2,0,9),(0,1,3,2) € Nu(f).
Entonces Nu(f) = ((1,2,0,9),(0,1,3,2)) v

Composicién de transformaciones lineales

Dadas transformaciones lineales f: V. — Wy ¢: W — U entre espacios vectoriales V, Wy U,
tales que el codominio de f coincide con el dominio de g (en este caso, ambos son W), para
un vector v € V podemos calcular f(v) y al resultado, que es un vector de W, aplicarle la
transformacion lineal g y obtener un vector g(f(v)) en U. De este modo se define la composicion

gof:V=U, (gof)(v)=g(f(v))
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Propiedad

Sean V, W y U espacios vectoriales, f: V — Wy ¢: W — U transformaciones lineales.
Entonces g o f: V — U es una transformacién lineal.

Demostracion:
1. Sean u,v € V. Entonces:

goflutv)=g(flutv))=g(f(u)+f(v)) =g(f(w) +g(f(v)) =gof(u) +go f(v).

2. Seanv € Vya € R. Entonces:

go flav) = g(f(av)) = g(af(v)) = ag(f(v)) = a(go f)(v).

Ejemplo 1. Sean f: R?> — R3, f(x,y) = (x+y,x—y,y) yg: R® = R? ¢(x,y,2) =
(2y —z,—x+3z).Hallargo fy fog.

Solucién:
" gof:R2—>R2,
gof(xy) = g(f(xy) =glx+y,x—yy)=Q2x-y)—y,—(x+y)+3y)
= (2x -3y, —x+2y)
» fog:R®— RY,

foglxyz) = f(g(xyz)=f(2y—z —x+3z)
(2y —z) + (—x+32),(2y — z) — (—x + 3z), —x + 32)
(=x+2y+2z,x+2y —4z, —x + 3z)

Respuesta:

» gof:R? -5 R% g0 f(x,y) = (2x — 3y, —x + 2y)

» fog:R® - RS fog(x,y,z) = (—x+2y+2z,x+2y —4z, —x + 3z).

El ntcleo y la imagen de g o f se relacionan con los de f y g. Més precisamente:

Propiedad

Sif:V— Wyg: W — U son transformaciones lineales, entonces

Nu(f) CNu(ge f) y Im(gof)CIm(g).
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Demostracion:

» Siv € Nu(f), entonces go f(v) = g(f(v)) = g(O) = O, conlo cual v € Nu(g o f). Esto
muestra que Nu(f) C Nu(go f).

» Siu € Im(go f), entonces hay un vector v € V tal que u = go f(v). Siw = f(v), vale
g(w) =g(f(v)) =go f(v) = uy concluimos que u € Im(g). Luego, Im(g o f) C Im(g).

Ejemplo 2. Sean f: R3 — RR? la transformacién lineal tal que

f(1,-1,1) =(0,0,0), f(—1,1,0) = (2,1,1) y f(1,0,0) = (1,1, -2)
vy R =R g(x,y,z) = (x—y+z,—x+y—2z).
Hallar Im(g o f) y Nu(g o f) y compararlos con Im(g) y Nu(f) respectivamente.

Solucién: La transformacion lineal f estd definida en la base {(1,-1,1),(-1,1,0),(1,0,0)}
de IR? (es facil verificar que este conjunto es linealmente independiente)

f(1,-1,1) = (0,0,0)
{f(l,l,O) = (2,1,1)
f(1,0,00 = (1,1,-2)
Podemos definir g o f: R® — R? en la misma base:
gof(l,-11) = g(f(1,-1,1)) = ¢(0,0,0) = (0,0
gof(=1,1,0) = g(f(-1,1,0) = ¢g(211) = (2,-2)
§of(1,0,0) = g(f(10,0) = g(11-2) = (=22

Entonces, Im(g o f) = ((0,0), (2, —2),(—2,2)), es decir, [Im(g o f) = ((2,—2)) |
Por el teorema de la dimensién, dim(Nu(go f)) =3 — dim(Im(go f)) =3 -1 = 2.
Observamos que (1, —1,1) € Nu(go f). Ademds,como go f(—1,1,0) =

(=2,2),

g0 f((=1,1,0)+(1,0,0)) = (2,-2) + (-2,2)
g°f(0,1,0) = (0,0)
es decir, (0,1,0) € Nu(go f). Entonces ((1,—1,1),(0,1,0)) C Nu(f)y, como dim(Nu(go f)) =
2, concluimos que |[Nu(go f) = ((1,—-1,1),(0,1,0)) |
Para terminar, comparemos la imagen y el niicleo hallados con Im(g) y Nu(f) respectivamente.

= Im(g) = (¢(1,0,0),8(0,1,0),8(0,0,1)) = {(1, -1), (=1,1), (1, -1)) = {(1, -1)).
Como ((2,—2)) = ((1,—1)), resulta que Im(g o f) = Im(g).

» De la definicion de f, vemos que dim(Im(f)) = 2y que (1, —1,1) € Nu(f). Por el teore-
ma de la dimensién, dim(Nu(f)) = 1, asi que Nu(f) = ((1,—1,1)). Entonces

Nu(f) = ((1,-1,1)) € ((1,-1,1),(0,1,0)) = Nu(g o f), es decir, vale la inclusién, pero
no son iguales.
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Ejemplo 3. Sean S = ((1,0,1,2),(1,0,0,1)) y T = {x € R*/ xy + x2 + x3 — x4 = 0}.
Definir, si es posible, una transformacién lineal f: R* — R* tal que Nu(f) = Sy

Nu(fo f) =T

Solucién: Como Nu(f) C Nu(f o f), para que sea posible definir una transformacion lineal
con las condiciones pedidas, es necesario que S C T. Para ver esto, basta verificar que los
generadores de S pertenecen a T:

= (1,0,1,2) €T:1+0+1-2=0
= (1,0,0,1) €T:1+0+0—-1=0

Vamos a definir f en una base conveniente de R*. Teniendo en cuenta las condiciones que debe
cumplir, consideraremos una base B de R* que contenga a una base de S y una base de T. Como
S C T, dim(S) = 2 y dim(T) = 3, para construir la base B, extendemos una base de S a una
base de T y luego ésta a una base de R*. Por ejemplo, tomando (0,1,0,1) € Ty (0,0,0,1) € R,

obtenemos
Br

B= { (1,0,1,2),(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,0,1)}.

Bs

Queda como ejercicio verificar que este conjunto es linealmente independiente y, por lo tanto,
es una base de R*.
Para garantizar que Nu(f) = S, basta definir f en la forma

£(1,0,1,2) = (0,0,0,0)
£(1,0,0,1) (0,0,0,0)
£(0,1,0,1) v
£(0,0,0,1) = w

con {v,w} linealmente independiente, de modo que Im(f) = (v, w) tenga dimensién 2. Esto
nos asegura que dim(Nu(f)) = 2y, por lo tanto, Nu(f) = ((1,0,1,2),(1,0,0,1) = S.
Si definimos f de este modo, f o f nos queda:

fof(1,0,1,2) = £(0,0,0,0) = (0,0,0,0)
fof(1,0,0,1) = £(0,0,0,00 = (0,0,0,0)
fof(0,1,0,1) = f(v
fef(0,0,0,1) = f(w)

Entonces, para que Nu(f o f) = T, necesitamos que f(v) = (0,0,0,0), es decir, v € Nu(f) =S
y, ademas, que f(w) # (0,0,0,0), o sea, w ¢ Nu(f) = S (de lo contrario f o f = 0).

Elegimos v = (1,0,1,2) € Syw = (0,1,0,0) ¢ S y definimos f como la tinica transformacién
lineal que verifica:

£(1,0,1,2) = (0,0,0,0)
£(1,0,0,1) = (0,0,0,0)
£(0,1,0,1) = (1,0,1,2)
£(0,0,0,1) = (0,1,0,0)
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Verificacion:
= ((1,0,1,2),(1,0,0,1)) C Nu(f) y dim(Nu(f)) = 4 -2 = 2 = dim(S), ya que
( ) = <( 0,1,2),(0,1,0,0)) tiene dimensién 2. Entonces Nu(f) = S.
= T ={((1,0 (1,0,0,1),(0,1,0,1)) C Nu(f o f) y

2)/
dlm(Nu(f f)) =4—dim(Im(fof)) =4—1=3=dim(T).
Entonces Nu(f o f) = T.

Inversa de una transformacion lineal

Si f: V — W es un isomorfismo, la funcién inversa f~*: W — V que cumple las condi-
ciones fo f~! =idwy f~! o f = idy también es un isomorfismo.

Ejemplo4. Sea f: R® — R la transformacién lineal dada por
fx,yz)=(x—y+z,y—23x+y+2z).

Verificar que f es un isomorfismo y encontrar 1.

Solucién: Para probar que f es un isomorfismo podemos ver que manda una base de R> en
otra base de R3. Para esto tomamos, por ejemplo, la base canénica y calculamos la imagen de
cada vector, f(1,0,0) = (1,0,3), f(0,1,0) = (—1,1,1) y f(0,0,1) = (1,—1,1).

Resolvemos el sistema homogéneo para verificar que los vectores forman un conjunto L.i.

1 -1 110 1 -1 1|0 1 -1 110
o 1 -1{10})—(0 1 —-1|0 | —120 -1/0 4
3 1 1|0 0 4 -2|0 0O 0 2|0

Por lo tanto, {(1,0,3),(—1,1,1),(1,—1,1)} es una base de R y, entonces, f es un isomorfismo.
Ahora que probamos que es un isomorfismo, veamos qué aspecto tiene la funcién inversa. Esta
cumple que f~! o f = idps lo que significa que f~(f(v)) = v para todo v € R3, en particular,

—_

f1(£(1,0,0)) = (1,0,0) = f(1,0,3) = (1,0,0)
f1(f(0,1,0)) = (0,1,0) = f1(-1,1,1) = (0,1,0)
f71(£(0,0,1)) = (0,0,1) = f1(1,-1,1) = (0,0,1)

Si observamos las implicaciones, notamos que tenemos definida a f ~1 en una base de R3, o sea,
f~!esla tnica t.l. que verifica:

( ) (1,0,0)
(-1,1,1) = (0,1,0)
( ) (0,0,1)
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Proyectores

Proyector

Una transformacion lineal p: V — V es un proyector si cumple po p = p.

X+y x+y
272

Ejemplo 5. Verificar que la t.I. p: R> — R? dada por p(x,y) = ( ) es un

proyector.

Solucién: Veamos que se cumple la condicién p o p(v) = p(v) para todo v € R?:

poptuy =p (pie) = p (55 5Y)

Xty o xty xty | xty
2 T T ) (Y Y v
2 2 2 2

Con un facil calculo obtenemos que, para el proyector p del ejemplo, Nu(p) = ((—1,1)) e
Im(p) = ((1,1)).

Si observamos con atencién el gréfico podemos ver que, por efecto de la transformacién lineal
p, los vectores se proyectan sobre la imagen de p en forma paralela al ntcleo de p. Por este
motivo estas t.I. son llamadas proyectores

Im(p)

p(v2) = p(vs) =0

Tenemos que Im(p) = ((1,1)), es decir, v € Im(p) <= v = A(1,1) = (A, A). Si aplicamos p a
estos vectores obtenemos:

pw) = p0 ) = (224454 = a) =
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O sea, si v € Im(p) entonces p(v) = v. Esto no es casualidad, es una propiedad que cumplen
todos los proyectores como veremos a continuacién.

Propiedades de un proyector

Sip:V — V es un proyector, entonces:
1. Paratodov € Im(p), p(v) =v.
2. V=Nu(p) @ Im(p).

Demostracion:

1. Sea v € Im(p), entonces v = p(w) para algun vector w € V. Aplicando p a ambos
miembros obtenemos que p(v) = p(p(w)) y como p es proyector p(p(w)) = po p(w) =
p(w). Juntando todo,

p(v) = p(p(w)) = p(w) =v = p(v) = v.

2. Veamos primero que Nu(p) NIm(p) = {O}:

Seav € Nu(p) NIm(p). Entonces v € Nu(p) y v € Im(p), conlo cual p(v) = Oy, por la
propiedad 1, p(v) = v. Luego, v = O.

Como Nu(p) NIm(p) = {O}, podemos escribir Nu(p) & Im(p).

Dado que Nu(p) € VyIm(p) C V, entonces Nu(p) @ Im(p) C V. Si probamos que
tienen la misma dimensién habremos probado la igualdad; para esto usamos primero el
teorema de la dimensién de espacios vectoriales y luego el teorema en su versiéon de t.1,

dim(Nu(p) @ Im(p)) = dim(Nu(p)) + dim(Im(p)) = dim(V).

Por lo tanto, Nu(p) & Im(p) = V.

Ejemplo 6. Definir, si es posible, un proyector p: R3 — R tal que:
a) Nu(p) = ((1,1,0)) yIm(p) = {x € R3/ x1 + x5 + x3 = 0}.
b) Nu(p) = ((1,-2,1)) yIm(p) = {x € R3/ x1 + x2 + x3 = 0}.

Solucién:

a) Por la propiedad 1 de un proyector, p debe verificar que p(v) = v para todo v € Im(p).
Ademas, sabemos que p(v) = (0,0,0) para todo v € Nu(p).
Entonces, para que Im(p) = {x € R3/x; +x +x3 = 0} = ((-1,1,0),(-1,0,1)) y
Nu(p) = ((1,1,0)), vamos a definir p en una base de R® que contenga una base de cada
uno de estos subespacios.
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Consideramos {(—1,1,0),(—1,0,1),(1,1,0) }, que resulta ser una base de R3, y definimos:

p(—-1,1,0) = (-1,1,0)
{ p(-1,0,1) = (-1,0,1)
1,1 (

0) =

Es facil verificar que Im(p) = ((—1,1,0),(—1,0,1)) y Nu(p) = ((1,1,0)).

p es un proyector: al volver a aplicar p a partir de la definicién en la base,

pop(-1,1,0) = p(-1,1,0)
pop(=1,0,1) = p(-1,0,1)
pop(1,1,0) = p(0,0,0) =(0,0,0) = p(1,1,0)

Como p o py p son dos t.l. cuyos valores en una base de R? coinciden, entonces son la
misma, es decir pop = p.

b) Al intentar proceder como en el caso anterior, nos encontramos con que al unir una base
de {x € R3/ x; + x2 + x3 = 0} con una de {(1,—2,1)) resulta un conjunto linealmente
dependiente, es decir, no se obtiene una base de R3. Esto se debe a que
((1,-2,1))N{x € R/ x; +x2+x3 =0} = ((1,—2,1)) # {(0,0,0)}.

Veamos que no es posible definir un proyector que cumpla las condiciones pedidas.

La propiedad 2 de un proyector nos dice que para cualquier proyector p: R? — R3, vale
Nu(p) @ Im(p) = R>.

Entonces, los subespacios ((1,—2,1)) y {x € R%®/ x; + x2 + x3 = 0}, que tienen intersec-
cién no trivial, no pueden ser el nicleo y la imagen de un proyector.

’ Respuesta: No existe un proyector p que cumpla lo pedido. ‘

5.4. Matrices de transformaciones lineales

Transformaciones lineales de R a R"
Consideremos, por ejemplo, la t.1. f: R* — R?® dada por
f(xl,X2, X3, x4) = (2X1 4+ xp — x3 — 3x4, —3xp — X3+ 5x4,x1 + X9 — 4xy — X4).

Armemos una matriz de 3 filas y 4 cuatro columnas, colocando en cada fila los coeficientes de

cada componente de la t.I:
2 1 -1 -3
A= 0 -3 -1 5 |.
1 1 -4 -1

Calculemos ahora A - x' para x = (x1, X2, x3, x4),

2 1 -1 -3 j‘cl 21 + X2 — X3 — 3%y
Ax=(0 -3 -1 5 2| = —3xy — X3 + 514

1 1 -4 -1 X1+ xp —4xy — x4
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Obtuvimos la expresion de f(x) traspuesta, o sea, (A - x')! = f(x). Por comodidad, o por no
recargar la notacion, se suele escribir f(x) = A - x.

De la misma manera que en este ejemplo, a cualquier transformacién lineal f: R" — R™ se le
puede asociar una matriz en R™*".

Matriz de una transformacioén lineal

Sea f: R" — R™ una transformacién lineal. A la matriz A € R™ " que cumple
f(x) = A - xselallama matriz de la transformacion lineal f y se la nota M(f).

Sean f: R" — R™ una transformacion lineal y {ej, ey, ...,e,} la base canénica de R".
Entonces las columnas de M(f) son los vectores f(e1), f(e2),..., f(e,) (en ese orden).

En efecto:

1
0

= f(e) =M(f)-| . | =primeracolumnade M(f)
0
0
1

» f(e) =M(f)-| . | =segunda columna de M(f)
0
0
0

» f(e,) =M(f)-| . | = n-ésimacolumna de M(f)
1

Propiedad

Las columnas de M(f) forman un conjunto de generadores de Im( f).

Se puede probar que la dimensién del subespacio de R™ generado por las columnas de una
matriz es igual a la dimension del subespacio de R” generado por las filas, es decir, el rango de
la matriz.

¢Coémo se relaciona esto con las transformaciones lineales? Si usamos la propiedad anterior
tenemos que las columnas de M(f) generan Im(f) entonces la dimension de este subespacio
coincide con el rango de dicha matriz.

Para el nticleo podemos pensar lo siguiente:

veNu(f) < f(v) =0 < M(f) -v=0.
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Asi que el nucleo coincide con el conjunto solucién del sistema homogéneo que tiene a M(f)
como matriz asociada, con lo cual la dimensién del nicleo coincide con n — rg(M(f)) (esto se
deduce también de lo anterior por el Teorema de la dimensién para transformaciones lineales).
Resumiendo:

Propiedades
Sea f: R" — R™ una transformacién lineal. Entonces

= dim(Im(f)) = rg(M(f))
= dim(Nu(f)) = n — rg(M(f))

11 -1
Ejemplo 1. Sea f: R® — R®1la tl tal que M(f) = ( 01 3 ) Hallar bases de
1 0 —4

Nu(f) e Im(f).

Solucién: Vamos a hallar lo pedido sin encontrar la expresion de la t.1.
Para hallar una base del ntcleo resolvemos un sistema homogéneo cuya matriz es M(f),

11 -1|0 1 1 -11]0 11 -1]0
o1 3/0)]—(O0 1 3(0)]—(01 3|0
1 0 —4|0 0 -1 -3|0 00 010

Observemos que rg(M(f)) = 2 entonces dim(Nu(f)) = 1. Escribiendo las ecuaciones y despe-
jando obtenemos que una base del nicleo es Byy(s) = {(4,—3,1) }.
Para hallar una base de la imagen no necesitamos hacer ninguna cuenta mas. Por la observacién
anterior sabemos que dim(Im(f)) = rg(M(f)) = 2y que este subespacio estd generado por
las columnas de M(f).
O sea:

Im(f) =((1,0,1),(1,1,0),(—1,3,—4))

El procedimiento para extraer una base de este conjunto nos lleva a escalonar la matriz (M(f)|0),
es decir, a lo que acabamos de hacer cuando hallamos una base del nticleo. La dltima matriz es:

1] 1 1o
0o [1] 3|0
0 0 0]0

Estdn marcados los lugares principales y, entonces, vemos que las dos primeras columnas co-
rresponden a vectores linealmente independientes. Por lo tanto, una base de la imagen de f es

Bim(s) = {(1,0,1),(1,1,0)}.

Respuesta: Byy(f) = {(4,—3,1)} ¥ Bim(s) = {(1,0,1),(1,1,0)} son bases de Nu(f) e Im(f)
respectivamente.

Area de Matematica - Ciclo Basico Comun - Universidad de Buenos Aires 95



Algebra 27 (Ciencias Exactas) CAPITULO 5. TRANSFORMACIONES LINEALES

Transformaciones lineales de Va W

Ahora vamos a generalizar la idea de matriz de una t.1, pero para espacios vectoriales cuales-
quiera, usando bases y coordenadas. Esto nos permitird, en particular, asociar distintas matrices
a una misma t.l. f: R" — R™.

Matriz de una t.l. en dos bases dadas

Sean V y W espacios vectoriales, dim(V) = n y dim(W) = m, y f: V — W una transfor-
macion lineal. Dadas B = {vy,vy,...,v,} y B' bases de V'y W respectivamente, se define
la matriz de la t.1. f en las bases B y B', como la matriz dada por

Mg (f) = ((f(v1)p (f(v2)l -~ (f(Va))p) € R

En otras palabras, esta matriz se construye por columnas, la primera columna corresponde a las
coordenadas en base B’ del vector f(v1), la segunda columna corresponde a las coordenadas
en base B’ del vector f(v;), y asi siguiendo hasta la tltima columna que corresponde a las
coordenadas en base B’ del vector f(v,).

Antes de ver ejemplos, relacionemos esta definicién con la de la matriz de una t.l. f : R" — R"™
vista en la seccién anterior:

Observacion

Si E y E’ son las bases canénicas de R” y R™ respectivamente y f: R” — R™ es una
transformacion lineal, entonces

Mep (f) = M(f).

Demostracién: Sea E = {ej, ey, ---,e,} la base candnica de R”. Las columnas de Mgp/(f)
corresponden a (f(e1))g, (f(e2))g,-..,(f(en))r y las coordenadas en base E’ coinciden con
los mismos vectores. De manera tal que las columnas de Mgp/(f) son las mismas que las de
M(f) y, por lo tanto, las matrices son iguales.

Ejemplo 2. Sean E = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y B = {(1,-1,1),(0,1,1), (1,2, —3)}
bases de R3, E' = {(1,0),(0,1)} y B’ = {(1,—1),(0,1)} bases de R?, y f: R3 — R?la t.L
dada por

f(x1,x2,x3) = (%1 + x2 — 2x3,3x + 4x3).

Calcular Mgg/(f), Mpe/(f) y Mpp (f)-

\. J

Solucién: Para hallar la primera matriz usamos las observacién anterior y calculamos M(f).

Mee(F) =M= (o 3 )
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Ahora, para hallar las otras dos matrices lo primero que hacemos es aplicar f a los vectores de

la base B
f(1,-1,1) = (-2,1)
f(0,1,1) = (-1,7)
f(1,2,-3) = (9,—6)

Para la matriz Mg (f) no necesitamos hacer mds calculos: al ser la segunda base la canénica
de R? directamente ponemos a los vectores que encontramos como columnas de esta matriz,

Mg (f) = ( _i _; _2 >

Para hallar la tercera matriz si tenemos que hacer més cuentas: necesitamos conocer las coor-
denadas en la base B’ de los vectores (—2,1), (—1,7) y (9, —6). Podemos hacer una resolucion
simultdnea de sistemas, planteando directamente la matriz ampliada

10—2—19_>10—2—19
-1 1} 1| 7|—-6 0 1|-1| 6|3

Entonces (—2,1)p = (—2,—1), (—=1,7)p = (—1,6) y (9, —6)p = (9,3), con lo cual,

Mpp(f) = ( :% _é z >

Ejemplo 3. Sea B = {vj, vy, v3} unabase de un espacio vectorial Vy f: V — Vla tinica
t.1. que verifica:
f(vi) = 3vi+2vy—v3
Vi — 2vy + 4v3
flvs) = 5vq + 2v3

ol
<
N
Il

Hallar Mp(f).

Antes de resolver el ejercicio, hagamos una aclaracién sobre la notacion: cuando el dominio y
el codominio de una t.I. f son iguales y tenemos una sola base B para considerar, en lugar de
Mpg(f) se suele escribir Mp(f).

Solucién: En este caso no hay necesidad de hacer cuentas, solo hay que tener clara la defini-
cién de Mp(f) y de coordenadas en una base:

(f(v1)) = (Bv1+2v2 —v3)p = (3,2, 1)
(f(v2))B = (v1 —2va +4v3)p = (1,-2,4)
(f(vs))s = (5v1 +2v3)p = (5,0,2)

Solo nos queda poner estos vectores como columnas de la matriz:

) |
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Ejemplo 4. Sea f:R?*2 — R?*? ]a t.I. definida por f(X) = < _; —2 > X. Dadas las

bases

de R?*2, hallar Mpp(f).

Solucién: A partir de la definicién de Mpp/(f), calculamos las columnas de esta matriz. Para
esto calculamos f en cada elemento de la base B y hallamos las coordenadas del resultado en

la base B':
floo)-(23)(09)
() -1(3 2)ecan (8 ) (S 3) (8 9)
N (1 0) — (1,-2,0,0)
00),

f(Ye)-(2 3)(10)
_ —ig):<—2>-(38>+4(1 0>+0’(8(1)>+0(8(1)>
N (0 0) = (—2,4,0,0)
10),

O =
o O
~_
+
o
7N
)
o O
~
+
—~
|
N
\'_/
N
o O
O =
~
+
Iy
7N
o O
)
~_
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Ubicamos los vectores de coordenadas hallados como columnas en Mpp (f) y nos queda:

MBB’(f) = 0 1 0 —2

Esto se puede generalizar de la siguiente manera:

Propiedad de la matriz de una t.1.

Sean V y W espacios vectoriales, B y B’ bases de V y W respectivamente, y f: V. — W
una transformacion lineal. Si v € V, entonces

(f(v))p = Mpp(f) - (V)B

Ejemplo 5. Sean B = {vy,vy,v3} y B’ = {wy, wy, w3, wy} bases de e.v. V'y W respecti-
1 01
01 1
1 1 2

-1 2 1

vamente y sea f: V — W una t.1. tal que Mgp (f) =

Calcular f(vi — v + 2v3) y hallar bases del ntcleo y de la imagen de f.

Solucién: Para calcular f(v; — v, 4+ 2v3) hay que tener presente la propiedad anterior,
(f(V)s = Mpp (f) - (V)5
asi que lo primero que tenemos que hacer es calcular las coordenadas del vector en base B,
(vi —va+2v3)g = (1,-1,2).

Luego multiplicamos la matriz de la t.1. por este vector de coordenadas (traspuesto)

(f(vi—v2+2v3))p = Mpp(f) - (vi —v2+2v3)p =

—_ = O
N R R O
— N R -

Asi, (f(vi —va+2v3))p = (3,1,4,—1) y como B’ = {wy, wy, w3, Wy} obtenemos

f(V] — V) + 2V3) = 3w + wy + 4wz — wy.
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Busquemos una base del ntcleo de f:
veNu(f) <= f(v) =0 <= Mpp(f) - (v)p=0

Asi que vamos a trabajar con la matriz ampliada a cero.

—__ O
N — = O
_ N = =
S O OO
l
SO O
N = = O
N R =
S O OO
l
S O O
SO = O
O O = =
o O OO

Las incognitas del sistema corresponden a (v)g, si llamamos (v)g = (x1, X2, x3) las ecuaciones
del sistema que quedaron luego de la triangulacién son x1 + x3 = 0y x2 + x3 = 0. Despejamos
y obtenemos x; = —x3 y x2 = —Xx3. Entonces,

(v)p = (—x3,—x3,x3) = x3(—1,—1,1)

con x3 € R. Usamos que B = {vy, vy, v3} y obtenemos v = x3(—v; — v2 + v3) con x3 € R. En
conclusién,

BNu(f) = {—V1 —V +V3}.

Nos falta buscar una base de la imagen de f. Dado que B = {vy, vy, v3} es base de V, entonces
Im(f) = (f(v1), f(v2), f(v3)) y las columnas de la matriz son justamente las coordenadas en
base B’ de estos vectores. Es decir, (f(v1))p = (1,0,1,—-1), (f(v2))p = (0,1,1,2) y (f(v3))p =
(1,1,2,1).

Para estudiar la dependencia lineal de estos vectores y extraer una base, lo mas conveniente
es usar las coordenadas, y para esto una vez mas usamos la misma matriz ampliada que utili-
zamos al calcular el nucleo. Observemos que rg(Mpp (f)) = 2y que {(f(v1))p, (f(v2))p} =
{(1,0,1,-1),(0,1,1,2)} es un conjunto Li.; entonces {f(v1), f(v2)} es li. y, por lo tanto, una
base de Im( f). Para terminar, escribimos los vectores usando la base B’ y nos queda

Bim(f) = {W1 + W3 — Wy, Wa + W3 + 2wy }

En el dltimo ejemplo vimos que la dimensién de la imagen de la t.1. coincide con el rango de la
matriz en las bases dadas. Esto vale siempre y es independiente de las bases elegidas.
Propiedad

Sean B y B’ bases de e.v. V y W respectivamente, y f: V. — W una t.l. Entonces,
dim(Im(f)) = rg(Map (f))-
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Corolario

Si Vy W son e.v tales que dim(V) = dim(W) =ny f: V— W es una t.l., entonces son
equivalentes:

= f es un monomorfismo.
= f es un epimorfismo.

= f es un isomorfismo.

dim(Im(f)) = n.
rg(Mpp (f)) = n.
W) s el
det(Mpp (f)) # 0.

Ejemplo 6. Sean By B’ basesdeev. Vy W, f: V — W una transformacion lineal tal

1 2 -1
que Mpp (f) = ( 0 a« 4 ) . Hallar todos los & € R tales que f es un isomorfismo.
11 3

Solucidon: Si usamos el corolario anterior, lo més comodo es utilizar el determinante

12 - x 4 2 -1
|Mpp/(f)]=10 a« 4|= 1 3‘+ N 4‘:3a—4+8+a:4+4zx
11 3

Sabemos que f es un isomorfismo si y solo si det(Mpp/(f)) # 0. Tenemos que

det(MBB/(f)) 7&0 — 4+4(X7é0 <~ (X7é —1.

Respuesta: f es isomorfismo siy s6losia € R — {—1}.

Matriz de la composiciéon de transformaciones lineales

En lo que sigue veremos c6mo se relacionan las matrices dedos tl. f: V= Wy ¢: W — U con
la matriz de la composicion go f: V — U.

Comencemos analizando un caso especial.
Sean f: R" — R™ y ¢: R" — R las transformaciones lineales tales que f(v) = A - v para
vER"yg(w) = A’ -wparaw € R", entonces g o f: R" — RF esta dada por

gof(v)=g(f(v)) =g(A-v)=A"-(A-v)=A'A-v

para todo v € R". Vemos entonces que la matriz de R**" que le corresponde a g o f es el
producto A’A de la matriz A’ € R¥™ de ¢ por la matriz A € R"*" de f.
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Esto se generaliza a otros espacios vectoriales y a matrices en distintas bases como se indica a
continuacion.
Matriz de la composicién de dos t.1.

Sean V, W y U espacios vectoriales, B, B' y B” bases de V, W y U respectivamente. Si
f: V- Wyg: W — U son transformaciones lineales, entonces

Mpgpr(go f) = Mppr(g) - Mpp (f)

Ejemplo 7. Sean B = {(1,1,2),(0,1,3),(0,1,-1)}, B" = {(2,1),(-2,3)} y E =

{(1,0),(0,1)}, f: R® — R? una tl tal que Mg (f) = ( _(1) } 1 > yg: R2 o R

la t.1. dada por g(x,v) = (x — y,2x + y). Hallar la matriz Mgg(g o f).

Solucién: Lo primero que tenemos que pensar es en qué bases nos conviene calcular la matriz
de g dado que necesitamos Mpg(g© f)

Mge(go f) = M»(g) - Mg (f).

Para poder hacer el producto la base del dominio de ¢ debe ser B'. Ademés queremos que la
segunda base de la matriz de la composicion sea E, asi que ésta debe ser la base del espacio de
llegada de g.
Vamos a hallar entonces Mp/g(g). Para esto calculamos g en los vectores de la base B/, g(2,1) =
(1,5),8(—2,3) = (=5, —1), los colocamos como columnas de la matriz y obtenemos Mg r(g) =
1 -5
5 -1 )
Ahora solo debemos hacer un producto:

Moc(gof) = Muele) M= (3 3 ) (1 4)=(5 3 1

Respuesta: Mpe(go f) = ( :é —i —1? >

A partir de la relacién entre la matriz de dos transformaciones lineales y la de su composicién,
se puede deducir como es la matriz de la inversa de un isomorfismo:

Matriz de la inversa de un isomorfismo

Sean V y W espacios vectoriales, By B’ bases V y W respectivamente. Si f: V — W es
un isomorfismo, entonces

Mpg(f~') = (Mgp ()"
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Ejemplo 8. Sean B = {vy,vy,v3} y B = {wj, wp, w3} bases de e.v. V'y W respectiva-

1 0 1
mente y sea f: V — Wlatl tal que Mpp/(f) = [ 0 2 1 |.Hallar Mpp(f1).
0 0 -3
Solucién: Como det(Mpp/(f)) = —6 # 0, podemos asegurar que f es un isomorfismo y que

existe la t.I. inversa de f.
Por la propiedad anterior, para calcular la matriz pedida debemos buscar la inversa de la matriz
Mpp (f). Haciendo el célculo de esta inversa se obtiene:

10 1\ " 1 0 1/3
Mpp(f')=Mpp(f)'=102 1 [0 172 2/3
00 -3 0 0 -1/3

1 0 1/3
Respuesta: Mpg(f~1)=| 0 1/2 2/3 |.
o 0 -1/3

5.5. Matrices de cambio de base

Un espacio vectorial V tiene distintas bases y, dado un vector v € V, vimos cémo asociarle
coordenadas (v)p con respecto a cualquier base B de V. A continuacién introducimos unas
matrices que permiten hallar las coordenadas de un vector en una base de V a partir de sus
coordenadas en otra base de V.

Utilizaremos estas matrices para calcular, a partir de la matriz Mg, p,, (f) de una transformacién
lineal f: V — W en las bases By y By de V' y W respectivamente, la matriz Mg, g/ (f) en otras

bases By, y By de Vy W.

Matriz de cambio de base

Sean By B bases de un espacio vectorial V. La matriz de la t.l. identidad en las bases B
y B’ se llama matriz de cambio de base B a base B’,

Cpp = Mpp (id)

(Coémo se calcula esta matriz?
Si B ={vy,vy,..., v},

Cppr = Mpp (id) = ((id(v1))p (id(v2))p - (id(va))p) = ((v1)p (v2)p -+~ (va))

La matriz Cpp tiene como columnas a las coordenadas en la base B’ de los vectores de la
base B.

Antes de hacer ejemplos, veamos una propiedad que resulta muy util:
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Propiedad

Cpp = (Cpp)*

Demostracién. Esta igualdad se deduce de la relacion entre la matriz de un isomorfismo y la
de su inversa:

Cpp = Mpp(id) = Mpp(id ") = (Mpp (id)) ™' = (Cpp) ™"

Ejemplo 1. Dadas B = {(1,—1,1);(0,1,1);(1,0,1)} y E = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
bases de R3, calcular Crp y Cge.

Solucién: Por la propiedad anterior las matrices Ckp y Cgg son una la inversa de la otra. Asi
que calculamos una y luego la invertimos. La pregunta es ;cudl conviene calcular primero? La
respuesta es Cgg, dado que para todo vector v € R? vale (v)g = v, asi que esta matriz es muy
facil de armar. jS6lo tenemos que poner los vectores de la base B como columnas de la matriz!

1 01
Cge=\| -1 10
111
Si invertimos Cgg obtenemos Cggp,
101\ " -1 -1 1
Ceg=\| -1 10 =1 -1 0 1
111 2 1 -1
1 01 -1 -1 1
Respuesta:Cpp = | —1 1 0 |yCgpp=| -1 0 1
111 2 1 -1

Propiedad de la matriz de cambio de base
Si B y B’ son dos bases de un espacio vectorial V, para todo v € V vale:
Coy - (V)B = (V)m

O sea, si multiplicamos a las coordenadas de un vector en la base B por la matriz Cgp
obtenemos las coordenadas en base B’ del mismo vector. Es por esto que la matriz recibe
el nombre de matriz de cambio de base B a base B'.
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Demostracién: Vimos que Mgp/(f) - (v)p = (f(v))p. En el caso de la t.1. identidad queda

Cpp - (v)p = Mpp (id) - (v)p = (id(v))p = (V)5

Ejemplo 2. Sean B = {vy,vy,v3} y B = {vi + vy, v, — v3, —2v; — v3} bases de un e.v.
V. Calcular Cpp/, Cppy (V)p parav = vi + vy — 3vs.

Solucién: Otra vez tenemos que calcular dos matrices, Cgp/, Cp/p, que son una la inversa de
la otra. En este caso es facil calcular Cp/p ya que las columnas de esta matriz son

(V] —|—V2)B = (1,1,0), (Vy~ — V3)B = (0, 1, —1) y (—2V1 — V3)B = (—2,0, —1).

1 0 -2
Ceg=|1 1 0
0 -1 —1

Calculamos la inversa de esta matriz y obtenemos

-1 2 2
Cpp = (Cpp) ' = I -1 -2

-1 1 1

Entonces,

Si usamos la definicion de coordenadas, inmediatamente obtenemos que (v)p = (1,1, —3).
Para calcular las coordenadas de v en la base B’ vamos a usar la propiedad anterior, es decir,
multiplicar por Cpp' sus coordenadas en la base B:

-1 2 2 1 -5
(V)B/ = CBB’ . (V)B = 1 —1 —2 1 = 6
-1 1 1 -3 -3
Por lo tanto:

1 0 -2 -1 2 2
Respuesta:Cgp=| 1 1 0 |,Cpp = 1 -1 =2 |y (v)pg =(-56-3).

0 -1 -1 -1 1 1

Propiedad (cambios de base en la matriz de una t.1.)

Sean By y By, bases de un e.v. V y By y By, bases de unev. W.Si f: V. — W es una
transformacioén lineal entonces:

Mg, g, (f) = Ciypy, - MByBy (f) - Cay b,
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Demostracién: Sipensamosa f: V. — W como la composicién idy o f o idy y usamos que la
matriz de una composicion de t.l. es el producto de las matrices de las t.1. en bases convenientes,
obtenemos:

MB@,BQW (f) = MBQVBQYV(idW o foidy)
= Mg, 5, (idw) - Mgy, (f) - Mg, g, (idy)
= CBJ,;,B{W : MBVBW (f ) : CB{,BV-

Si se cambia sélo la base de V o s6lo la base de W, la férmula anterior tiene una expresiéon mas
sencilla, ya que hay que multiplicar por una sola de las matrices de cambio de base:

" MBQVBW (f) = Mp, By (f) - CBQVBV'

" MBVB{N (f) = CBWBQ;, - MBy By, (f)-

En el caso particular de una t.l. f: V — V, si By B’ son bases V, la férmula de cambio de
base queda:

Mg (f) = Cgp - Ma(f) - Crrp.

Ejemplo 3. Sean B = {(1,0,—1),(0,1,2),(1,—1,-2)},y f,g: R® — R> las t.1. tales que

1 2 -1
f(x,y,z) = (x—2y,y+3z,x+y—4z) y Mp(g) ( 2 0 -2 ) .Encontrar M(go f).
0 -2 3

Solucién: Para calcular M(g o f), que es lo mismo que Mg(g o f), nos conviene tener las
matrices de ambas t.1. en bases candnicas.
La matriz de f la calculamos directamente,

1 -2 0
Me(f) = ( 0 1 3 ) ,
1 1 —4

y para la matriz de g vamos a usar cambios de base y la propiedad anterior,

ME(g) = Cpe - Mp(g) - Cep

Como vimos en un ejemplo anterior, Cgg se construye en forma directa a partir de los vectores
de By Cgp = (Cpr)~!. En este caso quedan

1 0 1 0o 2 -1
CBE = 01 -1 y CEB = 1 -1 1 .
-1 2 =2 1 -2 1
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Entonces,

2 =2 1
=1 -3 12 -5 |].
-7 22 -10

Por altimo, calculamos la matriz pedida:

2 -2 1 1 -2 0 3 -5 —10
M(gof)M(g)-M(f)<3 12 5) (0 1 3)( -8 13 56).
—7 22 —10 1 ~17 26 106

3 -5 —10
Respuesta: M(go f) = -8 13 56 |.
—-17 26 106
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