Practica2 — Mate 51 - Sede Pilar

Continuacién Practica 2 -
Funciones cuadraticas

Ejercicio 15.- Asociar cada funcion con su imagen.

Funcion Imagen
I. f(x)=3x"+6x+3 A. [-1;+0)
IL f(x)= —%.\‘2 +3x B. [0:+%)
L f(x)=—x"-1 C. (—»:3]
IV. f(x) =x" —8x+15 D. (= 21]

Por lovisto en el ejercicio 14, anterior
usaremos que :

sia>0 = Imagendef = [yy, +»)

sia<0 = Imagendef = (-, yy]

I.£(x)=3%x>+6x+3 (entoncessona=3 b=6¢6 c=3)

b 6
xvz—_z—_zl
2a 2-3
b? 62 36
Yyv=Cc- — =3- =3-—=3-3=0
4a 4.3 12

Entonces como a=3>0 Imagen (f) = [yy, +®) = [0, +)

luego para la Funcién I 1la Imagen es la B del cuadro
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b? 32 9
yv=c-—=0-—""7"=0-—=3
4a 4.(_1) -3

Entonces como a< 0 Imagen (f) = (-, Yyv] = (-, 3]

luego para la Funcién II la Imagen es la C del cuadro

xv=__=_—=0

y =c—i=—1—L=—1—0=—1
TR

Entonces como a < 0 Imagen (f) = (-, yy] = (-, -1]

luego para la Funcién II la Imagen es la D del cuadro

IV. £ (x) =x>-8x+15 (entoncessona:l b=-8 c=15)

b -8

xv=__=__=4
2a 2-1
b2 (-8)% 64
yv=c- — =15- =15- — =15-16= -1
4a 4.1 4

Entonces como a >0 Imagen (f) = [yy, +®) = [-1, +o)

luego para la Funcién II la Imagen es la A del cuadro
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Ejercicio 16.- Hallar los cerus, el comjunto de positividad y el conjunto de negatividad
de f.

B flx)=-5S{x+1)(x72) b. fix)=1-(x-3)

c. [(x)=x"-5x+6 d.

e. fx)==2x%+8 8
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16a) £ (x) =-5 (x+1) (x-2)

c® conjunto de ceros o raices reales

planteamos f (x) = 0, obtenemos la ecuacién cuadratica
-5 (x+1) (x-2) =0

Cuando f (x) estd escrita en forma factorizada, como eneste caso,
los ceros o raices de £ (x) son los x que anulan cada uno de los factores
es decir

f (x) =0cuandox = -1o0cuandox =2

Calculemos analiticamenteC”

C"={xeDom (f) /£ (x) >0}

Ponemos entonces £ (x) >0

-5 (x + 1) (x - 2) >0 = sipasamosel -5dividiendodel otromiembro

hay que tener cuidado con la desigualdad,

porque no semantiene, se invierteel simbolode >

Observacién : miren esto

si 2 < 3multiplicandopor -1 en ambos miembros , que sucede con la desigualdad?
(—1) 2 2 (-1) 3 = -2 ? -3 seveque ahora

-3 esmas chico que -2,

esdecir -2 > -3 (obtenemosquesi2<3 = —2>-3)

Resultado a tener en cuenta :

siempre que multipliquemos o dividamos por un nimero negativo
en ambos miembros de una desigualdad

habra que invertir la desigualdad, es decir,

si deciamenor <, darlavuelta comomayor > y viceversa
(idem, se aplica siel simboloes <, sedavueltapor 2)

| 3
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Volviendo a

-5 (x + 1) (x - 2) >0 = sipasamosel -5 dividiendo del otromiembro

quedara :
(x+1) (x—2)<i = (x+1) (x—2)<0 (esdeltipoA-B<0)
-5

esta inecuacién es como las inecuaciones de la practical

Cudndo A-B<0 < (A<OyB>0)6(A>0yB<0)

planteamos esta resoluciénpara (x+1) (x-2) <0 =

{(x+1) <0 y (x-2)>0} & {(x+1)>0 y (x-2)<0}

Esto se resolvia encontrando la Intersecciénde los intervalosde lal era llave

y luego Unién con el conjunto interseccién que salede la2 da llave, asi:

{(x+1) <0y (x-2)>0} 6 {(x+1)>0y(x-2)<0}
{ x<-1y x>2} 6 { =x>-1y x<2}
Para lal erallave : En este punto,

lo que haciamos era dibujar sobre una misma recta real

los intervalos x< -1 y x> 2 yver cudles son los x comunes a ambos intervalos

esta claro que no existen x que sean menores que -1y al mismo tiempo sean mayores que 2

entonces la soluciénde lal erallave S1, esel conjuntovacio

S1=90

Para la2 da llave : los x que pertenecen a ambos intervalos (x comunes a ambos) [+

talesquex> -1y x< 2 sonlosqueseencuentranentre -1y2

Entonces
Sz = (-1, 2)

Finalmente, los x que verifican ambas llaves son los que pertenecen a los dos casos

= s=s1Us2=9 U (-1, 2) = (-1, 2)



Resolucion Practica 2-Continuacion desde Ej 15 a 27 inclusive.nb | 5

yesteserdelC'def (x) =-5 (x+1) (x-2)
Entonces, C*= (-1, 2) (recuerdenque a < 0paraestaf (x))

Calculemos analiticamenteC~
C ={xeDom (f) / £ (x) <0}

Ponemos entonces £ (x) < 0

-5(x+1) (x-2) <0 = sipasamosel -5dividiendodel otromiembro
hay que tener cuidado con la desigualdad,

porque no semantiene, se invierteel simbolode <

queda entonces (x+1) (x-2) >0 (que es del tipoA - B> 0)
CudndoA-B>07?, < (A<O0yB<0)é(A>0yB>0)

esdecir: (x+1) (x-2) >0

si{(x+1)<0 y (x—2)<0} 6 { (x+1)>0 y (x—2)>0}

= { x<-1y x<2 } 6 { x>-1y x>2 }

Para lal erallave:

los x que sonmenores que -1y al mismo tiempo menores que 2 son 1los xmenores que -1
entonces S; = (—oo, —1)

Para la2 dallave:

los x que son mayores que -1y al mismo tiempomayores que 2 son los x mayores que 2
entonces Sy = (2, +oo)

Luego S =S1USz = (-, -1) U (2, +=)

yesteserdelC def (x) =-5 (x+1) (x-2)

Entonces, C = (-o, -1) U (2, +®©) (recuerden que a < 0paraestaf (x))
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In[18]:=

Out[18]=

grafFléa =
Plot[—5 (x+ 1) (x—2) , {x, -2, 4}, PlotRange » {{-2, 4}, {-6, 15}}, AspectRatio » 1]

15—
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16b) £ (x)=1- (x-3)2

c® conjunto de ceros o raices reales

planteamos f (x) =0,
1-(x-3)%=0

Mirando la forma en que esta escrita esta ecuacién

nos conviene despejar x usando los teoremas de Médulo asi;
1= (x— 3)2 es decir (x— 3)2 =1

Si aplicamos raiz cuadrada en ambos miembros y el resultado del Teorema 1 de Médulo

Vix3)7 = VT

|x-3} =1 = aplicandoel teoremaOdemédulo: x=1+3 6 x=-1+3 esdecir

que las solucionesa |{x-3} =1 sonx=4 6 x=2

Recuerden la interpretacién geométrica de la ecuacién conmédulo :



Resolucion Practica 2-Continuacion desde Ej 15 a 27 inclusive.nb

"me paro en 3 y camino una distancia 1 para ambos lados
llegando a 4 para la derecha y a 2 para la izquierda, desde el 3"

obien "encontrar los x que estadn a distancia 1 del 3"

Entonces C° = {2, 4}
Calculemos analiticamenteC”
C"={xeDom (f) /£ (x) >0}

Ponemos entonces £ (x) >0

1-(x-3)?>0 =
Mirando la forma en que esta escrita esta inecuacién
nos conviene despejar x usando los teoremas de Médulo asi;

1> (x—3)2 es decir (x—3)2 <1

Si aplicamos raiz cuadrada en ambos miembros y el resultado del Teorema 1 de Médulo

\/ (x—3)2 < '\/T

|x-3} <1 = aplicandoel teorema2demédulo: -1<x-3< 1 yque si sumamos,

3 en todos los miembros, paradespejarx:
-1+3<x<1+3 = 2<x<4
Es decir que las solucionesde |{x-3} <1 son los x que pertenecen al intervalo (2 , 4)

Recuerden la interpretacién geométrica de la inecuacién con médulo con simbolo < :

"me paro en 3 y camino una distancia 1 para ambos lados
llegando a 4 para la derecha y a 2 para la izquierda, desde el 3 y
como la expresién de médulo dice < tomo los x de adentro"

obien "encontrar los x que estadn a distancia menor que 1 del 3"
Entonces, C*= (2, 4) (recuerdenque a < 0paraestaf (x))
Calculemos analiticamente C”

C ={xeDom (f) /£ (x) <0}

| 7
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Ponemos entonces £ (x) < 0

1—(x—3)2<0 =

Mirando la forma en que esta escrita esta inecuacién

nos conviene despejar x usando los teoremas de Médulo asi;
1< (x-3)% esdecir (x-3)? >1

Si aplicamos raiz cuadrada en ambos miembros y el resultado del Teorema 1 de Médulo

'\/ (x—3)2 >‘\/T

|x-3} >1 = aplicandoel teorema 3demédulo: x-3>1 6 x-3<-1,

despejamos x de cada expresioén :
x>1+3 6 x<-1+3 = x>4 6 x<2

Es decir que las solucionesde |x- 3| > 1 son los x que pertenecen tanto

al intervalo (4, +») como al intervalo (—oo, 2)

Recuerden la interpretacién geométrica de la inecuacién con médulo con signo > :

"me paro en 3 y camino una distancia 1 para ambos lados
llegando a 4 para la derecha y a 2 para la izquierda, desde el 3 y
como la expresién de médulo dice > tomo los x de afuera"

obien "encontrar los x que estadn a distancia mayor que 1 del 3"

Entonces, C*' = (-o, 2) U (4, +®) (recuerden quea < 0paraestaf (x))
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ni4}= grafF16b = Plot[l— (x—3)2, {x, 0, 6}, PlotRange -» {{0, 6}, {-6, 2}}, AspectRatio - 1]

Ol v v vy M B
I 1 3 4 5 6
out[14]= _2}

B R R R R R R b i o b o o ok o o s o S o o o e e e e A e O =

++++++rEEE 4+

16c) £ (x)=x>-5x+6

c® conjunto de ceros o raices reales [

planteamos f (x) =0,
x2-5x%x+6=0
Mirando la forma en que esta escrita esta ecuacién,

nos conviene utilizar la férmula

de las raices de la ecuacién cuadratica ax?+bx+c =0

-b+Vb?-4ac

X1,2 = cona=1 b=-5 c=6
2a
(-5 £/ (-5)2-4-1.6 5sv25-24 5s1
X1,2 = = =
2.1 2 2
entonces

X1=2 y %x2=3
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Calculemos analiticamenteC”
C"={xeDom (f) /£ (x) >0}

Ponemos entonces £ (x) >0
x?-5%x+6>0 = asiescritanoesconvenienteparaanalizar

O la pasamos a la forma factorizada £ (x) = a (x-x1) (x-x2)

con los ceros X1 y X2 obtenidos anteriormente, queda
f(x)=1- (x—2) (x—3)

entonces, pararesolverel C*

(x-2) (x-3)>0

resolviendo como hicimos en el Ejercicio 16 a)

o pasamos f (x) a 1la forma canénica f (x) = a (x- xv) 2, Yv

buscando xv e yv , o completando cuadrados

A mi me resultamis cémodo esta ultima forma candénica

Como hicimos en el Ejerciciol6 b) planteamos

2 1
f (x) >0 = usando la forma canédnica (x - —) -—>0
4

lo cual por el Teorema 3 de médulo da (—oo, 2) U (3, +oo)
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Entonces, C*' = (-o, 2) U (3, +®) (recuerden quea > 0paraestaf (x))

Calculemos analiticamenteC~
C ={xeDom (f) /£ (x) <0}

Ponemos entonces £ (x) < 0 [+]
x2-5%x+6<0 = asiescritanoesconvenienteparaanalizar

O la pasamos a la forma factorizada £ (x) = a (x-x1) (x-x2)

con los ceros X1 y X2 obtenidos anteriormente, queda
f(x)=1- (x—2) (x—3)

entonces, pararesolverel C*

(x-2) (x-3) <0

resolviendo como hicimos en el Ejercicio 16 a)

o pasamos f (x) a 1la forma candénica f (x) = a (x - xy) 2, Yv

buscando xy e yv , o completando cuadrados

Ami me resultamas cémodo esta ultima forma candénica

Como hicimos en el Ejercicio 16 b) planteamos

2 1
f (x) <0 = usando la forma canédnica (x - —J -—<0
4

1o cual por el Teorema 2 de médulo da el intervalo (2, 3)
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Entonces, C = (2, 3) (recuerdenquea > 0paraestaf (x))

ni1)- grafFléc = Plot[x?*-5x+6, {x, -2, 7}, PlotRange - {{-2, 7}, {-2, 10}}, AspectRatio - 1]

10

Out[11]= 4

2L
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16d) f(x)=-2x>+5x+3



c® conjunto de ceros o raices reales

planteamos f (x) =0,

-2x°+5%x+3=0

Resolucion Practica 2-Continuacion desde Ej 15 a 27 inclusive.nb

Mirando la forma en que esta escrita esta ecuacién,

nos conviene utilizar la férmula

de las raices de la ecuacién cuadratica ax?>+bx+c =0

-b+Vb%-4ac

X1,2 = cona=-2 b=5 c=3

2a

—51\/52—4-(—2)-3 -5:+4/25+24 -5++/49 -5:7
X1,2 = = =
2. (-2) -4 -4 -4
2 1 -1
= X3 =—=-— Xp=—=3
-4 2 -4
entonces
1
X1=-3 y X2=—
2

Entonces C° =

1
—
1
N
w
——

Calculemos analiticamenteC”

C*'={xeDom (f) / £ (x) >0}

| 13
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Ponemos entonces £ (x) > 0
-2x2+5x+3>0 = asiescritanoesconveniente paraanalizar

O la pasamos a 1la forma factorizada £ (x) = a (x-x1) (x-x2)

con los ceros x1 y X2 obtenidos anteriormente, queda

£(x)=1- (x+§] (x-3)

entonces, pararesolverel C*
1

(x+ —) (x—3) >0
2

resolviendo como hicimos en el Ejercicio l6 a

o pasamos f (x) a 1la forma candénica f (x) = a (x - xy) 2, Yv

buscando xy e yv , o completando cuadrados

2 , 5 3 , 5 5\2 5y2 3
f(x) =-2x“+5%x+3=-2 |x"-—x-—|=-2|x ——x+(—) —(—) -—| =
2 2
5 25

—2{(x——)2———2—4}=

4 16 16

512 49 5\2 49
—2{(x——) ——}:—2(x——) +— = £ (x)
4 16 4 8

A mi me resultamas cémodo esta ultima forma candénica

Como hicimos en el Ejerciciol6 b) planteamos

5y2 49
f (x) >0 = usando la forma canénica -2 {(x - —) - —} > 0 pasandoel - 2dividiendo
16
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que aplicando el teorema 2 de médulo da el siguiente intervalo solucién :

| 5| 7 7 5 7 7 5 7 5 -2 12
X-—" <~ & - " <KX-—< T & -7+ 7 <KXL T+ T &S — <KX —
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

1
lo cual por el Teorema 2 de médulo da (— -, 3)
2

1
Entonces, C* = (— E , 3) (concuerda con que a > 0 para esta f (x))

Calculemos analiticamenteC~
C*"={xeDom (f) /£ (x) >0}

Ponemos entonces £ (x) > 0 [+
-2x%x>+5%x+3>0 = asiescritanoesconveniente paraanalizar

O la pasamos a 1la forma factorizada £ (x) = a (x-x1) (x-x2)

con los ceros X1 y X2 obtenidos anteriormente, queda
1

f(x)=1- (x+ —J (x—3)
2

entonces, pararesolverel C*

2

(x+£) (x-3) >0

resolviendo como hicimos en el Ejerciciol6 a
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opasamos £ (x) a la forma canénica f (x) = a (X-Xy)2 +yv

buscando xy e yv , o completando cuadrados

5 3 5 542 5\2 3
£f(x) =-2x>+5%x+3=-2 (xz——x——)=—2 (xz——x+(—J —(—) -—):

2 2 2 4 4 2
52 25 24
_2{(x_—) ————}:
4 16 16
512 49 5\2 49
—2{(x——) ——}:—2(x——) +— = £ (x)
4 16 4 8

Ami me resultamis cémodo esta iltima forma candénica

Como hicimos en el Ejercicio 16 b) planteamos

49
f (x) <0 = usando la forma canénica -2 {(x - —) - —} < O pasandoel -2dividiendo

16

5\2 49 5)2 49
(x——) -— >0 = (x——) > — =
4 16

que aplicando el teorema 3 de médulo da el siguiente intervalo solucién :

| 5| 7 5 7 . 5 7 7 5 } 7 5
X-—|>— & X-—>— 0 X-—<-— & X>—+— 0 xX<-—+—
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
12 2 . 1
esdecir & x> — 6 x <-— osea x>3 6 x <-—
4 4 2

Las soluciones son los x que pertenecen a un conjunto o al otro, o sea se toman todos,

YU,

Entonces,

1
C = (—oo, _E) U (3, +x) (concuerda con que a > 0 para esta £ (x))
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grafFléd =
Plot[-2x?+5x+3, {x, -2, 5}, PlotRange » {{-2, 5}, {-15, 10}}, AspectRatio - 1]

10~

T T T I

-2 -1

51

-10

-15L

B o o Rkt e

++++ttrEb

16e) £ (x)=-2x%+8

c® conjunto de ceros o raices reales [
planteamos f (x) =0,

-2x?+8=0

8=2x2 = 4=%* = V4 =‘\/x2

Usando el resultado del Teorema 1 de médulo : \/ a? = Ja}

2 = |x|= que tiene como solucionesx =1lox=-2
Entonces C° = {-2, 2}

Calculemos analiticamenteC”

C*'={xeDom (f) / £ (x) >0}
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Ponemos entonces £ (x) > 0 [+

-2x%x°+8>0 = -2x%%>

-8 pasandoel -2dividiendoy recordando de dar vuelta la desigualdad

-8 [
x2 < — = x? <44 = |x}<2

Por resultado del Teoreama 2demédulo: |xX}| <2 <& -2<x<2

Entonces, C'= (-2, 2) (concuerda con que a < 0 paraesta f (x))

Calculemos analiticamenteC~

C ={xeDom (f) /£ (x) <0}
Ponemos entonces £ (x) < 0

-2%%°+8<0 = -2x%«<

-8 pasandoel -2dividiendoy recordando de dar vuelta la desigualdad

-8
¥>— = VYx*>V4 = |x|>2

Por resultado del Teoreama 3demédulo: x| >2 & x>2 6 x<-2

Entonces,
C =(-o, =2)U (2, +x) (concuerda con que a < 0 paraesta f (x))
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| 19

ns- grafFlée = Plot[—2 x?+8, {x, -4, 4}, PlotRange » {{-4, 4}, {-10, 10}}, AspectRatio - 1]

out[s]=

10

-10-
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16 f) £ (x)=3x%x*>-9x

c® conjunto de ceros o raices reales
planteamos f (x) =0,

3x2-9x=0

conviene factorizar despejando 3 x entonces
3x (x - 3) =0
obien 3x=0 6 x-3=0

que tiene como solucionesx =0ox =3

Entonces C° = {0, 3}

Calculemos analiticamenteC”

C*"={xeDom (f) /£ (x) >0}

++++++rEEE 4+
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Ponemos entonces £ (x) > 0 [+

0
3¥*-9x>0 = 3 (x*-3x)>0 pasandoel3dividiendo ysiendo — =0

3
= x?>-3x>0
2 3 3)2 3)2 32 9
completando cuadrados x°-2-x —+|—| -|—| = |[x-—|] -—
2 2 2 2 4
tendremos que resolver
32 9 3)2 9 9
(x——] -—>0 = (x——) > — = - =
2 4 2 4 4
| 3 3
={x-—|>—
2 2
Por resultado del Teoreama 3 de médulo :
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
X-—|>— & X-—>— 0 X-—<K-— & X>—+— 0 X< -—+—
2 2 2 2 2 2 2 2
= x>3 6 x<0
esdecir elintervalo (-, 0)U (3. +)
Entonces,
Ct= (-, 0)U (3, +x) (concuerda con que a > 0 para esta £ (x))

Calculemos analiticamenteC”

C ={xeDom (f) / £ (x) <0}
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Ponemos entonces £ (x) < 0

0
3%x*-9x<0 = 3(x*-3x)<0 pasandoel3dividiendo ysiendo — =0
3
= x*-3x<0
2 3 3)2 3)2 32 9
completando cuadrados x°-2-x —+|—| -|—| = |[x-—|] -—
4
tendremos que resolver

3\2 9 3)? 9
(x——] -—>0 = (x——) > - E
2 4

| 3
= |x- —
2

3
< =
2

Por resultado del Teoreama 3 de médulo :
3

X - —

2

3 3 ( 3] 3 3 3
<— & -—<[x-—]<— = -—+—< x <
2 2 2 2 2

N W
+
N W

= 0 < x < 3

es decir el intervalo (0, 3)

Entonces, C = (0, 3)

(concuerda con que a > 0 para esta £ (x))
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n0)- grafF16f = Plot[3x?-9x, {x, -2, 4}, PlotRange » {{-2, 4}, {-10, 10}}, AspectRatio - 1]

10

outi0)= L v v Lo 0 N 1
2
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Ejercicio 17.- Asociar cada fincion con su conjunto de negatividad.

Funcion
L f(x)=3x" —6x
IL f(x)=x"—4x+3
L f(x) — =" +x—3
IV. f(x) =2x—x°

V. f(3)=-2x"-8x—6

A.

B.

C.

c

(1:3)

(= 0y (2:+0)

(o =3)w(—1l+e)

171 £ (x) =3x%-6x

Obtengamos C~

C ={xeDom (f) / £ (x) <0}
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In[23]:= =
Como f (x) se puede factorizaren f (x) = 3x (x - 2)
se ve de manera rapidaquex = 0 yx = 2 sonraices o cerosde f (x)
Comoa>0 C™ = (0, 2)

Entonces f (x) del itemI tiene comoC™ el que en la tabladiceD

3= grafFl7I = Plot[3 x?-6x, {x, -2, 4}, PlotRange » {{-2, 4}, {-10, 10}}, AspectRatio - 1]

10

Oute3l= L v v L v 0 N Lo 1
2

5L

-10-

171I £(x) =x’-4x+3

Obtengamos C~
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C ={xeDom (f) /£ (x) <0}
Obtengamos los cerosde f (x) :
x2-4x%x+3=0

aplicando la férmula de resolucién de ecuaciones cuadréaticas :

del tipoax?+bx+c=0

-b+Vb%-4ac

X1,2 = cona=1 b=-4 c=3
2a

-(-4)«.»\/(-4)2-4-1-3 41‘\/16—12_41‘\/4_ 4:2

x1,2= =
2.1 2 2 2

= X1 = X2 =

N | o
n
w

NN
n
[y

Comoa>0 C = (1, 3)
Entonces £ (x) del itemII tiene comoC™ el que en la tabladiceA

nBop= grafF17II =
Plot[x2—4x+3, {x, -2, 5}, PlotRange » {{-2, 5}, {-2, 8}}, AspectRatio ~» 1]

Out[30]=

T T T Y N N

-2 -1
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17111 £ (x) = -x2+x-3
Obtengamos C~

C ={xeDom (f) /£ (x) <0}
Primero obtengamos los ceros de £ (x) :
-x2+x-3=0

aplicando la férmula de resolucién de ecuaciones cuadréaticas :

del tipoax?+bx+c=0

-b+Vb2-4ac

2a

cona=-1 b=1 c=-3

X1,2

~1xqf12-4. (-1) - (-3)

2-(-1)

X1,2

4+41-12

-2

como \ -12 no existe £ (x) no tiene raices reales

Veamos entonces de usar la forma candénica. Para ello usamos completar cuadrados

£(x) =-x*+x-3=(-1) (x*-x+3) = (-1) [x*-2.x- §+(£)2_(£]2+3] =

2 2
1y2 1 12 1 12 12 11
-1 -—] -—+3}=(-1 -= -—+—}; = (-1 -— —1 =
( ){(x 2] 4+} ( ){(x 2) 4+4} ( ){[x 2)+4}
( 1]2 11
==|X- - -—
2 4
12 11
Entonces f (x) =—(x——) - — es menor que 0 para cualquierx € R
2 4

C =R

Entonces f (x) del item ITI tiene como C™ el que en la tabladiceE

| 25
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nE4= grafF17III =
Plot| - x*+x-3, {x, -4, 5}, PlotRange » {{-4, 5}, {-20, 5}}, AspectRatio - 1]

out[34]=

171V £ (x) = 2 x - %2
Obtengamos C~

C ={xeDom (f) / £ (x) <0}

Como £ (x) se puede factorizaren f (x) = x (2-x)

se ve de manera radpidaque x = 0 y x = 2 son raices o cerosde £ (x)
Comoa<0 C = (-, 0) U (2, +»)

Entonces f (x) del item IV tiene comoC™ el que en la tabladiceB
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| 27

nze)- grafF17IV = Plot[ 2x - x*, {x, -4, 6}, PlotRange » {{-4, 6}, {-20, 5}}, AspectRatio - 1]

-5

Out[36]=

N,

17V £ (x) =-2x>-8x-6

Obtengamos C~
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Primero obtengamos los ceros de £ (x) :
-2x*-8x-6=0

si sacamos factor comun (-2)

(-2) (¥*+4x+3) = 0ypasamos dividiendoel -2 queda

x2+4x+3=0

esto quiere decir que calcular las solciones de

-2x°-8x-6=0

coincidiran con las de

x2+4x+3=0

que tiene coeficientes a b cmejor manejables

aplicando la férmula de resolucién de ecuaciones cuadréaticas :

del tipoax?+bx+c=0

-b+Vb%-4ac

X1,2 = cona=1 b=4 c=3
2a
-4:xvV42-4.1.3 -4+V16-12 -4:+/4 -4x£2
X1,2 = = = =
2.1 2 2 2
-2 -6
entonces x; = — =-1 y Xp=—-=-3
2 2
Como f (x) =-2x>-8x-6 tienea < 0, entonces

C = (-», -3) U (-1, +)

Entonces £ (x) del itemV tiene como C™ el que en la tabladiceC
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nzer= grafF17v =
Plot[ -2x*>-8x-6, {x, -6, 2}, PlotRange » {{-6, 2}, {-20, 5}}, AspectRatio - 1]

-6 -4 -2 2

Out[38]=

-20

B o o Rkt e

++++ttrEb

Ejercicio 18.- Hallar los puntos de interseccién de los graficos de /v g

a. f(x)=x"+5x+4 y g(x)=3x+7.

b. f(x)=—x"+x+1y g(x)=-2x+4.

c. fix)=3{x+1)(x+7)y g(x)==15.

d. f{.\‘):3x3+5x—? yg{x):2.\'2+x+l4.

e. f(x)=2x"=5x-7 y g(x)=2x"—x+5.

f. f eslafunciénlinealtal que f(2)=5y f(4)=9y
g(x)=x>+8x+6.

18 a) Sean f una parabola y guna recta o una parabola

Existen tres situaciones para la interseccién entre estas dos curvas en el plano

i) que se corten en dos puntos
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ii) que se corten justoen 1 punto (en este casog (x) es tangente a £ (x) en ese punto)
iii) que no se corten
Veamos que sucede en este 18 a)

f(x) =x’+5x+4 g(x) =3x+7

El puntode interseccién P =
(%0, ¥Yn) es un punto que pertenece al Grafico de ambas funciones,
es decir que las coordenadas del punto de interseccién (xn, yn) al reemplazarlas

en las féormulasde £ (x) como en ladeg (x) satisfacen la igualdad

Pero entonces para calcularel Pn = (xn, yn) igualamos las "y" de cada funciénfyg,

o sea igualamos f (x) =y = g (x) ydespejamos x :

f(x) = g(x) = x2+5x+4=3x+7
= x°+5x+4-3x-7=0 = x°+2x-3=0

resolvemos esta ecuacién cuadraticaax? +bx+c =0

cona=1 b=2 c¢c=-3

-b+Vb%-4ac

X1,2 =
2a
~25+/22-4.1. (-3)  _2:42+12 -2:416 -2:4 -2:4
X1,2 = = = = =
2-1 2 2 2 2
-2+4 -2-4
entonces x1 = =1 y =x2= =-3
2 2
esdecir x1=1 y x2=-3

En este caso, f (x) yg (x) se cortanendos puntos.
Pero nos faltan las ordenadas de los 2 puntos de interseccién :
reemplazandox; y X2 en g (x) (porque es mas sencillode calcular)

se obtienen las ordenadas
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yi=g(x1) =g (1) =3 (1) +7=10
Y2=9 (x2) =g (-3) =3 (-3)+7=-2

Por lo tanto, los puntosde intersecciénde f (x) cong (x) son

Pn=(1,10) y on=(-3,-2)
que podemos expresar comom un conjunto

Sn={(1, 10), (-3, -2)}

nsel= grafFl8a = Plot['[x2 +5x+4,3x+7 },

{x, -6, 2}, PlotRange -» {{-6, 2}, {-15, 15}}, AspectRatio - 1]

Out[56]= | 1 I I | | ]

” N i

-5

18 b) puntos de intersecciénde

f(x)=-x2+x+1 g (x)=-2x+4

Para calcularel Pn = (xn, yn) igualamos las "y" de cada funciénfygq,

o sea igualamos f (x) =y = g (x) ydespejamos x :
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2

f (x) g(x) = -x“+x+1=-2x+4

2

= 0 = -2x+4 +x°-%x-1 = x?>-3x+3=0

resolvemos esta ecuacién cuadraticaax? +bx+c =0

cona=1 b=-3 ¢=3

-b+Vb%?-4ac

2a

X1,2

= = y como ¥ -3 no existe

X1,2

esto quiere decir que no habra puntos de intersecciénentre f (x)y g (x)
Sn=¢

9= grafF18b = Plot[{—x2 +x+1, -2x+4 },
{x, -4, 5}, PlotRange - {{-4, 5}, {-15, 15}}, AspectRatio - 1]

15~

10

out[59]= L ! e /—\\ i !

-4 -2 4

-5

10+

—15L

18 c) puntos de intersecciénde
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f(x) =3 (x+1) (x+7) g (x) =-15

Primero pasamos f (x) a la forma polinémica
3 (x+1) (x+7) =3 (x2+x+7x+7) =3 (x2+8x+7) =3x%+24x+21

entonces f (x) =3x?+24x+21

Para calcularel Pn = (xn, yn) igualamos las "y" de cada funcién fyg,

o sea igualamos f (x) =y = g (x) ydespejamos x :

£(x)=g(x) = 3x*+24x+21=-15

= 3x?2+24x+21+15=0 = 3x?+24x+36=0 = 3(x2+8x+12)=0
= pasando el 3 dividiendo queda 0 del miembro derecho

x2+8x+12=0

resolvemos esta ecuacién cuadraticaax? +bx+c =0

cona=1 b=8 c=12

-b+Vb%-4ac

X1,2 =
2a
-8:+V82-4.1.12 -8:+64-48 -8:4/16 -8:4
X1,2 = = = =
2-1 2 2 2
-8+4 -4 -8-4 -12
entonces X3 = — = — = -2 Yy Xp=——=—=-6
2 2 2 2
esdecir x1=-2 y x2=-6

Hay dos puntos de interseccién, obtengamos las ordenadas de los puntos

reemplazandox;yx2eng (x) = -15

yi=g (x1) =g (-2) =-15

y2 =g (x2) =g (-6) = -15

Dan - 15 porque g (x) es una constante , una recta horizonal

Por lo tanto, los puntosde intersecciénde f (x) cong (x) son

| 33
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Pn= (-2, -15) y Qn= (-6, -15)
que podemos expresar comom un conjunto

Sn={(-2, -15), (-6, -15)}

ne41= grafFl8c = Plot[{3 x> +24x+ 21, -15 },

{x, -10, 2}, PlotRange -» {{-10, 2}, {-30, 30}}, AspectRatio » 1]

30—

Out[64]= L I | I | I | I | I J
-10 -8 -6 -4 -2 2

18 d) puntos de interseccién de dos parabolas

£(x) =3x>+5x-7 g(x) =2x%>+x+14

Para calcularel Pn = (xn, yn) igualamos las "y" de cada funcién fyg,

o sea igualamos f (x) =y = g (x) ydespejamos x :

f(x) = g(x) = 3x2+5x-7=2x>+x+14
= 3x?-2x’+5x-%x-7-14 =0 = x?>+4x-21=0

resolvemos esta ecuacién cuadraticaax? +bx+c =0

cona=1 b=4 c=-21
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-b+Vb2-4ac

X1,2 =
2a
~4:[42-4-1.(-21)  _4:4/16+84 -4:+/100 -4:10

X1,2 = = = =

2.1 2 2 2

-4+10 6 -4-10 -14
entonces X3 = —=—=3 y Xp=——— = —=-17

2 2 2 2

esdecir x1=3 y x2=-7

Hay dos puntos de interseccién, obtengamos las ordenadas de los puntos

reemplazandox; yX» eng (x) =2x% +x+ 14

yi=g (x1) =g (3) =2-3%°+3+14=18+3+14=35

y2=g(%2) =g (-7) =2 (-T)%+(-7) +14=2-49-7+14=98-7+14 = 105

Por lo tanto, los puntosde intersecciénde f (x) cong (x) son

Pn=(3,35) y on= (-7, 105)
que podemos expresar comom un conjunto

Sn={(3, 35), (-7, 105)}
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n71= grafF18d = Plot[{3 x2+5x- 7, 2 %2 +x+14 },

{x, -10, 10}, PlotRange -» {{-10, 10}, {-10, 200}}, AspectRatio » 1]

200

150 -

100

out[71]=

50 —

18 e) puntos de interseccién de dos parabolas

£(x) =2x?>+5%x-7 g(x) =2x2-x+5

Para calcularel Pn = (xn, yn) igualamos las "y" de cada funcién fyg,

o sea igualamos f (x) =y = g (x) ydespejamos x :

£(x)=g(x) = 2x*+5x-7=2x>-%+5

observen que se cancela el término cuadratico
= 5x-7+x-5=0 = 6x-12=0 = x= — =2

Esto quiere decir que hay sélo un punto de interseccionentrefyg

conx; =2
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Obtengamos la ordenada del Gnico punto de interseccién

reemplazandox; =2 enf (x) =2x2+5x-7

yi=g(x1) =g (2)=2-22+5.2-7=8+10-7=11

Por lo tanto, el puntode intersecciénde f (x) cong (x) es

Pn= (2, 11)
que podemos expresar comom un conjunto

Sn={(2, 11)}

n73;= grafFl8e = Plot[{2 x2 +5x-17, 2x2-%x+5 },

{x, -10, 10}, PlotRange - {{-10, 10}, {-10, 200}}, AspectRatio - 1]

200j

150;

out[73]= 100;

50;
\,/
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g(x) =x>+8x+6

Calculamos primero f (x) ycomo f (2) =5 y £ (4) =9 lospuntos
(2, 5) y (4, 9) pertenecen al graficode £

luegof (x) =2x+Db

reemplazamos las coordenadas de por ej. (2 , 5) para obtener b
5=2.2+b = 5=4+b = 5-4=b = 1=Db

Entonces f (x) =2x+1

Yy g(x) =x*>+8x+6

Para calcularel Pp = (xn, yn) igualamos las "y" de cada funcién fygq,

o sea igualamos f (x) =y = g (x) ydespejamos x :

f(x)=g(x) = 2x+1=x>+8x+6
= 0=x?>+8x+6-2x-1 = 0= x?>+6x+5

resolvemos esta ecuacién cuadraticaax? +bx+c =0

cona=1 b=6 c¢c=5

-bzVb%2-4ac

X1,2

2a
-6:+V62-4.1.5 -6+436-20 -6:16 -6:4
X1,2 = = = -
2.1 2 2 2
-6+4 -2 -6-4 -10
entonces X1 = — = — = -1 y Xp= —— = — =-
2 2 2 2
esdecir x1=-1 y x2=-5

Hay dos puntos de interseccién, obtengamos las ordenadas de los puntos

reemplazandoxi yx2 enf (x) =2x+1
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yi=f (x1) =£(-1) =2 (-1)+1=-1

n
Hh
—~
1
(5]
~
I
N
—~
1
(5]
~
+
[
n
1
©

y2 = £ (x2)

Por lo tanto, los puntosde intersecciénde f (x) cong (x) son

Pn:(—l, —1) Y Qn=(—5, —9)
que podemos expresar comom un conjunto

Sﬂ={('1r '1)/ ('51 '9)}

ne2r= grafF18f = Plot[{2x+1, x2+8x+6}, {x, -10, 2},

PlotRange » {{-10, 2}, {-15, 25}}, AspectRatio -» 1]

20

Out[82]=

| 39
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Ejercicio 19.- Hallar la funcion cuadratica f.

a. El grafico de f tiene vértice I/ =(4.5) y pasa por el punto (3.3).

b. Elconjunto de positividad de f es (0:6) e Im f :(—x-:4].

¢. Elintervalo de crecimiento de f es [3:—=c»c] . Su imagen es [—2:+-f.-) y
f(4)=6.

19 a) f tiene Vérticeenel (4, 5) ypasaporP = (3, 3)
Usamos la forma canénica de la funcién cuadratica £ (x) = a (X-Xv)2 +yv
Reemplazando los valores del vértice: f (x) = a (x- 4) 2+5

Como pasa por el punto (3 , 3) las coordenadas deben satisfacer la férmulade £ (x)

esdecir3=a(3—4)2+5 = 3—5=a(—1)2 = -2=a-1 = -2=a

la expresionde £ (x) queda entonces £ (x) = -2 (x - 4)2 +5

In[83]:= Expand[—2 (x-4)2%+ 5]

outgl =27 +16 x — 2 %2
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nfo0p= grafFl9a =
Plot[—2x2+16x—27, {x, 0, 8}, PlotRange » {{0, 8}, {-6, 6}}, AspectRatio » 1]

out{100]= @ L

2L

4l

-6

19b) encontrar f cuadratica tal queel C*de fes (0, 6) ylaImagende f = (-, 4]

como el conjunto Imagen de la funcidén cuadraticaes (-, 4] = yv,=4

Como el C* = (0, 6) , a<0 y elconjuntode ceroso raiceses C°= {0, 6}

Entonces podemos escribir una forma factorizadade £ (x)

f(x) =a (x-x%x1) (x-%x2), conx1 =0 y x2=6
f(x):a-x(x—6)

X1 + X2 0+6
Dado que xy = entonces xy = =

2
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Entonces, V = (3, 4)
reemplazando estas coordenadas en la expresién factorizadadef (x) =a - x (x - 6)

4=a-3(3-6)=a-3-(-3) esdecir 4=-9a

4
despejando a = - —
9

f (x) = (—s]x(x—G) = (—3) (x2—6x) =—§x2+—-6x=——x2+—-2x=——x2+—x

la expresionde £ (x) queda entonces

£ (x) =—§x2+§x 6 £ (x) = (—s)x(x—G)

nf101= grafF19b =

4 8
Plot[- 5 x? + ;x, {x, -2, 8}, PlotRange - {{-2, 8}, {-6, 6}}, AspectRatio - 1]

Out[101]= L | | J
-2 2 4 8

2L

-6

19 c) encontrar f cuadratica tal que el Icrec = [3, +oo) ,

la Imagende £ = [-2, +oo) y que f (4) =6
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Veamos :

que Imagende £ = [-2, +oo) quieredecirqueyy = -2 yademasa >0

Entonces, el graficode f es unaparabola que "sonrie",
por lo tanto la pardbola decrece entre (-» , Xy) y crece en el intervalo (x,, +®)

(hagan un dibujo esquematico del tipo de pardbola del que estamos hablando)

Como se puede apreciar, el enunciado tiene un error en el intervalode crecimiento,

deberia haber dicho Icrec = (3, +®), sinincluiral3
Justoenx = 3, nicrece ni decrece, esees unpunto importantede £ (x)
" el x,=3 es el x para el que

alcanza el valor minimo y el valor minimo es y,=-2"

Entonces nos estdndandoel xy, =3yelyy = -2
v=(3,-2)

Apartir de la forma canénicade £ (x)

f(x) =a (x-%y)2+yy, reemplazando los valoresdex, = 3ydeyy = -2
tenemos

f (x) =a (x—3)2+ (—2) =a (x—3)2—2

Como ademas £ (x) pasa por el punto (4, 6) (dado que £ (4) = 6)

reemplazando estas coordenadas en f (x) podemos despejar a

6=2a(4-3)?-2 = 6=a-1-2 = 6=a-2 = a=8
Ya tenemos £ (x)
£ (x) =8 (x—3)2—2 o bien desarrollando

£(x) =8 (x*-6x+9)-2=8x*-48x+72-2=8x"-48x+70

Entonces f (x) =8x%-48x+ 70
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In[107]:=

out[107]=

grafFl9c = Plot[8 x* - 48 x+ 70, {x, 0, 6}, PlotRange » {{0, 6}, {-3, 8}}, AspectRatio - 1]

B R R R R R R b i o b o o ok o o s o S o o o e e e e A e O =
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Ejercicio 20.- Sea f(x)=3r" —3r—18. Encontrar la funcién cuadratica g que tiene

los mismos ceros que f ysatisface g(1)=24.

20) f (x) =3x?-3x-18 encontrar g (x) que tiene los mismos ceros que £y g (1) = 24
f(x) =3x?>-3x-18

Buscamos los ceros de £ (x)

3x-3x-18=0 = 3 (x*-x-6)=0 = (xz_x_6)=2=0
3

x>-x-6=0

resolvemos esta ecuacién cuadraticaax? +bx+c =0

cona=1 b=-1 c=-6
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X1,2 =
2a
—(—1):\/(—1)2—4 1. (-6) 1:V1+24 1:+/25 1:5
X1,2 = = = =
2.1 2 2 2
1+5 6 1-5 -4
entonces X3 = — = — =3 Yy Xo=——=—=-2
2 2 2 2
esdecir x1=3 y x2=-2

Como g (x) tiene los mismos ceros o raices que £ (x) la forma factorizada de g sera

g (x) =A (x-x1) (x-x2) =A(x—3) (x— (—2)) =A(x—3) (x+2)
es decir

g(x) =A (x—3) (x+2)
Ahora ajustamos que pase por (1, 24) (dado que g (1) =24)
reemplazando las coordenadas de (1 , 24) en la expresién factorizadade g (x)

24=A(1-3) (1+2) =A (-2) (3) =A (-6) esdecir 24 =2 (-6)

entoncesA = -4
Luego, g (x) = (-4) (x-3) (x+2) = (-4) (x*-3x+2x-6) = (-4) (x*-x-6)
Entonces g (x) = -4 x>+ 4x+24

f (x) es lacolorazul; g (x) es lade color naranja
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nf1141= grafF20 = Plot[{3 x2-3x- 18, -4 x2+4x+ 24},

{x, -5, 5}, PlotRange » {{-5, 5}, {-30, 30}}, AspectRatio » 1]

30—

20 —

10 —

Out[114]= ¢ 1 | 1 1 1 L L L
-4 S
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Ejercicio 21.- Un artesano confecciona cuadros rectangulares, en los que la base mide
el doble que la almra La placa de madera de fondo tiene un costo de $0,10 el
centimeatro cuadrado, vy las varillas que adornan los bordes cuestan $ 2 el centimetro.
a. (mal es el costa en materiales de 1 cuadro airya alfira mide 10
centimetros?
b. Cuiles son las dimensiones de un cuadro cuyo coslo en malerizles es de

§225?

21) el rectéangulo tiene las caracteristicas de que labaseb es el doble que la alturaa
entoncesb =2a
la placadel fondo tiene un costode 0.10

$ el cm? y 1as varillas que adornan el borde cuestan

2 $ por cmde largo
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a) cual es el costode un cuadrode a =10 cm?
sia=10cm = b=2a=20cm

el area del rectangulo (cuadro) esdeA =bxa = 20 x 10 cm? = 200 cm?

Entonces la placa del fondo tendra esa superficie de 200 cm?

Como el costo de la placa del fondo es de 0.10 $ por cm?, el costo de toda la
placadel fondo es de 200 cm?x 0.10 /cm2 =20$

Falta sumar el costod e lasvarillas

comoa=10cm b=2a=2x10=20cm

el perimetro del rectangulo da cuantos cmde varillas debemos agregar al cuadro
P=2b+2a

ycomob=2a,

P=2(2a)+2a=4a+2a=6a=6x10cm=60cm

El perimetrode varillas a agregar es de 60 cm

$ x 60cm=120$
cm

y como las varillas cuestan 2 $ por cm tendremos un costo de

Entonces, placadel fondo + varillas =20$+120$ =140$ (varillas caras)

Este serd el costode losmaterialesde un cuadrodea = 10 cm

placadel fondo + varillas = 140§

b) Si el costoenmateriales de un cuadro es de 225 $

(placa del fondo + varillas)

cuales son las dimensiones del cuadro?

225 $ = Superficiedel fondo - 0.10 $/cm2 + longitud de varillas - 2 $/cm
225$=b-a-0.10 $/cm2+perimetrox2 $/cm
comob=2a y perimetro=2b+2a=2-2a+2a==6a

queda
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255$=2a-a-0.10$/cm’+6a-2$/cm=2-a>-.0.10+6a - 2 (en$)
Entonces 225 =0.2a’+12a , esdecir, pasando el 225 restando

0=0.2 a®+12a-225

Hay que resolver esta ecuacién cuadratica 0= (0.2) x?+12x-225

pero transformemosla un poco para que tenga nimeros mas manejables

como 0.2 = —
10
Sacamos factor comin —
10
2 5 10 10 2 5
entonces 0=— |x“+12. —x-225. — =—(x +60x—1125)
10 2 2 10

esdecir 0=x’+60x-1125

ahora con la férmula

-b+Vb?-4ac

cona=1 b=60 c=-1125

X1,2 =
2a
~60++/602-4.1.(-1125)  _60++/3600+4500 -60++8100 60+ 90
X1,2 = = = =
2.1 2 2 2
entonces
-60+ 90 30
Xy == —"= 15 y
2 2
-60-90 -150
X2 = = = -75 (que vamos a descartar prque es negativa)

2

esdecir, lasolucidénquesirvees x; =15

Entonces el cuadro tienea=15cm y b=30cm

Veamos que es cierta esta afirmacién

sia=15cmyb=30cm
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Superficedel fondo = ab = 15x 30 = 450 cm?

P= 2b+2a=2(2a)+2a=6a=6-150m = 90 cm

costodemateriales:
superficiedel fondo * 0.1$/ cm® = 450cm? - 0.1$ / cm® = 45 §
costo de las varillas = perimetro - 2 $/cm =90cm -2 $/cm =180$

Costodematerialescona =15cm =45$+180$ =225$ OK!!

B R R R R R R b i o b o o ok o o s o S o o o e e e e A e O =

++++++rEEE 4+

Ejercicio 22.- Un constructor debe hacer una ventana rectangular. Para el marco

=

dispoue de 3.20 wewos de varilla metalica.
a. ;Cudles el drea de la abertura, si la construye con una base de 0.40
metros? [ Y silabase es de 0.60 metros? /Y sies 0.90 metros? <
h. ;Cual debe ser 1a base. para que el area de 1a aberfira sea de (.55 mefros
cuadrados? ; Cudntas posibilidades hay?

¢. (Es posible hacer una ventana cuya area sea de 1,20 metros cuadradoes?

22 Ventana rectangular = b : base a: altura

Disponede 3.20mde varillametdlica para enmarcar la ventana (? By By Ny )

abertura = ventana

Superficie de la abertura=b - a

Llamemosb = x

entonces S = superficie=x- a

S(x) =x-a

Como el marco de varillametalica es el Perimetro P de la abertura
P=2x+2a=3.2metrosdevarillametalica
digamosP=2x+2a=3.2 = dividiendopor2 = x+a=1.6
= a=1.6-x

Si reemplazamos en S

S=x- (1 .6 - x)
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a) el Area de la aberturaes S (x) = x - (1. 6 - x)
a) Cuidl es al A&reade laaberturasib=x=0.40m
S (x) =x- (1.6—x)

S (0.40) =0.40 - (1.6-0.40) =0.40-1.2=0.48
s (0.60) =0.60 - (1.6-0.60) =0.60-1.0=0.60
s (0.90) =0.90 - (1.6-0.90) =0.90-0.7=0.63

b) Si S (x) = 0.55m?

cudl debe ser la base x? cuantas posibilidades hay?

0.55=x-(1.6-%x) =1.6x-x> = 0.55-1.6x+x*=0

X1,2 = con a=1 b=-1.6 c=0.55
2a

~(-1.6) 4/ (-1.6)2-4-1.0.55 1.6:v2.56-2.2 1.6:v0.36 1.6%0.6

X1,2 = = = =
2.1 2 2 2

entonces

1.6+0.6 2.2
X3=—"7-=—=1.1 Y

2 2

1.6-0.6 1

X2 = —=—=0.5

Labasexpuedeserl.1 o 0.5 , esdecir existen 2 dos posibilidades

c) es posible hacer una ventana cuya S (x) seade 1.20 m? ? ( e I )

1.20 =x - (1.6—x) =1.6x-x>

0=1.6x-%%-1.20
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esdecir -x>+1.6%x-1.2=0 = x°-1.6x+1.2=0

-bzVb2-4ac

2a

con a=1 b=-1.6 c=1.2

X1,2

-(-1.6) ¢/ (-1.6)°-4-1-(1.2) 1.6:v256-48 _1.6:-2.20

2.1 2 2

X1,2

como no existe V-2.24

No se puede obtener una solucién (base) para una ventanade 1.20 m?

B o o Rkt e

++++++++++ ++
Ejercicio 23.- El precio en pesos. de una torta circular de x cm de radio viene dado por

. 1 R
p(xX)=—x"+30
T

a. (Cudl es el precio de una torta de 10 cm de radio? (Y deuna de 20 cm?

b. [Cual es el radio de una torta si su pracio es de $192?
. - - 1 2
23 el precio de una torta circularde radioxesp (x) = —x° + 30
2

23 a) Cual seréa el preciode una tortade x = 10 cmde radio? ydeunadex = 20 cm?
1.
comomp (x) = — x° + 30
2

six =10

1 1
p (10) = —10%+30 = — 100+ 30 = 50 + 30 = 80
2 2

1, 1
=202 +30 = = 400 + 30 = 200 + 30 = 230
2 2

P (20)

23 b) Cudl es el radio de una torta si suprecioesde 192 $ ?

1 2 1 2
192= = x?+30 = 0= —x?+30 -192
2 2
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1., 2
= 0=—x-162 = x°=2-162=324 =
2

|x} =V324 =18 = x=18 ox=-18

-18 nopuede serel radio = x=18

El radio de la torta cuyo precio esde 192 $ esde 18 cm

FUNCIONES POLINOMICAS

Ejercicio 24.-
a. Dada f(x)=5x"+7x —28x" —12x . encontrar todos los puntos donde
el grafico de f cortaal eje x ., sabiendo que f(-3)=0.

b. Encontrar el conjunto de ceros de f(x)=x" 5x* x° 3x’.sabiendo

que f(=1)=0.

Algoritmo de divisién de polinomios,

Ruffini y Teorema del Resto y sus resultados

Vamos a explicar en este punto lo que se conoce como "Algoritmo de la divisién de

polinomios" para el ejercicio tipo 24 de la Practica 2

Recordemos como dividimos dos numeros enteros (Z : conjunto de los numeros enteros :

positivos, negativosyel cero)

Por ejemplo : 8 dividido 3
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8 3

6 2 e buscamios el maximo entero que multiplicado por 3 se
e aproxime a 8, Este es 2, porgue si pongo 3 me da 8 y me pasé
2

T Luego, multiplicamos 2 . 3 que da & y se [0 restamos a 8

Como la resta dic 2 que es menor que 3 |, paramaos pordgue
2 ya no se puede dividir por 3

E! 8 se llama Dividendo, el 3 se llama Divisor, el 2 debajo del 3 se llama Cocente y
el 2 que no se puede dividir mas se llama Resto

El algoritmo de la division de nimeros enteros dice entonces gue un P dividido Q es igual 8 un C cocente
rmias un Resto B, R debe ser mayor que 0, es decir:

P=0.C+ R ennuectro gjempla:B=3.2 4 2

Cuanto dara la division de 5 con -2 7 por el algoritmo sera; 5= (+Z).3 + 1
Y lacivisionde -1Tcon3 7 sera: -11=3,(-4) «+1

Otro resultado importante :

Se dice que un numero entero P es divisible por Q,
cuando el restode ladivision enteraRes 0

Ejemplo: 8 esdivisiblepor 4 porque 8 =4.2+0

12 esdivisiblepor 2, por 3, por4dypor 6, porquel2 =2.6+0 como tambiénl1l2 =3.4+0
como también 12 = 4.3 + 0 o como también 12 =6.2+0

-6esdivisible por 3porque - 6 =3. (-2) +0

10 esdivisible por (-5) porque 10 = (-5) (—2) +0

Asimismo, cuando un numero como el 8 es divisible por 4 (porque el restoes 0)

sedice que 8 esmiltiplode 4

Ok, esto lo saben de hace rato

(aunque lodedividir por un numero < 0 no, ahora ya lo saben ! )

Extensiéna los polinomios
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Lo interesante es que este algoritmo de la divisién de nimeros enteros en Z

puede extenderse a Polinomios P (x)

Asi como tenemos un conjunto de nimeros en Z enteros, también existe

el conjunto de todos los polinomios de gradon

P(x) = ag+a; X+ax’+asx>+asx*+ ....+ ayx"

apg, a1, @, asz, a4, ....,an €EZ neN

No es la intencién dar una clase de Algebra,
para lo cual deberia estar mucho mas preparado,

sinoutilizar el resultado del Algoritmo de divisién de Polinomios, que dice :

Sean P (x) yQ (x) dos polinomios con el grado de P (x) mayor que el grado de Q (x)

Entonces existenC (x) yR (x),

denominados C (X) polinomio Cociente y R (x) polinomio Resto

congradode C (x) menorqueeldeP (x) yeldeQ (x), y R (x) con gradomenor que el de Q (x)
tal que

P (x) =Q (x) - C (x) +R (x)

Ejemplo de divisién de polinomios :
SeaP (x) = 3x3+2x%-2x-4 y seaQ (x) =x2-2x-1

encontremos el polinomio CocienteC (x) y

el polinomio RestoR (x) de ladivisiénde polinomios
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Se ordenan los polinomios poniendo los términos de mayor grado a 1la izquierday

descendiendo de grado

Se toma el coeficiente de mayor gradode P (x) (el 3) y se lodivide por el coeficiente
3

de mayor gradode Q (x) (ell) locualda — =3
1

Se divide x3 con x? 1o cual da x elevado a la resta de los exponentes, esdecir x32) =x

como cociente va quedando 3 x

Ahora semultiplica 3 xcon el términodel
divisor de menor grado (grado , el -1) yel resultado

-3x, seloescribedebajodel términode P (x) correspondiente a ese grado, (grado 1)

Lo mismo se hace con los demés términos, coeficiente a coeficiente y grado con grado,

aplicando la regla de los signos para cada término

Si el grado del polinomio que queda de restar

todavia es mayor que el grado del divisorQ (x) ,
se baja el término que no se considerd (el - 4) y se procede de 1lamisma forma
hasta que el polinomio que queda de restar,

tenga grado menor que el grado del divisor Q (x)

Ahi se para el procedimientoy el que quedd de restar sera el polinomio resto R (x)

| 55
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P(x) | Q(x) \

—/ P() = Q(x) . C(x) + R(x)

R(x) C(x)
A
3x3+2x%-2x-4 |1x2—2x—1
(3x3-6x -3x) 3x +8

; A
O/§+8x+1x

como el grado de este polinomio
que el grado del divisor Q, bajo

+8 x4+ 1x-4

davia es mayor o igual
- 4 y sigo un paso mas
_ 8 dividido 1 es 8 y x2dividido x2es xX? que es 1
(+8x*-16 x - 8) luego multiplico 8 con -1 que da -8 y lo
0x+17 x+ 4 ubico debajo del -4
‘ , aca paro porque el grado del resto es menor que
R(X) el grado del divisor Q(x)

Como P(x) = Q(x) . C(x) + R(x)
3x3+2%x%-2x-4=(2-2x%x-1).(3x+8) + (17x+4)

si distribuyen del lado derecho veran
que se obtiene P(x)

Seobtiene:C (x) =3x+8 y R(x) =17x+4

si hacen la cuenta podréan verificar que

3x3+2%x%-2x-4 = (x2—2x—1) (3x+8) +17x+4

Asi como con los numeros enteros existe el conceptode divisible omaltiplo
de un nimero entero cuan do el restode ladivisén entera es cero,
también existe para polinomios que un

P (x) seadivisible por Q (x) . Eso ocurre cuandoR (x) =0
Resultado importante :

Teorema del Resto

Sea r un numero real. E1 Restode ladivisién de P (x) por el monomio (x-r) es P (r)
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Observen que al dividir P (x) con (x-r) existe un cocienteC (x) yunrestoR

que es 0 o una constante

esdecirP (x) = (x-r)C (x) +R

Si evaluamos P (x) enr

P(r) =(r-r)C(r) +R=0+R =R comodice el teorema

Resultados que se obtienen del Teorema del Resto

l. siresraizdeP (x) oseaP (r) =0, P (x) esdivisiblepor (x-r) y viceversa

(que sea divisible quiere decir queR = 0)

Este resultado es el que se usa para, dadaunaraizde f (x), irbajandounoaunoel

gradode £ (x), factorizandola en factores del tipo (x - raiz)

2. Si P (x) esunpolinomiode grado ny se conocenq < n raices entonces

P(x) = (x-r1) (x-r2) (x-r3)....(x-rq).C (x)

3. Unpolinomio de gradon tiene a 1o sumo n ceros o raices reales

(a lo sumo = tiene n o menos que n)

Regla de Ruffini

Este algoritmo sirve para dividir porlinomios por monomios del tipo (x - r)

Apliquemos RuffiniaP (x) = 3x3+2x%?-2x-4 ydividamos por el monomio (x - 2)

procedimiento : ordenando P (x) de izquierda a derecha en orden descendente
desde el mayor grado al menor (P (x) yaesta ordenado)

Si algun grado no aparecieraen P (x) se completa con el coeficiente 0 para ese grado

Se escriben los coeficientes de cada grado en orden descendente y hacia la derecha
y se traza una recta horizontal debajode ellos.
Se trazauna recta vertical a la izquierda del coeficiente de mayor grado
y debajoy a la izquierda se escribe el r (del monomio x - r)
Luego se traza una recta horizontal paralela a la que estad mas arriba.

Vean la imagen siguiente aplicando al ejemplo
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Px)=3x>+2x%-2x-4
Q(x)=x -2

Mo
el
o

[ 16
O 0

“N 3 8 14 | 24

coeficientes del cociente
con grado de P(x) menos 1 resto

Nyt
C(x)=3x°+8x+14

por el algoritmo de division: P(x)=(x-1).C(x) + R(x)

33+ 2x%- 2x - 4 = (x - 2) (3x%+ 8x +14) + 24
Las cuentas se hacen asi :
se pone debajo de la recta horizontal de mas abajo el coeficiente de mayor grado

(es como que se lobaja, enel ejemplo sebajael 3)
semultiplica este coeficiente quebajamosel 3porelr =2,
aplicando regla de los signos
se ubicael resultado a lamisma altura que la fila imaginariaa laalturadelr,
pero debajo de la columna del coeficiente justo siguiente a 1la derecha (el 6)
se suma el 2 do coeficiente de arriba con este resultado y 1o que resulta se pone debajo
de la recta horizontal de abajo (el 8)
Y asi se sigue hasta llegar a la tltima columna de coeficientes
Finalmente se construye el polinomio cociente

con los coeficientes de abajo teniendo en cuenta

que el cociente tendra un grado menos que el P (x)

C(x) =3x>+8x+14, R (x) = 24

Entonces3x3+2x*-2x-4 = (x—2) (3x2+8x+14) +24

Veamos un caso particular, que es cuando P (x) esdivisiblepor (x-r), oseael restode

ladivisiénes cero, aplicando Ruffini

Este caso sucede cuandores raizdeP (x), oseaP (r) =0
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Ejemplo
seaP (x) =3x%+2x?-2x-3 y r=1queesraiz, locual se ve reemplazandoenP (x)

Entonces, P (x) esdivisiblepor (x-1) (R (x) va adar cero)

Apliquemos Ruffini

PO)=3x3+2x%-2x-3

r=1 es raiz, vamos a dividir por x-1

3 2 -2 -3

resto

Coma el resto es cero P(x) es
divisible por (x-1)
Entonces P (x) =3x%+2x?-2x-3= (x—l) (3x2+5x+3)

B R R R R R R b i o b o o ok o o s o S o o o e e e e A e O =

+++++++++++++
Volvamos a la resolucién del Ejercicio 24 a)

24a) f (x) =5x*+7x3-28x%-12x
nos piden encontrar todos los puntos donde el graficode f corta al eje x, o sea,
nos piden encontrar todos los ceros o raices de £ (x) siendo ademas £ (— 3) =0

Osea, -3 escerooraizdef (x)

Si sacamos factor comun x :
f(x) =x (5x3+7x2—28x—12) y como - 3 es raiz,

en la forma factorizada de £ (x) va a aparecer un factor
del tipo (x - (—3)) o sea (x+ 3)

Hasta ahora podemos decir que £ (x) va a tener la forma
£(x) =x (x+3)Q(x) Qunpolinomiode grado 2
Calculemos ese Q (x)

Apliquemos Ruffini a ladivisiénde5x>+7x?-28x-12por (x-raiz) = (x+3)
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[ Y Aya 2 o T
[ X&-

3 :r_,
P =5x+7x

L ¥ o TN an
O X - 1£
como -3 es raiz, estamos divividiendo por (x+3)

5 7 -28 -12

+

-3 15 24 12

5 -8 -4 0

Entonces P(x)=(x+3) (5x2- 8x - 4)

Entonces £ (x) = x (x+3) (5x*-8x-4)

Ahora para encontrar los cerosde 5 x?> - 8 x - 4 aplicamos la férmula

de resolucién de las ecuaciones cuadraticasax? +bx+c =0

-b+Vb%-4ac
X1,2 = con a=5 b=-8 c=-4
2a
—(—8)1\/(—8)2—4-5-(—4) 8:+1V64+80 8:+/144 8:12
X1,2 = = = =
2.5 10 10 10
8+12 20 8-12 -4 2
X1=—=—=2 y Xp=———— = — = - —
10 10 10 10 5
0 2
Entonces el C ={—3, -—, 0,2} y £(x)=5x(x+3) (x-2) |x+—
5
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nf1261= grafF24a = Plot[5 x*+7x3-28%%-12 X,

{x, -5, 5}, PlotRange » {{-5, 5}, {-80, 30}}, AspectRatio » 1]

20

Out[126]=

24 b) Encontrar el C°de £ (x) = x®°-5x* -x°- 3 x3 sabiendoque £ (-1) = 0

que £ (-1) = 0 significaque - lesraizocerode f (x)
Ojo con la forma en que estéd escrita £ (x) la reordenamos con grados en forma decreciente

£f(x) =x°-x>-5x*-3%3
Sacando factor comun x* queda £ (x) = x> (x* -x*-5x - 3)

tenemos que factorizar x® - x? - 5x - 3para ellodividimos por (x - raiz) = (x+1)
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P(x) =x3-x2-5x-3
como -1 es raiz, dividimos por (x+1)

x*- x2-5x-3 1x+1
(¢4 R2) X2-2x -3

= 2%%-5 X
(- 2x2-2 %)

_ -3x-3
(-3 x-3)

OI
Entonces: x3-x2-5x-3=(x+ 1) (2-2x-3)

Nos faltan las raicesde x?-2x-3 que resolvemos por la férmula de solucién

de las raices de una ecuacién cuadratica ax?+bx+c =0

-b+Vpb2-4
X1,2 = = ac con a=1 b=-2 c¢c=-3
2a
~(-2) £/ (-2)2-4-1- (-3) 2:vd+12 2:16 2:4
X1,2 = = = =
1,2 1 ) " "
2+4 2-4 -2
x1=—=—=3y x2=_=_=—1
2 2

X1=3 y x2=-1

Ya tenemos todas las raices o ceros de £ (x)

EntonceselC’={-1, 0, 3} ojo - lesraizdobleyelOesraiztriple

y £(x)=x3(x+1)% (x-3)
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Plot[x®-5x*-x°-3x3, (x, -5, 5}, PlotRange » {{-5, 5}, {-100, 30}}, AspectRatio - 1]

20~
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Ejercicio 25.- Sea f una funcion polindmica de grado 3 que corta al eje x en los

N Sl -, . S T
puntos 1_1,UJ 3 kl,U11 li,

\
) -

jae}

o

b. Determinar f sabiendo que [ (3)=-8.
Nos estan dando las raicesqueson -1, 1, 2

Entonces escribimos la forma factorizadade £ (x) = a (x-raizi) (x-raizy) (x-raizs)

f(x) =a (x+1) (x—l) (x—2)

25a) como £ (3) =16

16=a(3+1) (3-1) (3-2)=a-4-2-1=8a = salea=2

Entonces f (x) =2 (x+1) (x-1) (x-2) obien f (x)=2x>-4x*>-2x+4
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25b) como £ (3) = -8, estaesotra fdistintaque ladel incisoa)

-8=a(3+1) (3-1) (3-2)=a-4-2-1=8a = salea=-1
Entonces f (x) = - (x+1) (x-1) (x-2) obien £ (x)=-x>+2x%+x-2

inf134y= grafF25ayb = Plot[{2 x3-4x*-2x+ 4, x3+2x%+x- 2},

{x, -5, 5}, PlotRange » {{-5, 5}, {-20, 20}}, AspectRatio - 1]

20—
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Ejercicio 26.- Hallar la funcion polinomica f de grado 3 tal que su conjunto de ceros

¢85 §-1L5 ¥ F(2)="9.

fesdegrado3concC® = {-1, 1, 5} entonces su forma factorizada sera :
£(x) =a(x+1) (x-1) (x-5)

Comof(2) =9

9=a(2+1) (2-1) (2-5) =a3-1.(-3)=a- (-9) = salea=-1

£(x)=-(x+1) (x-1) (x-5) obien £ (x)=-x>+5%x2+x-5
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inf1421= grafF25ayb =
lf'lot[—x3 +5x*+x-5, {x, -6, 7}, PlotRange » {{-6, 7}, {-100, 100}}, AspectRatio -» 1]

100 —
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Out[142]= L1
6

-100 -

B o o Rkt e

e+ttt

Ejercicio 27.- Sea f:[R — R una funcion continua que corta al eje x en exactamente

3 puntos v de la cual se conoce la siguiente tabla de valores:

YRR
7(x) 25541 [

a. Paracada uno de los ceros de f indicar un intervalo de amplitud 1 que

(V8]
LT

B

lo contenga.

b. Determinar, si es posible, el signo de f* en los mtervalos dados:

(i) (0:1) (i) (2:3)
(iii) (5: +0) (iv) (Lom—2)
(v) (0:2) (vi)(-3:-1)
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27 a)

np143= tabla27 = {{-3, 2}, {-2, -2}, {-1, 3}, {0, 5}, {1, 4}, {2, 1}, {3, -1}}
ouptaz= {{-3, 2}, {-2, -2}, {-1, 3}, {0, 5}, {1, 4}, {2, 1}, {3, -1}}

ns521= ListPlot[tabla27, PlotRange -» {{-4, 4}, {-4, 6}}, AspectRatio » 0.5]

!
4 B °
o I
° 2 L
Out[152]= : °
L I [ I )
-4 -2 t 2 4
L °
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Observen que £ (x) va cambiando de signo positivo a negativo cruzandoel eje x

En el intervalo dex [-3, -2] es f (—3) >0y f (—2) <0 y como f es continua
entonces, por Teorema de Bolzano (leer el documento

"Teorema de Bolzano y aplicaciones para Practica 2 Mate 51 Sede Pilar")

existeunvalorde xenel intervalo [-3, -2] tal que alli corta al eje x,

es decir existeunnumeroc talquef (c) =0 oseac esraiz

Parael l er cero el intervalode amplitudl esel [-3, -2]
Parael 2docerode f (x) : el intervalode amplitudl esel [-2, -1]

Parael 3ercerode f (x) : el intervalode amplitudl esel [2, 3]

27b) i) decidir si f es positivaonegativaenel intervalo (0, 1)

f (x) espositiva, £ (x) >0, enelintervalo (0, 1)

ii) enel (2, 3) nopodemos decidir porque para algunos x € (2, 3)

f (x) espositiva y para otros x es negativa. No se puede decidir el signode f

iii) enel intervalo (5, +x) es £ (x) <

0 porque no tiene mas ceros a la derechay tiendea -

iv) en el intervalo (—oo , - 2) no se puede decidir porque hastaellerceroesf >0y

entre (— 3, 2) pasa a ser negativa. No se puede decidir el signode £ en (—oo , - 2)

v) enel intervalo (0, 2) esf (x) >0
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vi) en el intervalo (— 3, - 1) No se puede decidir el signo de £ porque pasa de ser positiva

anegativay luego de negativa a positiva

27 c) Hacer el graficode una f (x) que satisfaga las condiciones dadas
es claro que habra infinitas posibilidades Se les pide dibujar a mano alzada

una £ (x) que pase por los puntos de la tabla y sea continua (sin levantarel lépiz)

B R R R R R R b i o b o o ok o o s o S o o o e e e e A e O =

++++++rE b+

Ejercicio 28.- Hallar los intervalos de positividad v de negatividad de una funcion

continua /', con Dom(/f) =R, s1

a. losunicoscerosde f son =3 v 2y f(-5)=—4. f(0)=—2y
f(3)=6.
b. lostinicos cerosdeyf son' =2, 0 y 3 y f(-3)=-1, f(-1)=1,

£(2)=5y.£(5)=~4.



