
-------------------------------------------------------------------

Comentarios teóricos y ejemplos

Resolución de Ejercicios Surtidos de la Práctica 6

desde el Ejercicio 1 hasta el 8 inclusive

------------------------------------------------------------------

En esta primera parte sugiero que estudien las siguientes teóricas de integrales

propuestas por la cátedra de Mate 51 :

.- integral indefinida.pdf

.- método de sustitución.pdf

.- método de integración por partes.pdf

Para la segunada parte de la Práctica 6 :

.- integral definida.pdf

.- cálculo de áreas.pdf

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 1

Área de la región comprendida entre

el eje y, la curva f (x) = x + 9 y la recta horizontal y = g (x) = 2

Observemos que Dom (f) = [-9, +∞

Cálculos para graficar :

puntos de f (x) = x + 9 : Dom (f) = [-9, +∞

si x = -9 ⟹ -9 + 9 = 0 ⟹ -9, 0 ∈ gráf (f)

si x = -5 ⟹ -5 + 9 = 4 = 2 ⟹ -5, 2 ∈ gráf (f)

si x = 0 ⟹ 0 + 9 = 9 = 3 ⟹ 0, 3 ∈ gráf (f)



puntosf = {{-9, 0}, {-5, 2}, {0, 3}}

-------------------------------

puntos de g (x) = 2 : Dom (g) = 

si x = -9 ⟹ -9, 2 ∈ gráf (g)

si x = -5 ⟹ -5, 2 ∈ gráf (g)

si x = 0 ⟹ 0, 2 ∈ gráf (g)

puntosg = {{-9, 2}, {-5, 2}, {0, 2}}

-------------------------------

puntos de intersección entre f y g :

f (x) = x + 9

g (x) = 2

---------------------

Determinemos los puntos de intersección entre f y g

que serán aquellos en donde f (x) = g (x)

f (x) = g (x) ⟹ x + 9 = 2 elevamos al cuadrado ambos miembros

 x + 9 
2
= 22 ⟹

⟹ x + 9 = 4  no ponemos módulo pues la raíz cuadrada ya está definida para [-9, +∞ 

⟹ x = 4 - 9 = -5

por lo tanto la abscisa del punto de intersección entre f y g :

es x = -5

-----------------------------

Calculemos la ordenada de punto de intersección:

reemplazando x = -5 en f (x) = x + 9

g (-5) = -5 + 9 = 4 = 2 ⟹ P = -5, 2

Hasta ahora sabemos que (x) = x + 9 y g (x) = 2 se cortan en

x = -5

--------x--------

-5

------------------------------------------------------------------------

2     Comentarios Teoricos y Resolucion Ej Surtidos Practica 6 del Ej 1 a 8 - Integrales y calculo de areas.nb



Gráfico de f (x) y g (x) para ver cuál es el área encerrada entre

el eje y, la curva f (x) = x + 9 y la recta horizontal y = g (x) = 2

-------------------------------------------------------------------------------------

A es el área de la región comprendida entre

el eje y, la curva f (x) = x + 9 y la recta horizontal y = g (x) = 2

A está formada por A1 y A2 tal que A = A1 + A2

Calculemos A1

Como g (x) > f (x) entre x = -9 y x = -5

A1 se obtiene como :

A1 = 
-9

-5
[g (x) - f (x)] dx = 

-9

-5
 2 - x + 9  dx =

= 
-9

-5
2 dx - 

-9

-5
x + 9 dx = (*)

---------------------------------------------------

Calculemos las integrales indefinidas  2 dx y  x + 9 dx
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la primera es sencilla :  2 dx = 2  dx = 2 x

Para la segunda integral :  x + 9 dx usamos sustitución

llamamos u = x + 9 ⟹ du = u' dx = 1 · dx ⟹ du = dx

sustituyendo:

 x + 9 dx =  x + 9
1

2 dx =  u
1

2 dx =
2

3
u

3

2 =
2

3
x + 9

3

2

---------------------------------------------------

reemplazando en (*):

= 
-9

-5
2 dx - 

-9

-5
x + 9 dx = 2 x

-9

-5

-
2

3
x + 9

3

2

-9

-5

=

= 2 x -
2

3
x + 9

3

2

-9

-5

=

= 2 · (-5) -
2

3
· -5 + 9

3

2 - 2 · -9 -
2

3
· -9 + 9

3

2 =

= -10 -
2

3
· (4)

3

2 - -18 -
2

3
· 0

3

2 =

= -10 -
2

3
·  4 

3
- -18 - 0 =

= -10 -
2

3
· 23 + 18 =

= -
2

3
· 8 + 8 = -

16

3
+ 8 =

-16 + 24

3
=
8

3
> 0

Entonces :

A1 =
8

3

---------------------------------------------------

Calculemos A2

Como f (x) > g (x) entre x = -5 y x = 0

A2 se obtiene como :

A2 = 
-5

0
[f (x) - g (x)] dx = 

-5

0
 x + 9 - 2 dx =

= 
-5

0
x + 9 dx - 

-5

0
2 dx = (*)

---------------------------------------------------

usamos los resultados obtenidos en el cálculo de A1
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de las integrales indefinidas  x + 9 dx y  2 dx

 x + 9 dx =
2

3
x + 9

3

2

 2 dx = 2 x

---------------------------------------------------

reemplazando en (*)

= 
-5

0
x + 9 dx - 

-5

0
2 dx =

2

3
x + 9

3

2

-5

0

- 2 x
-5

0

=

=
2

3
· x + 9

3

2 - 2 · x
-5

0

=

=
2

3
· 0 + 9

3

2 - 2 · 0 -
2

3
· -5 + 9

3

2 - 2 · (-5) =

=
2

3
· 9

3

2 - 0 -
2

3
· (4)

3

2 + 10 =

=
2

3
·  9 

3
-

2

3
·  4 

3
+ 10 =

=
2

3
· 33 -

2

3
· 23 + 10 =

=
2

3
· 27 -

2

3
· 8 + 10 =

= 18 -
16

3
- 10 = 8 -

16

3
=
24 - 16

3
=
8

3
> 0

Entonces :

A2 =
8

3

---------------------------------------------------

Por lo tanto

Área de la región comprendida entre

el eje y, la curva f (x) = x + 9 y la recta horizontal y = g (x) = 2 es :

A = A1 + A2 =
8

3
+
8

3
=
16

3

A =
16

3

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+
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-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 2

Área de la región encerrada entre

el eje x, y los gráficos de f (x) = x + 12 y g (x) =
-x + 1

x + 1

Observemos que Dom (f) = [-9, +∞

Cálculos para graficar :

f (x) = x + 12 : Dom (f) = 

C0 (f) = {-1} - 1 es raíz doble

f (x) es una parábola que tiene un mínimo local en x = -1 y cuyo valor mínimo es 0

Vértice en el mínimo : V = -1, 0

puntos de f (x) = x + 12

si x = 0 ⟹ 0 + 12 = 1 ⟹ 0, 1 ∈ gráf (f)

si x = -2 ⟹ -2 + 12 = -12 = 1 ⟹ -2, 1 ∈ gráf (f)

si x = 1 ⟹ 1 + 12 = 22 = 4 ⟹ 1, 4 ∈ gráf (f)

puntosf = {{-1, 0}, {0, 1}, {-2, 1}, {1, 4}}

-------------------------------

g (x) =
-x + 1

x + 1
: Dom (g) =  - {-1}

g (x) es una hipérbola del tipo
1

x
:

Observemos que si escribimos el numerador - x + 1 sumando un 0 = 1 - 1 conveniente :

-x + 1 = -x - 1 = -x + 1 -1 - 1 = -x + 1 - 2

si dividimos este numerador con x + 1 :

-x + 1

x + 1
=
-x + 1 - 2

x + 1
=
-x + 1 + 2

x + 1
=
-x + 1

x + 1
+

2

x + 1
= -1 +

2

x + 1
( && )

Entonces :
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g (x) =
-x + 1

x + 1
= -1 +

2

x + 1

Escrita de esta manera vemos que g (x) tiene :

AV en x = -1

AH en y = -1

-------------------------------

puntos de g (x)

si x = 0 ⟹
-0 + 1

0 + 1
= 1 ⟹ 0, 1 ∈ gráf (g)

si x = 1 ⟹
-1 + 1

1 + 1
= 0 ⟹ 1, 0 ∈ gráf (g)

si x = -2 ⟹
--2 + 1

-2 + 1
=
2 + 1

-1
= -3 ⟹ -2, -3 ∈ gráf (g)

puntosg = {{0, 1}, {1, 0}, {-2, -3}}

-------------------------------

puntos de intersección entre f y g :

f (x) = x + 12

g (x) =
-x + 1

x + 1

---------------------

Determinemos los puntos de intersección entre f y g

que serán aquellos en donde f (x) = g (x)

f (x) = g (x) ⟹ x + 12 =
-x + 1

x + 1
⟹

⟹ x + 12 · x + 1 = -x + 1 ⟹ x + 13 = -x + 1 ⟹

⟹ x3 + 3 x2 · 1 + 3 x · 12 + 13 = -x + 1 ⟹

⟹ x3 + 3 x2 + 3 x + 1 = -x + 1 ⟹ x3 + 3 x2 + 4 x = 0 ⟹ x x2 + 3 x + 4 = 0

⟹ x = 0 ó x2 + 3 x + 4 = 0

veamos si la ecuación cuadrática tiene soluciones :

b2 - 4 · a · c = 32 - 4 · 1 · 4 = 9 - 16 = -5 < 0 ⟹ no tiene raíces reales

⟹ x = 0 es la abscisa del único punto de intersección entre f y g

-----------------------------

Calculemos la ordenada de punto de intersección:
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reemplazando x = 0 en f (x) = x + 12

f 0 = 0 + 12 = 1 ⟹ P = 0, 1

Hasta ahora sabemos que (x) = x + 12 y g (x) =
-x + 1

x + 1
se cortan en

x = 0

--------x--------

0

------------------------------------------------------------------------

Gráfico de f (x) y g (x) para ver cuál es el área encerrada entre

el eje x, y los gráficos de f (x) = x + 12 y g (x) =
-x + 1

x + 1

-8 -6 -4 -2 2 4

-10

-5

5

10

 f(x) = (x+1)2, g(x) =
-x+1

x+1
, el eje x

-------------------------------------------------------------------------------------

A es el área de la región comprendida entre

el eje x, y los gráficos de f (x) = x + 12 y g (x) =
-x + 1

x + 1

A está formada por A1 y A2 tal que A = A1 + A2

Calculemos A1

Como f (x) > 0 entre x = -1 y x = 0
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A1 se obtiene como :

A1 = 
-1

0
f (x) dx = 

-1

0
x + 12 dx =

= 
-1

0
x + 12 dx = (*)

---------------------------------------------------

Calculemos la integral indefinida  x + 12 dx

usamos sustitución

llamamos u = x + 1 ⟹ du = u' dx = 1 · dx ⟹ du = dx

sustituyendo:

 x + 12 dx =  u2 dx =
1

3
u3 =

1

3
x + 13

---------------------------------------------------

reemplazando en (*):

= 
-1

0
x + 12 dx =

=
1

3
· x + 13

-1

0

=

=
1

3
· 0 + 13 -

1

3
· -1 + 13 =

=
1

3
· 13 -

1

3
· 03 =

=
1

3
· 1 - 0 =

1

3
> 0

Entonces :

A1 =
1

3

---------------------------------------------------

Calculemos A2

Como g (x) > 0 entre x = 0 y x = 1

A2 se obtiene como :

A2 = 
0

1
g (x) dx = 

0

1 -x + 1

x + 1
dx =

para integrar reescribimos g (x) como g (x) = -1 +
2

x + 1
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resultado que calculamos en ( && )

entonces :

= 
0

1 -x + 1

x + 1
dx = 

0

1
-1 +

2

x + 1
dx = 

0

1
-1 dx + 

0

1 2

x + 1
dx = (**)

---------------------------------------------------

Calculamos las integrales indefinidas  -1 dx y 
2

x + 1
dx

La primera es sencilla :  -1 dx = -x

para la segunda usamos sustitución :

llamando u = x + 1 ⟹ du = u' dx = 1 dx ⟹ du = dx


2

x + 1
dx = 2 

1

u
dx = 2 ln u = 2 ln x + 1

---------------------------------------------------

reemplazando en (**)

= 
0

1
-1 dx + 

0

1 2

x + 1
dx = -x

0

1

+ 2 ln x + 1
0

1

=

= -x + 2 ln x + 10
1
=

= -1 + 2 ln 1 + 1 - -0 + 2 ln 0 + 1 =

= -1 + 2 ln 2 - 2 · ln 1 =

= -1 + 2 ln 2 - 2 · 0 =

= -1 + 2 ln 2 - 0 =

= 2 ln 2 - 1 > 0

Entonces :

A2 = 2 ln 2 - 1

---------------------------------------------------

Por lo tanto

Área de la región comprendida entre

el eje x, y los gráficos de f (x) = x + 12 y g (x) =
-x + 1

x + 1
es :

A = A1 + A2 =
1

3
+ 2 ln 2 - 1 = 2 ln 2 -

2

3
aprox. 0.719 

A = 2 ln 2 -
2

3

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+

10     Comentarios Teoricos y Resolucion Ej Surtidos Practica 6 del Ej 1 a 8 - Integrales y calculo de areas.nb



-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 3

Área de la región limitada por los gráficos de

f (x) =
6

x
, g (x) = x + 1 y h (x) = x - 1

Observemos que Dom (f) =  - {0} , Dom (g) =  = Dom (h)

-------------------------------

f (x) =
6

x
: Dom (f) =  - {0}

f (x) es una hipérbola del tipo
1

x

f (x) tiene :

AV en x = 0

AH en y = 0

-------------------------------

Cálculos para graficar :

puntos de f (x) =
6

x

si x = 1 ⟹
6

1
= 6 ⟹ 1, 6 ∈ gráf (f)

si x = 6 ⟹
6

6
= 1 ⟹ 6, 1 ∈ gráf (f)

si x = -1 ⟹
6

-1
= -6 ⟹ -1, -6 ∈ gráf (f)

puntosf = {{1, 6}, {6, 1}, {-1, -6}}

-------------------------------

puntos de g (x) = x + 1

si x = 0 ⟹ 0 + 1 = 1 ⟹ 0, 1 ∈ gráf (g)

si x = -1 ⟹ -1 + 1 = 0 ⟹ -1, 0 ∈ gráf (g)

puntosg = {{0, 1}, {-1, 0}}

Comentarios Teoricos y Resolucion Ej Surtidos Practica 6 del Ej 1 a 8 - Integrales y calculo de areas.nb     11



-------------------------------

puntos de h (x) = x - 1

si x = 0 ⟹ 0 - 1 = -1 ⟹ 0, -1 ∈ gráf (h)

si x = 1 ⟹ 1 - 1 = 0 ⟹ 1, 0 ∈ gráf (h)

puntosh = {{0, -1}, {1, 0}}

-------------------------------

puntos de intersección entre f y g , entre f y h :

f (x) =
6

x

g (x) = x + 1

---------------------

Determinemos los puntos de intersección entre f y g

que serán aquellos en donde f (x) = g (x)

f (x) = g (x) ⟹
6

x
= x + 1 ⟹ 6 = x2 + x ⟹ 0 = x2 + x - 6

como b2 - 4 · a · c = 12 - 4 · 1 · -6 = 1 + 24 = 25 > 0 ⟹ tiene 2 raíces reales

resolvamos la ecuación cuadrática x2 + x - 6 = 0 :

x1,2 =
-b ± b2 - 4 · a · c

2 · a
=
-1 ± 12 - 4 · 1 · -6

2 · 1
=
-1 ± 25

2
=

-1 ± 5

2

x1,2 =
-1 ± 5

2
⟹ x1 =

-1 + 5

2
=
4

2
= 2 ó x2 =

-1 - 5

2
=
-6

2
= -3

entonces x1 = 2 ó x2 = -3

⟹ x = 2 y x = -3 son las abscisas de los puntos de intersección entre f y g

-----------------------------

Calculemos las ordenadas de los puntos de intersección entre f y g :

reemplazando x = 2 en f (x) =
6

x

f 2 =
6

2
= 3 ⟹ P1 = 2, 3

-----------------------------

reemplazando x = -3 en f (x) =
6

x
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f -3 =
6

-3
= -2 ⟹ P2 = -3, -2

-----------------------------------------------------------

Hasta ahora sabemos que (x) =
6

x
y g (x) = x + 1 se cortan en

x = 2 y x = -3

--------x---------- - x--------

-3 2

------------------------------------------------------------------

Determinemos los puntos de intersección entre f y h

que serán aquellos en donde f (x) = h (x)

f (x) = h (x) ⟹
6

x
= x - 1 ⟹ 6 = x2 - x ⟹ 0 = x2 - x - 6

como b2 - 4 · a · c = -12 - 4 · 1 · -6 = 1 + 24 = 25 > 0 ⟹ tiene 2 raíces reales

resolvamos la ecuación cuadrática x2 - x - 6 = 0 :

x1,2 =
-b ± b2 - 4 · a · c

2 · a
=
--1 ± -12 - 4 · 1 · -6

2 · 1
=
--1 ± 25

2
=

1 ± 5

2

x1,2 =
1 ± 5

2
⟹ x1 =

1 + 5

2
=
6

2
= 3 ó x2 =

1 - 5

2
=
-4

2
= -2

entonces x1 = 3 ó x2 = -2

⟹ x = 3 y x = -2 son las abscisas de los puntos de intersección entre f y h

-----------------------------

Calculemos las ordenadas de los puntos de intersección entre f y h :

reemplazando x = 3 en f (x) =
6

x

f 3 =
6

3
= 2 ⟹ P3 = 3, 2

-----------------------------

reemplazando x = -2 en f (x) =
6

x

f -2 =
6

-2
= -3 ⟹ P4 = -2, -3

-----------------------------------------------------------

Hasta ahora sabemos que (x) =
6

x
y h (x) = x - 1 se cortan en
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x = 3 y x = -2

--------x---------- - x--------

-2 3

----------------------------------

Puntos de intersección : { {2, 3}, {-3, -2} , {3, 2}, {-2, -3}}

------------------------------------------------------------------------

Gráfico de f (x) , g (x), h (x) para ver la región limitada por los gráficos de

f (x) =
6

x
, g (x) = x + 1 y h (x) = x - 1

-------------------------------------------------------------------------------------

A es el área de la región limitada por los gráficos de

14     Comentarios Teoricos y Resolucion Ej Surtidos Practica 6 del Ej 1 a 8 - Integrales y calculo de areas.nb



f (x) =
6

x
, g (x) = x + 1 y h (x) = x - 1

A está formada por A1, A2 y A3 tal que A = A1 + A2 + A3

Calculemos A1

Como g (x) > f (x) entre x = -3 y x = -2

A1 se obtiene como :

A1 = 
-3

-2
[g (x) - f (x)] dx = 

-3

-2
x + 1 -

6

x
dx =

=
1

2
x2 + x - 6 ln x

-3

-2

=

=
1

2
· -22 + -2 - 6 ln -2 -

1

2
· -32 + -3 - 6 ln -3 =

=
1

2
· 4 - 2 - 6 ln 2 -

1

2
· 9 - 3 - 6 ln 3 =

= 0 - 6 ln 2 -
9

2
- 3 - 6 ln 3 =

= -6 ln 2 -
9

2
+ 3 + 6 ln 3 =

= -6 ln 2 -
3

2
+ 6 ln 3 =

= 6 ln 3 - ln 2 -
3

2
=

= 6 ln
3

2
-
3

2
> 0 aprox. 0.9327 

Entonces :

A1 = 6 ln
3

2
-
3

2

---------------------------------------------------

Calculemos A2

Como g (x) > h (x) entre x = -2 y x = 2

A2 se obtiene como :

A2 = 
-2

2
[g (x) - h (x)] dx = 

-2

2
x + 1 - x - 1 dx =

= 
-2

2
[2] dx = 2 x

-2

2

= 2 · 2 - 2 · -2 = 4 + 4 = 8
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Entonces :

A2 = 8

---------------------------------------------------

Calculemos A3

Como f (x) > h (x) entre x = 2 y x = 3

A3 se obtiene como :

A3 = 
2

3
[f (x) - h (x)] dx = 

2

3 6

x
- x - 1 dx =

= 
2

3 6

x
- x + 1 dx =

= 6 ln x -
1

2
x2 + x

2

3

=

= 6 ln 3 -
1

2
· 32 + 3 - 6 ln 2 -

1

2
· 22 + 2 =

= 6 ln 3 -
1

2
· 9 + 3 - 6 ln 2 -

1

2
· 4 + 2 =

= 6 ln 3 -
9

2
+ 3 - 6 ln 2 + 2 - 2 =

= 6 ln 3 -
9

2
+ 3 - 6 ln 2 + 0 =

= 6 ln 3 - 6 ln 2 -
9

2
+ 3 =

= 6 ln 3 - 6 ln 2 -
3

2
=

= 6 ln 3 - ln 2 -
3

2
=

= 6 ln
3

2
-
3

2
> 0 aprox. 0.9327 

Entonces :

A3 = 6 ln
3

2
-
3

2

---------------------------------------------------

Por lo tanto

Área de la región limitada por los gráficos de

f (x) =
6

x
, g (x) = x + 1 y h (x) = x - 1 es :
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A = A1 + A2 + A3 = 6 ln
3

2
-
3

2
+ 8 + 6 ln

3

2
-
3

2
=

= 8 + 12 ln
3

2
- 3 = 5 + 12 ln

3

2
aprox. 9.865 

A = 5 + 12 ln
3

2

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 4

Área de la región comprendida entre el gráfico de

f (x) = ln
2

3
x - 3 y el eje x , para 5 ≤ x ≤ 9

para que esté definido el logaritmo deberá ser
2

3
x - 3 > 0 ⟹

⟹
2

3
x > 3 ⟹ x >

9

2

Observemos que Dom (f) = >
9

2

=
9

2
, +∞

-------------------------------

Cálculos para graficar :

puntos de f (x) = ln
2

3
x - 3

si x = 6 ⟹ ln
2

3
· 6 - 3 = ln 4 - 3 = ln 1 = 0 ⟹ 6, 0 ∈ gráf (f)

si x = 9 ⟹ ln
2

3
· 9 - 3 = ln 6 - 3 = ln 3 ⟹ 9, ln 3 ∈ gráf (f)

puntosf = 6, 0, 9, ln 3

------------------------------------------------------------------------

Gráfico de la región comprendida entre el gráfico de

f (x) = ln
2

3
x - 3 , el eje x , para 5 ≤ x ≤ 9
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-------------------------------------------------------------------------------------

A es el área de la región comprendida entre el gráfico de

f (x) = ln
2

3
x - 3 , el eje x , para 5 ≤ x ≤ 9

A está formada por A1 y A2 tal que A = A1 + A2

Calculemos A1

Como f (x) < 0 entre x = 5 y x = 6

A1 se obtiene como :

A1 = 
5

6
-f (x) dx = 

5

6
-ln

2

3
x - 3 dx = -

5

6
ln

2

3
x - 3 dx = (*)

-----------------------------------

calculemos la integral indefinida -  ln
2

3
x - 3 dx por sustitución :

- ln
2

3
x - 3 dx =

llamamos u =
2

3
x - 3 ⟹ du = u' dx =

2

3
dx ⟹

3

2
du = dx

sustituyendo:
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- ln
2

3
x - 3 dx = - ln (u)

3

2
du = -

3

2
 ln (u) du (**)

la integral  ln (u) du se resuelve por partes :

llamando

f = ln (u) ⟹ f' =
1

u

g' = 1 ⟹ g =  1 du = u

reemplazando en la fórmula de integración por partes :

 f · g' du = f · g -  f' · g du

 ln (u) · 1 du = ln (u) · u - 
1

u
· u du

 ln (u) du = ln (u) · u -  1 du = ln (u) · u - u

entonces :

 ln (u) du = u · ln (u) - u = u · ln (u) - 1

volviendo a (**) :

- ln
2

3
x - 3 dx = -

3

2
 ln (u) du = -

3

2
u · ln (u) - 1 =

= -
3

2
u · ln (u) +

3

2
u =

= -
3

2
·

2

3
x - 3 · ln

2

3
x - 3 +

3

2
·

2

3
x - 3 =

= - x -
9

2
· ln

2

3
x - 3 + x -

9

2

Entonces :

- ln
2

3
x - 3 dx = - x -

9

2
· ln

2

3
x - 3 + x -

9

2

---------------------------------------------------

Con este resultado calculamos la integral definida para A1 en (*):

= -
5

6
ln

2

3
x - 3 dx =

= - x -
9

2
· ln

2

3
x - 3 + x -

9

2 5

6

=

= - 6 -
9

2
· ln

2

3
· 6 - 3 + 6 -

9

2
- - 5 -

9

2
· ln

2

3
· 5 - 3 + 5 -

9

2
 =
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= -
3

2
· ln 4 - 3 +

3

2
- -

1

2
· ln

10

3
- 3 +

1

2
 =

= -
3

2
· 0 +

3

2
- -

1

2
· ln

1

3
+

1

2
 =

= -0 +
3

2
+

1

2
· ln

1

3
-

1

2
=

=
3

2
+

1

2
· ln

1

3
-
1

2
=

= 1 +
1

2
· ln

1

3
= 1 +

1

2
·  ln 1 - ln 3 =

= 1 +
1

2
·  0 - ln 3 = 1 -

1

2
ln 3 > 0 aprox. 0.4506 

Entonces :

A1 = 1 -
1

2
ln 3

---------------------------------------------------

Calculemos A2

Como f (x) > 0 entre x = 6 y x = 9

A2 se obtiene como :

A2 = 
6

9
f (x) dx = 

6

9
ln

2

3
x - 3 dx = (**)

utilizando los resultados de la integral indefinida calculados anteriormente:

 ln
2

3
x - 3 dx = x -

9

2
· ln

2

3
x - 3 - x -

9

2
y reemplazando en (**)

= 
6

9
ln

2

3
x - 3 dx = x -

9

2
· ln

2

3
x - 3 - x -

9

2 6

9

=

= 9 -
9

2
· ln

2

3
· 9 - 3 - 9 -

9

2
-  6 -

9

2
· ln

2

3
· 6 - 3 - 6 -

9

2
 =

=
9

2
· ln 6 - 3 -

9

2
- 

3

2
· ln 4 - 3 -

3

2
 =

=
9

2
· ln 3 -

9

2
- 

3

2
· ln 1 -

3

2
 =

=
9

2
ln 3 -

9

2
- 

3

2
· 0 -

3

2
 =

=
9

2
ln 3 -

9

2
- 0 -

3

2
 =

=
9

2
ln 3 -

9

2
+
3

2
=
9

2
ln 3 - 3 > 0 aprox. 1.9437 
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Entonces :

A2 =
9

2
ln 3 - 3

---------------------------------------------------

Por lo tanto

área de la región comprendida entre el gráfico de

f (x) = ln
2

3
x - 3 , el eje x , para 5 ≤ x ≤ 9 es :

A = A1 + A2 = 1 -
1

2
ln 3 +

9

2
ln 3 - 3 = 4 ln 3 - 2 aprox. 2.394 

A = 4 ln (3) - 2

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 5

Área de la región que encierran el gráfico de f (x) = x - 3 , su recta tangente en el punto

(7, f (7)) y el eje x

Recordemos la ecuación de la recta tangente a f (x) en (x0, f (x0))

y = f' (x0) (x - x0) + f (x0)

Para obtenerla necesitamos f' (7) y f (7)

Calculemos f' (x)

f' (x) =  x - 3 
'
= x - 3

1

2
'
=
1

2
x - 3

1

2
-1 =

1

2
x - 3-

1

2 =
1

2

1

x - 3

Entonces f' (7) =
1

2
·

1

7 - 3
=
1

2
·

1

4
=
1

2
·
1

2
=
1

4

Calculemos f (7) = 7 - 3 = 4 = 2

La ecuación de la recta tangente a f (x) en 7, 2 es :

y = f' (x0) (x - x0) + f (x0) ⟹ y = f' (7) (x - 7) + f (7) ⟹

⟹ y =
1

4
(x - 7) + 2 =

1

4
x -

7

4
+ 2 =

1

4
x +

1

4
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Entonces :

y =
1

4
x +

1

4

El área de la región encerrada que nos piden calcular es entre

el gráfico de f (x) = x - 3 , y =
1

4
x +

1

4
y el eje x

-------------------------------

Observemos que Dom (f) = ≥3 = [3, +∞

Cálculos para graficar :

puntos de f (x) = x - 3

si x = 3 ⟹ 3 - 3 = 0 = 0 ⟹ 3, 0 ∈ gráf (f)

si x = 4 ⟹ 4 - 3 = 1 = 1 ⟹ 4, 1 ∈ gráf (f)

si x = 7 ⟹ 7 - 3 = 4 = 2 ⟹ 7, 2 ∈ gráf (f)

puntosf = {{3, 0}, {4, 1}, {7, 2}}

------------------------------------------------------------------------

Llamemos g (x) = y =
1

4
x +

1

4

puntos de g (x) =
1

4
x +

1

4

si x = 0 ⟹
1

4
· 0 +

1

4
=
1

4
⟹ 3, 0 ∈ gráf (f)

si x = -1 ⟹
1

4
· -1 +

1

4
= 0 ⟹ -1, 0 ∈ gráf (f)

puntosg = {{3, 0}, {-1, 0}}

---------------------

Determinemos los puntos de intersección entre f (x) = x - 3 y g (x) =
1

4
x +

1

4

que serán aquellos en donde f (x) = g (x)

f (x) = g (x) ⟹ x - 3 =
1

4
x +

1

4
elevamos al cuadrado ambos miembros

 x - 3 
2
=

1

4
x +

1

4

2

⟹
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⟹ x - 3 =
1

16
x2 + 2 ·

1

4
x ·

1

4
+

1

4

2

⟹

 no ponemos módulo pues la raíz cuadrada ya está definida para [3, +∞ 

⟹ x - 3 =
1

16
x2 +

1

8
x +

1

16
multiplicando por 16 en ambos miembros

⟹ 16 x - 48 = x2 + 2 x + 1 ⟹ x2 + 2 x + 1 - 16 x + 48 = 0 ⟹

⟹ x2 - 14 x + 49 = 0

veamos si tiene raíces reales :

b2 - 4 · a · c = -142 - 4 · 1 · 49 = 196 - 196 = 0 la ecuación cuadrática tiene 1 solución

resolvamos la ecuación cuadrática x2 - 14 x + 49 = 0 :

x1,2 =
-b ± b2 - 4 · a · c

2 · a
=
--14 ± -142 - 4 · 1 · 49

2 · 1
=
14 ± 196 - 196

2
=
14 ± 0

2

x1,2 =
14

2
⟹ x1 = 7 = x2

entonces x1 = x2 = 7

por lo tanto la abscisa del punto de intersección entre f y g :

es x = 7

-----------------------------

Calculemos la ordenada de punto de intersección:

reemplazando x = 7 en f (x) = x - 3

f (7) = 7 - 3 = 4 = 2 ⟹ P = 7, 2

Hasta ahora sabemos que (x) = x - 3 y g (x) =
1

4
x +

1

4
se cortan en

x = 7

--------x--------

7

puntosinterseccion = {{7, 2}};

------------------------------------------------------------------------

Gráfico de la región comprendida entre el gráfico de

el gráfico de f (x) = x - 3 , g (x) =
1

4
x +

1

4
y el eje x
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f(x)

g(x)

7-1 0

(7, 2)

A1

A2

32 4 6 8

-1

1

2

3

 f(x) = x-3 , g(x) =
1

4
x +

1

4
, el eje x 

-------------------------------------------------------------------------------------

A es el área de la región comprendida entre el gráfico de f (x) = x - 3 ,

su recta tangente a f (x) en 7, f (7) = 2 que llamamos g (x) =
1

4
x +

1

4
y el eje x

A está formada por A1 y A2 tal que A = A1 + A2

Calculemos A1

Como g (x) > 0 entre x = -1 y x = 3

A1 se obtiene como :

A1 = 
-1

3
g (x) dx = 

-1

3 1

4
x +

1

4
dx = 

-1

3 1

4
x dx + 

-1

3 1

4
dx =

=
1

4

-1

3
x dx +

1

4

-1

3
dx =

1

4
·
1

2
x2

-1

3

+
1

4
x

-1

3

=
1

8
x2 +

1

4
x

-1

3

=

=
1

8
· 32 +

1

4
· 3 -

1

8
· -12 +

1

4
· -1 =

=
1

8
· 9 +

3

4
-

1

8
· 1 -

1

4
=

=
9

8
+
3

4
-

1

8
-
1

4
=
9

8
+
3

4
-
1

8
+
1

4
=
9 + 6 - 1 + 2

8
=
16

8
= 2

24     Comentarios Teoricos y Resolucion Ej Surtidos Practica 6 del Ej 1 a 8 - Integrales y calculo de areas.nb



Entonces :

A1 = 2

Observen que A1 es el área del triángulo rectángulo de base entre x = -1 y x = 3

es decir base = 4 y altura entre y = 0 e y = 1 es decir altura = 1

entonces A1 =
base altura

2
=
4 1

2
= 2

---------------------------------------------------

Calculemos A2

Como g (x) > f (x) entre x = 3 y x = 7

A2 se obtiene como :

A2 = 
3

7
[g (x) - f (x)] dx = 

3

7

1

4
x +

1

4
- x - 3  dx =

= 
3

7 1

4
x +

1

4
dx - 

3

7
x - 3 dx = (*)

---------------------------------------------------

usamos los resultados obtenidos en el cálculo de A1

de las integrales indefinidas 
1

4
x +

1

4
dx y calculemos  x - 3 dx


1

4
x +

1

4
dx =

1

8
x2 +

1

4
x

---------------

 x - 3 dx =

por sustitución:

u = x - 3 ⟹ du = u' dx = 1 dx ⟹ du = dx

sustituyendo:

 x - 3 dx =  x - 3
1

2 dx =  u
1

2 du =
2

3
u

3

2 =
2

3
x - 3

3

2

entonces :

 x - 3 dx =
2

3
x - 3

3

2

---------------------------------------------------

reemplazando en (*)
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= 
3

7 1

4
x +

1

4
dx - 

3

7
x - 3 dx =

1

8
x2 +

1

4
x

3

7

-
2

3
x - 3

3

2

3

7

=

=
1

8
x2 +

1

4
x -

2

3
x - 3

3

2

3

7

=

=
1

8
· 72 +

1

4
· 7 -

2

3
· 7 - 3

3

2 -
1

8
· 32 +

1

4
· 3 -

2

3
· 3 - 3

3

2 =

=
1

8
· 49 +

7

4
-
2

3
· (4)

3

2 -
9

8
+
3

4
-
2

3
· 0

3

2 =

=
49

8
+
7

4
-
2

3
·  4 

3
-

9

8
+
3

4
- 0 =

=
49

8
+
7

4
-
2

3
· 23 -

9

8
+
3

4
=

=
49

8
+
7

4
-
2

3
· 8 -

9

8
-
3

4
=

=
49

8
+
7

4
-
16

3
-
9

8
-
3

4
=
147 + 42 - 128 - 27 - 18

24
=
16

24
=
2

3
> 0

Entonces :

A2 =
2

3

---------------------------------------------------

Por lo tanto

Área de la región comprendida entre el gráfico de f (x) = x - 3 ,

su recta tangente a f (x) en 7, f (7) = 2 que llamamos g (x) =
1

4
x +

1

4
y el eje x

A = A1 + A2 = 2 +
2

3
=
8

3

A =
8

3

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+
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-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 6

Calcular :

Ej Surt 6 a)

 x
3

+
ln (x)

3 x
dx =

 x
3

dx + 
ln (x)

3 x
dx =  x

1

3 dx +
1

3
 ln (x)

1

x
dx =

=
1

1
3
+ 1

x
1

3
+1 +

1

3
 ln (x)

1

x
dx = (*)

------------------------------------------

calculemos  ln (x)
1

x
dx por sustitución:

llamamos :

u = ln (x) ⟹ du = u' dx =
1

x
dx ⟹ du =

1

x
dx

sustituyendo:

 ln (x)
1

x
dx =  u du =

1

2
u2 =

1

2
(ln (x))2

------------------------------------------

reemplazando en (*):
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=
1

1
3
+ 1

x
1

3
+1 +

1

3
 ln (x)

1

x
dx =

1
4
3

x
4

3 +
1

3
·
1

2
(ln (x))2 +

constante

C

=
3

4
x

4

3 +
1

2
(ln (x))2 +

constante

C =
3

4
x4

3

+
1

6
ln2 (x) +

constante

C

Por lo tanto :

 x
3

+
ln (x)

3 x
dx =

3

4
x4

3

+
1

6
ln2 (x) +

constante

C

----------------

Verificación:

la derivada de
3

4
x4

3

+
1

6
ln2 (x) +

constante

C

debe dar el integrando x
3

+
ln (x)

3 x

Veamos :


3

4
x4

3

+
1

6
ln2 (x) + C

'
= 

3

4
x4

3


'
+ 

1

6
ln2 (x) + C

'
+ [C]' =

=
3

4
 x4

3


'
+
1

6
ln2 (x) + C

'
+ 0 =

=
3

4
 x

4

3
'
+
1

6
· 2 · ln (x) ·

1

x
=
3

4
·
4

3
x

4

3
-1 +

1

3
ln (x) ·

1

x
=

= x
1

3 + ln (x) ·
1

3 x
= x

3
+
ln (x)

3 x
, Ok

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 6 b)


x + 3

x
dx =

observen que  x 
'
=

1

2 x

si escribimos el integrando así :

  x + 3
1

x
dx =

llamemos

u = x + 3 ⟹ du = u' dx =
1

2 x
dx ⟹ 2 du =

1

x
dx
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sustituyendo:

  x + 3
1

x
dx =  u 2 du = 2  u du = 2 ·

1

2
u2 = u2 =  x + 3

2
+

constante

C

Por lo tanto :

  x + 3
1

x
dx =  x + 3

2
+

constante

C

----------------

Verificación:

la derivada de  x + 3
2
+

constante

C

debe dar el integrando
x + 3

x

Veamos :

 x + 3
2
+ C

'
=  x + 3

2

'
+ [C]' = 2  x + 3 ·  x + 3

'
+ 0 =

= 2  x + 3 ·
1

2 x
=  x + 3 ·

1

x
=

x + 3

x
, Ok

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 6 c)

 2 + x 4 + 5 x2 dx

Separamos en dos integrales indefinidas :

 2 + x 4 + 5 x2 dx =  2 dx +  x 4 + 5 x2 dx = (*)

-------------------------------

la primera integral es sencilla :

 2 dx = 2  dx = 2 x + C1

veamos la segunda integral :

 x 4 + 5 x2 dx =  4 + 5 x2 x dx =

Observen que en el numerador del integrando está x que es un grado menor que x2 :

esto da una pista para usar sustitución

si llamamos
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u = 4 + 5 x2 ⟹ du = u' dx = 10 x dx ⟹
1

10
du = x dx

sustituyendo:

 4 + 5 x2 x dx =  u
1

10
du =

1

10
 u

1

2 du =
1

10
·

1
1
2
+ 1

u
1

2
+1 + C2 =

=
1

10
·
2

3
u

3

2 + C2 =
1

15
4 + 5 x2

3

2 + C2 =
1

15
4 + 5 x23 + C2

-------------------------------

reemplazando en (*):

=  2 dx +  x 4 + 5 x2 dx = 2 x + C1 +
1

15
4 + 5 x23 + C2 = 2 x +

1

15
4 + 5 x23 +

constante

C

Por lo tanto :

 2 + x 4 + 5 x2 dx = 2 x +
1

15
4 + 5 x23 +

constante

C

----------------

Verificación:

la derivada de 2 x +
1

15
4 + 5 x23 +

constante

C

debe dar el integrando 2 + x 4 + 5 x2

Veamos :

2 x +
1

15
4 + 5 x23 + C

'
= [2 x]' + 

1

15
4 + 5 x23 

'
+ [C]' =

= 2 +
1

15
4 + 5 x2

3

2
'
+ 0 = 2 +

1

15
·
3

2
4 + 5 x2

3

2
-1 · 2 · 5 x =

= 2 +
1

10
4 + 5 x2

1

2 · 10 x =

= 2 + x 4 + 5 x2
1

2 = 2 + x 4 + 5 x2 , Ok

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 6 d)

  x cos x2 + 6 + sen (x) dx =

Separamos en dos integrales indefinidas :

30     Comentarios Teoricos y Resolucion Ej Surtidos Practica 6 del Ej 1 a 8 - Integrales y calculo de areas.nb



=  x cos x2 + 6 dx +  sen (x) dx (*)

----------------------------------

calculemos la primera integral :

 x cos x2 + 6 dx =  cos x2 + 6 x dx

Observen que en el numerador del integrando está x que es un grado menor que x2 :

esto da una pista para usar sustitución

si llamamos

u = x2 + 6 ⟹ du = u' dx = 2 x dx ⟹
1

2
du = x dx

sustituyendo:

 cos x2 + 6 x dx =  cos (u)
1

2
du =

1

2
 cos (u) du =

1

2
sen (u) + C1 =

=
1

2
sen (u) + C1 =

1

2
sen x2 + 6  + C1

-------------------------------

calculemos la segunda integral :

 sen (x) dx = -cos (x) + C2

-------------------------------

reemplazando en (*):

=  x cos x2 + 6 dx +  sen (x) dx =

=
1

2
sen x2 + 6  + C1 - cos (x) + C2 =

=
1

2
sen x2 + 6  - cos (x) +

constante

C

Por lo tanto :

  x cos x2 + 6 + sen (x) dx =
1

2
sen x2 + 6  - cos (x) +

constante

C

----------------

Verificación:
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la derivada de
1

2
sen x2 + 6  - cos (x) +

constante

C

debe dar el integrando x cos x2 + 6 + sen (x)

Veamos :


1

2
sen x2 + 6  - cos (x) + C 

'
= 

1

2
sen x2 + 6 

'
- [cos (x)]' + [C]' =

=
1

2
sen x2 + 6 

'
- (-sen (x)) + 0 =

=
1

2
cos x2 + 6 · 2 x + sen (x) =

= x cos x2 + 6 + sen (x) , Ok

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 6 e)

 x cos 3 x + 1 dx =

Observen que en el numerador del integrando está x pero no está algo del tipo x2

como para usar sustitución :

esto da una pista para usar método de integración por Partes

La idea de Partes es que la nueva integral a resolver sea más sencilla que la original y eso

se puede lograr porque en la nueva integral a resolver va a aparecer la derivada de x que es 1

escribamos la fórmula del método :

 u · v' dx = u · v -  u' · v dx

llamemos :

u = x ⟹ u' = 1

v' = cos 3 x + 1 ⟹ v =  v' dx =  cos 3 x + 1 dx (*)

-----------------------------

cálculo auxiliar para obtener v :

por sustitución:

m = 3 x + 1 ⟹ dm = m' dx = 3 dx ⟹
1

3
dm = dx

sustituyendo:

 cos 3 x + 1 dx =  cos (m)
1

3
dm =

1

3
 cos (m) dm =

1

3
sen (m) =

1

3
sen 3 x + 1
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entonces reemplazando en (*)

v =  cos 3 x + 1 dx =
1

3
sen 3 x + 1

-----------------------------

volviendo a partes teníamos :

 u · v' dx = u · v -  u' · v dx

con

u = x ⟹ u' = 1

v' = cos 3 x + 1 ⟹ v =  v' dx =  cos 3 x + 1 dx =
1

3
sen 3 x + 1

reemplazando en la fórmula de partes :

 x · cos 3 x + 1 dx = x ·
1

3
sen 3 x + 1 -  1 ·

1

3
sen 3 x + 1 dx =

=
1

3
x sen 3 x + 1 -

1

3
 sen 3 x + 1 dx = (**)

------------------------

para resolver  sen 3 x + 1 dx suamos sustitución como antes

m = 3 x + 1 ⟹ dm = m' dx = 3 dx ⟹
1

3
dm = dx

sustituyendo:

 sen 3 x + 1 dx =  sen (m)
1

3
dm =

1

3
 sen (m) dm =

=
1

3
(-cos (m)) = -

1

3
cos (m) = -

1

3
cos 3 x + 1

------------------------

reemplazando en (**) :

=
1

3
x sen 3 x + 1 -

1

3
 sen 3 x + 1 dx =

=
1

3
x sen 3 x + 1 -

1

3
-
1

3
cos 3 x + 1 +

constante

C =

=
1

3
x sen 3 x + 1 +

1

9
cos 3 x + 1 +

constante

C

Por lo tanto :
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 x ·cos (3 x + 1) dx =
1

3
x sen (3 x + 1) +

1

9
cos (3 x + 1) +

constante

C

----------------

Verificación:

la derivada de
1

3
x sen 3 x + 1 +

1

9
cos 3 x + 1 +

constante

C

debe dar el integrando x cos 3 x + 1

Veamos :


1

3
x sen 3 x + 1 +

1

9
cos 3 x + 1 + C

'
=

= 
1

3
x sen 3 x + 1

'
+ 

1

9
cos 3 x + 1

'
+ [C]' =

=
1

3
x sen 3 x + 1

'
+
1

9
cos 3 x + 1

'
+ 0 =

=
1

3
· [x ]' sen 3 x + 1 +

1

3
x sen 3 x + 1

'
+
1

9
· -sen 3 x + 1 · 3 =

=
1

3
· 1 · sen 3 x + 1 +

1

3
x cos 3 x + 1 · 3 -

1

3
· sen 3 x + 1 =

=
1

3
sen 3 x + 1 + x cos 3 x + 1 -

1

3
sen 3 x + 1 =

= x cos 3 x + 1 , Ok

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 6 f)

 3 x - 1 e2 x dx =

Observen que en el numerador del integrando está 3 x pero no está algo del tipo kx2

como para usar sustitución :

esto da una pista para usar método de integración por Partes

La idea de Partes es que la nueva integral a resolver sea más sencilla que la original y eso

se puede lograr porque en la nueva integral a resolver va a aparecer la derivada de 3 x que es 3

escribamos la fórmula del método :

 u · v' dx = u · v -  u' · v dx

llamemos :

u = 3 x - 1 ⟹ u' = 3
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v' = e2 x ⟹ v =  v' dx =  e2 x dx (*)

-----------------------------

cálculo auxiliar para obtener v :

por sustitución:

m = 2 x ⟹ dm = m' dx = 2 dx ⟹
1

2
dm = dx

sustituyendo:

 e2 x dx =  em
1

2
dm =

1

2
 em dm =

1

2
em =

1

2
e2 x

-----------------------------

entonces reemplazando en (*)

v =  e2 x dx =
1

2
e2 x

-----------------------------

volviendo a partes teníamos :

 u · v' dx = u · v -  u' · v dx

con

u = 3 x - 1 ⟹ u' = 3

v' = e2 x ⟹ v =  v' dx =  e2 x dx =
1

2
e2 x

reemplazando en la fórmula de partes :

 3 x - 1 e2 x = 3 x - 1 ·
1

2
e2 x -  3 ·

1

2
e2 x dx =

=
1

2
3 x - 1 e2 x -

3

2
 e2 x dx =

usando el resultado calculado anteriormente  e2 x =
1

2
e2 x

tenemos :

=
1

2
3 x - 1 e2 x -

3

2
·
1

2
e2 x +

constante

C =
1

2
3 x - 1 e2 x -

3

4
e2 x +

constante

C

=
1

2
e2 x3 x - 1 -

3

2
 +

constante

C =
1

2
e2 x3 x -

5

2
 +

constante

C

Por lo tanto :
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 (3 x - 1) e2 x =
1

2
e2 x3 x -

5

2
 +

constante

C

----------------

Verificación:

la derivada de
1

2
e2 x3 x -

5

2
 +

constante

C

debe dar el integrando 3 x - 1 e2 x

Veamos :


1

2
e2 x 3 x -

5

2
+ C

'
=

= 
1

2
e2 x

'
· 3 x -

5

2
+
1

2
e2 x · 3 x -

5

2

'
+ [C]' =

=
1

2
e2 x

'
· 3 x -

5

2
+
1

2
e2 x · 3 + 0 =

=
1

2
e2 x · 2 · 3 x -

5

2
+
3

2
e2 x =

= e2 x · 3 x -
5

2
+
3

2
e2 x =

= e2 x · 3 x -
5

2
+
3

2
= e2 x · 3 x - 1 , Ok

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 6 g)


3 cos ln x + 2

x + 2
dx =  3 cos ln x + 2

1

x + 2
dx =

Observen que en el numerador aparece el ln x + 2 y su derivada
1

x + 2
como para usar sustitución :

llamemos

u = ln x + 2 ⟹ du = u' dx =
1

x + 2
dx ⟹ du =

1

x + 2
dx

sustituyendo:

 3 cos ln x + 2
1

x + 2
dx = 3  cos (u) du = 3 sen (u) +

constante

C = 3 sen ln x + 2 +
constante

C

Por lo tanto :
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
3 cos (ln (x + 2))

x + 2
dx = 3 sen (ln (x + 2)) +

constante

C

----------------

Verificación:

la derivada de 3 sen ln x + 2 +
constante

C

debe dar el integrando
3 cos ln x + 2

x + 2

Veamos :

3 sen ln x + 2 + C
'
=

= 3 sen ln x + 2' + [C]' =

= 3sen ln x + 2
'
+ 0 =

= 3 cos ln x + 2 ·
1

x + 2
=
3 cos ln x + 2

x + 2
, Ok

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 6 h)

 cos 3 x + 2
5

sen 3 x + 2 dx =

Observen que en el numerador aparece cos () y su derivada - sen ()

como para usar sustitución :

llamemos

u = cos 3 x + 2 ⟹ du = u' dx = -sen 3 x + 2 · 3 dx ⟹ -
1

3
du = sen 3 x + 2 dx

sustituyendo:

 cos 3 x + 2
5

sen 3 x + 2 dx =  u
5

-
1

3
du =

= -
1

3
 u

1

5 du = -
1

3
·

1

 1
5
+ 1

u
1

5
+1 +

constante

C = -
1

3
·

1
6
5

u
6

5 +
constante

C =

= -
1

3
·

5

6
u

6

5 +
constante

C = -
5

18
· cos 3 x + 2

6

5 +
constante

C =

= -
5

18
cos 3 x + 265 +

constante

C
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Por lo tanto :

 cos (3 x + 2)
5

sen (3 x + 2) dx = -
5

18
[cos (3 x + 2)]6

5

+
constante

C

----------------

Verificación:

la derivada de -
5

18
cos 3 x + 265 +

constante

C

debe dar el integrando cos 3 x + 2
5

sen 3 x + 2

Veamos :

-
5

18
cos 3 x + 2

65 + C
'
=

= -
5

18
cos 3 x + 2

6

5
'
+ [C]' =

= -
5

18
cos 3 x + 2

6

5
'
+ 0 =

= -
5

18
·
6

5
cos 3 x + 2

6

5
-1 · -sen 3 x + 2 · 3 =

= -
5

18
·
6

5
· 3 cos 3 x + 2

1

5 · -sen 3 x + 2 =

= cos 3 x + 2
1

5 · sen 3 x + 2 = cos 3 x + 2
5

· sen 3 x + 2 , Ok

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 6 i)

 x2 3 x + ln (x) dx

 x2 3 x + ln (x) dx =  3 x3 + x2 ln (x) dx

Separamos en dos integrales indefinidas

 3 x3 + x2 ln (x) dx =  3 x3 dx +  x2 ln (x) dx =

= 3  x3 dx +  x2 ln (x) dx = (*)

La primera integral es sencilla :

3  x3 dx = 3 ·
1

4
x4 + C1 =

3

4
x4 + C1
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Para la segunda integral  x2 ln (x) dx habrá que usar partes

Veamos :

 x2 ln (x) dx =

escribamos la fórmula del método de integración por partes :

 u · v' dx = u · v -  u' · v dx

llamemos :

u = ln (x) ⟹ u' =
1

x

v' = x2 ⟹ v =  v' dx =  x2 dx =
1

3
x3

-----------------------------

reemplazando en la fórmula de integraión por partes :

 ln (x) · x2 dx = ln (x) ·
1

3
x3 - 

1

x
·
1

3
x3 dx =

1

3
x3 · ln (x) -

1

3
 x2 dx =

=
1

3
x3 ln (x) -

1

3
·
1

3
x3 + C2 =

=
1

3
x3 ln (x) -

1

9
x3 + C2

-----------------------------

reemplazando estos resultados de la primera integral y de la segunda en (*)

= 3  x3 dx +  x2 ln (x) dx =
3

4
x4 + C1 +

1

3
x3 ln (x) -

1

9
x3 + C2 =

=
3

4
x4 -

1

9
x3 +

1

3
x3 ln (x) +

constante

C =

Por lo tanto :

 x2 (3 x + ln (x)) dx =
3

4
x4 -

1

9
x3 +

1

3
x3 ln (x) +

constante

C

----------------

Verificación:

la derivada de
3

4
x4 -

1

9
x3 +

1

3
x3 ln (x) +

constante

C

debe dar el integrando x2 3 x + ln (x) = 3 x3 + x2 ln (x)
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Veamos :


3

4
x4 -

1

9
x3 +

1

3
x3 ln (x) + C

'
=

= 
3

4
x4

'
- 

1

9
x3

'
+ 

1

3
x3 ln (x)

'
+ [C]' =

=
3

4
· x4

'
-
1

9
x3

'
+
1

3
x3

'
ln (x) + x3[ln (x)]' + 0 =

=
3

4
· 4 x3 -

1

9
· 3 x2 +

1

3
x3' · ln (x) + x3[ln (x)]' =

= 3 x3 -
1

3
x2 +

1

3
3 x2 · ln (x) + x3 ·

1

x
 =

= 3 x3 -
1

3
x2 + x2 · ln (x) +

1

3
x2 =

= 3 x3 + x2 ln (x) , Ok

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 6 j)

 (x + 5) x
4

5 dx

usaremos método de integración por Partes

La idea de Partes es que la nueva integral a resolver sea más sencilla que la original y eso

se puede lograr porque en la nueva integral a resolver va a aparecer la derivada de x + 5 que es 1

escribamos la fórmula del método de integración por Partes :

 u · v' dx = u · v -  u' · v dx

llamemos :

u = x + 5 ⟹ u' = 1

v' = x
4

5 ⟹ v =  v' dx =  x
4

5 dx =
1

4
5
+ 1

x
4

5
+1 =

1
9
5

x
9

5 =
5

9
x

9

5

reemplazando en la fórmula de partes :

 (x + 5) x
4

5 dx = (x + 5) ·
5

9
x

9

5 -  1 ·
5

9
x

9

5 dx =

=
5

9
(x + 5) · x

9

5 -
5

9
 x

9

5 dx =
5

9
(x + 5) · x

9

5 -
5

9
·

5

14
x

14

5 +
constante

C =

=
5

9
(x + 5) · x

9

5 -
5

9
·

5

14
· x

14

5 +
constante

C =
5

9
(x + 5) · x

9

5 -
25

126
x

14

5 +
constante

C =
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5

9

126

126
(x + 5) · x

9

5 -
25

126
x

14

5 +
constante

C =

=
5

126
x

9

5
126

9
(x + 5) - 5 x +

constante

C =
5

126
x

9

5 14 (x + 5) - 5 x +
constante

C =

=
5

126
x

9

5 14 x + 70 - 5 x +
constante

C =
5

126
x

9

5 9 x + 70 +
constante

C

Por lo tanto :

 (x + 5) x
4
5 dx =

5

126
x

9
5 (9 x + 70) +

constante

C

----------------

Verificación:

la derivada de
5

126
x

9

5 9 x + 70 +
constante

C

debe dar el integrando (x + 5) x
4

5

Veamos :


5

126
x

9

5 9 x + 70 + C
'
=

= 
5

126
x

9

5 9 x + 70
'
+ [C]' =

= 
5

126
x

9

5
'
9 x + 70 +

5

126
x

9

5 · [9 x + 70]' + 0 =

=
5

126
·
9

5
x

4

5 · 9 x + 70 +
5

126
x

9

5 · 9 =

=
1

14
x

4

5 · 9 x + 70 +
5

14
x

9

5 =

=
1

14
x

4

5 · 9 x +
1

14
x

4

5 · 70 +
5

14
x

9

5 =

=
9

14
x

9

5 + 5 x
4

5 +
5

14
x

9

5 =
9

14
x

9

5 +
5

14
x

9

5 + 5 x
4

5 =

=
14

14
x

9

5 + 5 x
4

5 = x
9

5 + 5 x
4

5 = x
4

5 (x + 5) , Ok

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 6 k)

 3 sen 5 + e4 x e4 x dx
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No queda otra que sustitución :

llamamos :

u = 5 + e4 x ⟹ du = u' dx = e4 x · 4 dx ⟹
1

4
du = e4 x dx

sustituyendo:

 3 sen 5 + e4 x e4 x dx = 3  sen 5 + e4 x e4 x dx =

= 3  sen (u)
1

4
du =

3

4
 sen (u) du =

3

4
(-cos (u)) +

constante

C =

= -
3

4
cos 5 + e4 x +

constante

C

Por lo tanto :

 3 sen 5 + e4 x e4 x dx = -
3

4
cos 5 + e4 x +

constante

C

----------------

Verificación:

la derivada de -
3

4
cos 5 + e4 x +

constante

C

debe dar el integrando 3 sen 5 + e4 x e4 x

Veamos :

 -
3

4
cos 5 + e4 x + C

'
=

= -
3

4
cos 5 + e4 x

'
+ [C]' =

= -
3

4
-sen 5 + e4 x · e4 x · 4 + 0 =

= 3 sen 5 + e4 x · e4 x , Ok

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 6 l)


7

x - 3 ln 2 x - 65
dx

primero observemos que 2 x - 6 = 2 x - 3
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entonces ln 2 x - 6 = ln2 x - 3

Arreglamos el integrando así :


7

x - 3 ln 2 x - 65
dx = 7 

1

ln2 x - 35
·

1

x - 3
dx

todo indica usar sustitución llamando :

u = ln2 x - 3 ⟹ du = u' dx =
1

2 x - 3
· 2 x - 3

'
dx =

1

2 x - 3
· 2 dx

⟹ du =
1

x - 3
dx

sustituyendo:


7

x - 3 ln 2 x - 65
dx = 7 

1

ln2 x - 35
·

1

x - 3
dx =

= 7 
1

(u)5
du = 7  u-5 du = 7

1

-5 + 1
u-5+1 +

constante

C =

= -
7

4
u-4 +

constante

C = -
7

4
ln2 x - 3

-4
+

constante

C = -
7

4 ln2 x - 34
+

constante

C

Por lo tanto :


7

(x - 3) (ln (2 x - 6))5
dx = -

7

4 (ln[2 (x - 3)])4
+

constante

C

----------------

Verificación:

la derivada de -
7

4 ln2 x - 34
+

constante

C

debe dar el integrando
7

x - 3 ln 2 x - 65

Veamos :

 -
7

4 ln2 x - 34
+ C

'
=

=  -
7

4 ln2 x - 34

'
+ [C]' =
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= -
7

4
ln2 x - 3-4

'
+ 0 =

= -
7

4
· (-4) · ln2 x - 3-5 ·

1

2 x - 3
· 2 =

= 7 ·
1

ln2 x - 35
·

1

x - 3
=

7

x - 3 ln[2 x - 65
, Ok

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 6 m)

  5 x + 1 + e2 x-1 dx

Separamos la suma en dos integrales indefinidas :

 5 x + 1 dx +  e2 x-1 dx = (*)

-----------------------------------

cálculo auxiliar

la primera integral :

 5 x + 1 dx =  5 x + 1
1

2 dx = (**)

por sustitución

llamamos

u = 5 x + 1 ⟹ du = u' dx = 5 dx ⟹
1

5
du = dx

sustituyendo:

 5 x + 1
1

2 dx =  u
1

2 dx =
1

 1
2
+ 1

u
1

2
+1 + C1 =

1
3
2

u
3

2 + C1 =
2

3
u

3

2 + C1 =
2

3
5 x + 1

3

2 + C1

-------------------------------

reemplazando en (**) :

 5 x + 1 dx =  5 x + 1
1

2 dx =
2

3
5 x + 1

3

2 + C1

-------------------------------------------

Calculemos la segunda integral indefinida:

 e2 x-1 dx =

por sustitución

llamamos

u = 2 x - 1 ⟹ du = u' dx = 2 dx ⟹
1

2
du = dx
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sustituyendo:

 e2 x-1 dx =  eu
1

2
du =

1

2
 eu du =

1

2
eu + C2 =

1

2
e2 x-1 + C2

Entonces :

 e2 x-1 dx =
1

2
e2 x-1 + C2

-------------------------------------------

Con estos resultados vamos a (*):

  5 x + 1 + e2 x-1 dx =  5 x + 1 dx +  e2 x-1 dx = (*)

=
2

3
5 x + 1

3

2 + C1 +
1

2
e2 x-1 + C2 =

2

3
5 x + 13 +

1

2
e2 x-1 +

constante

C

Por lo tanto :

  5 x + 1 + e2 x-1 dx =
2

3
(5 x + 1)3 +

1

2
e2 x-1 +

constante

C

----------------

Verificación:

la derivada de
2

3
5 x + 13 +

1

2
e2 x-1 +

constante

C

debe dar el integrando 5 x + 1 + e2 x-1

Veamos :


2

3
5 x + 13 +

1

2
e2 x-1 + C

'
=

= 
2

3
5 x + 13 

'
+ 

1

2
e2 x-1

'
+ [C]' =

=
2

3
5 x + 1

3

2 
'
+

1

2
 e2 x-1

'
+ 0 =

=
2

3
·
3

2
5 x + 1

3

2
-1 +

1

2
e2 x-1 · 2 =

= 5 x + 1
1

2 + e2 x-1 = 5 x + 1 + e2 x-1 , Ok

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 6 n)

 x2 e-x3 + x2 dx
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Separamos la suma en dos integrales indefinidas :

 x2 e-x3 + x2 dx =  x2 e-x3 dx +  x2 dx = (*)

-----------------------------------

cálculo auxiliar

la primera integral :

 x2 e-x3 dx = (**)

por sustitución

llamamos

u = -x3 ⟹ du = u' dx = -3 x2 dx ⟹ -
1

3
du = x2 dx

sustituyendo:

 x2 e-x3 dx =  e-x3 x2 dx =  eu -
1

3
du = -

1

3
 eu du =

= -
1

3
eu + C1 = -

1

3
e-x3 + C1

-------------------------------------------

Calculemos la segunda integral indefinida:

 x2 dx =
1

3
x3 + C2

------------------------

Reemplazando estos resultados de la primera y segunda integral en (*):

 x2 e-x3 + x2 dx =  x2 e-x3 dx +  x2 dx = (*)

= -
1

3
e-x3 + C1 +

1

3
x3 + C2 = -

1

3
e-x3 +

1

3
x3 +

constante

C

Por lo tanto :

 x2 e-x
3
+ x2 dx = -

1

3
e-x

3
+
1

3
x3 +

constante

C

----------------

Verificación:

la derivada de -
1

3
e-x3 +

1

3
x3 +

constante

C

debe dar el integrando x2 e-x3 + x2
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Veamos :

 -
1

3
e-x3 +

1

3
x3 + C

'
=

=  -
1

3
e-x3

'
+ 

1

3
x3

'
+ [C]' =

= -
1

3
· e-x3 · -3 x2 +

1

2
e2 x-1 · 2 + 0 =

= -
1

3
-3 x2 · e-x3 + e2 x-1 =

= x2 · e-x3 + e2 x-1 , Ok

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 7

f (x) = 5 x sen x2

Hallar una primitiva de f (x) que llamamos F (x) que verifique F 0 = 1

Una primitiva de f (x) es la integral de f (x) ⟹

F (x) =  5 x sen x2 dx = 5  sen x2 x dx =

por sustitución:

llamamos u = x2 ⟹ du = u' dx = 2 x dx ⟹
1

2
du = x dx

sustituyendo:

5  sen x2 x dx = 5  sen (u)
1

2
du =

5

2
 sen (u) du =

=
5

2
(-cos (u)) +

constante

C = -
5

2
cos (u) +

constante

C = -
5

2
cos x2 +

constante

C

----------------------

verifiquemos que está bien :

-
5

2
cos x2 + C

'
= -

5

2
-sen x2 · 2 x + 0 = 5 x sen x2 , Ok

----------------------
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Entonces F (x) = -
5

2
cos x2 +

constante

C

Como F 0 = 1 evaluamos en x = 0 para obtener
constante

C :

F 0 = -
5

2
cos 02 +

constante

C = 1 ⟹

⟹ -
5

2
cos 0 +

constante

C = 1 ⟹ -
5

2
· 1 +

constante

C = 1 ⟹ -
5

2
+

constante

C = 1

⟹
constante

C = 1 +
5

2
⟹

constante

C =
7

2

Por lo tanto :

la primitiva de f (x) que llamamos F (x) que verifica F 0 = 1 es :

F (x) = -
5

2
cos x2 +

7

2

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 8 a)

Hallar la función f (x) si se sabe que :

f' (x) =
5

x - 2
- 6 x2 y f 3 = 100

f (x) es la primitiva de f' (x)

Calculemos la integral de f' (x) :

f (x) =  f' (x) dx = 
5

x - 2
- 6 x2 dx = 

5

x - 2
dx - 6  x2 dx = (*)

-------------------------------------

cálculo auxiliar

calculemos la primera integral
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
5

x - 2
dx =

por sustitución:

llamamos

u = x - 2 ⟹ du = u' dx = 1 dx ⟹ du = dx

sustituyendo:


5

x - 2
dx = 

5

u
du = 5 

1

u
du = 5 ln u + C1 = 5 ln x - 2 + C1

Entonces la primera integral es :


5

x - 2
dx = 5 ln x - 2 + C1

--------------------------

calculemos la segunda integral

6  x2 dx = 6 ·
1

3
x3 + C2 = 2 x3 + C2

-----------------------------------

reemplazando estos resultados en (*):

f (x) =  f' (x) dx = 
5

x - 2
- 6 x2 dx = 

5

x - 2
dx - 6  x2 dx = (*)

= 5 ln x - 2 + C1 - 2 x3 - C2 = 5 ln x - 2 - 2 x3 +
constante

C

Entoces f (x) = 5 ln x - 2 - 2 x3 +
constante

C

------------------------

Como f 3 = 100

f 3 = 5 ln 3 - 2 - 2 · 33 +
constante

C = 100 ⟹

⟹ 5 ln 1 - 2 · 33 +
constante

C = 100 ⟹ 5 · 0 - 2 · 27 +
constante

C = 100 ⟹

⟹ -54 +
constante

C = 100 ⟹
constante

C = 100 + 54 = 154

Por lo tanto :

f (x ) = 5 ln x - 2 - 2 x3 + 154

-----------------------------------------------------------------------------

Ej Surt 8 b)

Hallar la función f (x) si se sabe que :
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f' (x) =
1

3 x + 1
y f 1 = 2

f (x) es la primitiva de f' (x)

Calculemos la integral de f' (x) :

f (x) =  f' (x) dx = 
1

3 x + 1
dx =  3 x + 1

1

2 dx = (*)

-------------------------------------

calculemos la integral por sustitución :

 3 x + 1
1

2 dx

llamamos

u = 3 x + 1 ⟹ du = u' dx = 3 dx ⟹
1

3
du = dx

sustituyendo:

 3 x + 1
1

2 dx =  u
1

2
1

3
du =

1

3
 u

1

2 du =

=
1

3
·

1

 1
2
+ 1

u
1

2
+1 +

constante

C =
1

3
·
1
3
2

u
3

2 +
constante

C =
1

3
·
2

3
· u

3

2 +
constante

C =
2

9
3 x + 1

3

2 +
constante

C

-------------------------------------

reemplazando en (*):

f (x) =  f' (x) dx = 
1

3 x + 1
dx =  3 x + 1

1

2 dx = (*)

=
2

9
3 x + 1

3

2 +
constante

C

Entonces :

f (x) =
2

9
3 x + 1

3

2 +
constante

C

-----------------------------------

como f 1 = 2 , obtengamos el valor de
constante

C

f 1 =
2

9
3 · 1 + 1

3

2 +
constante

C = 2 ⟹
2

9
(4)

3

2 +
constante

C = 2 ⟹
2

9
 4 

3
+

constante

C = 2 ⟹
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⟹
2

9
23 +

constante

C = 2 ⟹
2

9
· 8 +

constante

C = 2 ⟹
16

9
+

constante

C = 2 ⟹
constante

C = 2 -
16

9
=
2

9

Por lo tanto :

f (x) =
2

9
3 x + 1

3

2 +
2

9
=
2

9
3 x + 13 +

2

9

f (x) =
2

9
(3 x + 1)3 +

2

9

+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+
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