Capitulo 2

Sistemas lineales y matrices

2.1. Sistemas lineales

Ecuaciones lineales y sistemas de ecuaciones

Una ecuacion lineal en las variables x1, x»,...,x; es de la forma
al.x1+a2.X2+...+an.xn:b

donde a1, ay,...,a, son nimeros reales (que llamamos coeficientes de la ecuacion) y b es también
un ntmero real. Un ejemplo conocido para nosotros es la ecuacién implicita de un plano, como
puede ser

3X1 — ZXQ + 5X3 = 8.

Una solucién de esta ecuacion serd una terna X = (x1, xp, x3) para la cual se cumpla la igualdad.
Por ejemplo, (1,0,1) es una de estas soluciones yaque3-1—2-0+5-1=38.

En el caso general, una ecuacién con n variables tendra soluciones que son n-uplas. Asi la
ecuacion en cuatro variables
2x1+xp —x3+3x4 =0

tiene soluciones que son 4-uplas, es decir X = (x1,x2,x3,x4). Es facil chequear que X =
(2,0,4,0) es una de estas soluciones y que X = (1,2,0,—1) no es solucién reemplazando los
valores en la ecuaciéon: 2-2+0—-4+3-0 =0, mientrasque2-1+2—-0+3-(—-1) =1 #0.

Cuando b = 0, como en este Gltimo caso, se dice que la ecuacién es homogénea. Para cualquier
ecuacion homogénea, el punto (0, .. .,0) satisface la ecuacion. Se lo llama la solucion trivial.

Un sistema de ecuaciones retine varias ecuaciones en las variables x1, x, .. ., X, y en este caso una
n-upla sera solucién del sistema si satisface cada una de ellas.

Por ejemplo, para el sistema

2x1 + xp — x3 + 3x4 = 0
S: X2 + x3 — X4 = 4,
— x3 + 2x4 = -3

vemos que X = (1,1,3,0) es soluciéon, mientras que X = (2,0,4,0) no lo es (ya que no verifica,
por ejemplo, la segunda ecuacion).
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Cuando todas las ecuaciones del sistema son homogéneas diremos que es un sisterma homogéneo;
en caso contrario, diremos que es no homogéneo. Como X = (0,...,0) es solucién de cualquier
ecuacién homogénea, tenemos que:

Un sistema homogéneo siempre tiene (al menos) una solucién, la solucién trivial.

Sistemas escalonados

En este curso resolver un sistema con # incégnitas quiere decir hallar el conjunto de todos los
X € R" que lo satisfacen. Algunos sistemas se podran resolver despejando de la tltima ecua-
cién alguna variable en funcién de otras y sustituyendo esta relacién en las demés ecuaciones.
Estos son los sistemas escalonados.

Por ejemplo, el sistema

g. 4 + x» = 5
’ SXZ = —6
es escalonado. De la segunda ecuacién despejamos x, = —2 vy, sustituyendo este valor en la

primera, nos queda que x; + (—2) = 5. De aqui despejamos x; = 7 y concluimos que la tinica
solucion del sistema es (x1,x2) = (=2,7).

El mismo procedimiento se aplica para resolver sistemas escalonados con mds incégnitas.

Ejemplo 1. Resolver el sistema

2x1 + xp — x3 + 3x4 = 0
S: Xo + x3 — X4 = 4
— x3 4+ 2x4 = -3
Solucién. Despejamos la variable x3 de la tiltima ecuacion:
2x1 + xp — x3 4+ 3x4 = 0
X2 + X3 — X4 = 4 ,
X3 = 2x4+3

y luego sustituimos la expresién para x3 en funcién de la variable x4 en cada una de las ecua-
ciones de arriba:

2x1 + x — (2)(4 + 3) + 3x4 = 0
v o+ (2xg+3) — x4 = 4
X3 = 2x4+3

Podemos despejar también (mirando la ecuacion central) la variable x; en funcién de xy:

2x1 + x — (2x4+3) + 3xy = 0
X2 = —x4+1
X3 = 2x4+3
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Ahora sustituimos la expresion obtenida para x; en funcién de x4 en la primera ecuacién:

2x1 + (—X4 + 1) — (23(4 + 3) + 3xq4 = 0
X7 = —x4+1
X3 = 2x4+3

Por dltimo despejamos la variable x;:

X1 = 1
X2 = —x3+1
x3 = 2x4+3

Esto significa que las 4-uplas que son soluciones de este sistema tienen sus coordenadas restrin-
gidas por las 3 ecuaciones obtenidas. El hecho que la variable x4 no aparezca despejada quiere
decir que x4 estd libre, es decir, que puede tomar cualquier valor en R, y con ese valor obtenerse
una solucién. Escribimos:

X = (x1,x2,x3,x4) essolucionde S < X =(1,—x4+1,2x4+3,x4) con x4 € R.

La expresion final que adoptamos para el conjunto solucién es similar a la ecuacion paramétrica
de una recta. Cambiamos la variable por un pardmetro A y tenemos que:

X=(1,-A+1,2443,A) = (0,—A,21,A) + (1,1,3,0)

X=A-(0-1,2,1)4+(1,1,3,0) con A € R.
Esto quiere decir que para cada valor de A que elijamos, obtendremos una solucién de S:

A=1 =X=1-(0,—-1,2,1)+(1,1,3,0) = (1,0,5,1) es solucién de S
A=-2 =X=(-2)-(0,-1,2,1)+(1,1,3,0) = (1,3, -1, —2) es solucién de S

Este sistema tiene infinitas soluciones; decimos entonces que S es un sistema compatible indeter-
minado, y lo abreviamos S.C.I.

Respuesta: El conjunto solucién del sistema es {A - (0,—1,2,1) 4+ (1,1,3,0) con A € R}.

Matriz ampliada asociada a un sistema

El método que usaremos para resolver sistemas lineales consiste en transformar el sistema dado
en otro que sea escalonado y tenga las mismas soluciones que el original, haciendo ciertas
operaciones con las ecuaciones del sistema. Estas operaciones involucraran tinicamente hacer
cuentas con los coeficientes de las ecuaciones.

Por este motivo, a un sistema lineal le asociaremos una matriz (esto es, un arreglo rectangular
de ntimeros) construida a partir de los coeficientes del sistema. Reciprocamente, a cada matriz
le asociaremos un sistema de ecuaciones lineales.

Maés precisamente, dado un sistema lineal le asociamos una matriz ampliada. Esta matriz tiene
una fila por cada ecuacién del sistema y una columna por cada incégnita, mas una columna
adicional para los términos constantes de cada ecuacién. En cada fila de la matriz se ubican los
coeficientes de las incognitas x1, . . ., x,, en las columnas correspondientes y, en la tltima colum-
na, se escribe la constante b que aparece a la derecha en la ecuacion. Cuando una incégnita no
aparece explicitamente en una ecuacion, el coeficiente correspondiente es 0.
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Por ejemplo, para el sistema

X + 4x3 = 3
Sy : X1 4+ 2x3 = 5
’ 2x1 + 3x3 = 8
—x1 + x2 4+ 3x3 = 0
la matriz ampliada del sistema es:
Xy X2 x3 b

0 1 4 |3\ < ecuacionl

1 0 2 |5) « ecuacion?2
2 0 3 |8] <« ecuacion3

-1 1 3 |0/ < ecuacion 4

Reciprocamente, dada la matriz ampliada de un sistema S,

00 -2 0 7 |12
2 4 -10 6 12 | 28
2 4 -5 6 —5|-1

7

reconstruimos el sistema armando una ecuacién por cada fila de la matriz:

— 2x3 + 7x5s = 12
Sy 2x7 + 4xp — 10x3 + 6x4 + 12x5 = 28 .
2x1 + 4xp, — bBxz + 6x4 — x5 = —1

Veamos ejemplos de matrices ampliadas asociadas a algunos sistemas:

141 7|0
1 -2 0 1|1 0100 4]0 016 1|-1
0 0 1 3|2 0010 710 001 -2|1
0 0 0 1|-1 0001 —-1]0 000 O07]O
000 01O

Estas matrices tienen més ceros que las de los ejemplos anteriores, mds atin, los tienen reparti-
dos de una forma especial: son matrices escalonadas,

1 4 1 0
1 -2 0 1|1 01 0 0 410 0 1 6 1 |-1
0 0 1 3|2 0 0 1 0 710 0 0 1 -2|1
0O 0 0 1/|-1 0 0 0 1 -110 0 0 0 o0]O0
0O 0 0 01]0

En cada fila, el primer ntimero distinto de cero es un 1; este ntimero resaltado se llama el 1
principal de la fila (en la practica no seremos tan estrictos, podemos trabajar con el primer lugar
no nulo de cada fila).

Al mirar dos filas consecutivas, sus unos principales forman un escalén hacia la derecha (no
pueden estar a la misma altura). Es decir, la de abajo debe empezar con més ceros que la de
arriba. Si una fila tiene todos sus lugares iguales a cero, se ubica al final de la matriz, como en
el tercer ejemplo.

Estas matrices corresponden a sistemas escalonados.
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Método de eliminaciéon de Gauss

Vamos a aplicar el método de eliminacién de Gauss para llevar un sistema lineal a un sistema
equivalente escalonado. Las operaciones que se realizan sobre las ecuaciones de un sistema
al aplicar este método, que no cambian su conjunto solucién, son operaciones que se reflejan
sobre la matriz ampliada. Al hacerlo tendremos matrices ampliadas equivalentes entre si. Las
operaciones permitidas sobre una matriz para obtener una matriz equivalente en las filas las
abreviamos de la siguiente manera:

(1) E < F (intercambiar dos filas)
(2) F+aF —F wac€R (aunafilasumarle un maltiplo de otra)

(3) BEi — F sip #0 (multiplicar una fila por un namero # 0)

Revisamos su significado y notacién trabajando con ejemplos.

Ejemplo 2. Resolver el sistema

X1 — X + 2x3 = 1
S: 2x1 ol 3X3 =5’
— 2x —+ x3 = 1

Solucién. Veamos cdmo resolver el sistema trabajando con su matriz ampliada

X1 — X 4+ 2x3 = 1 1 -1 2|1
S:¢ 2x 4+ 3x3 = 2 > (2 0 3|2
— 2x, + x3 = 1 0 -2 1|1

Esta matriz no esta escalonada, pero podemos operar con las filas para conseguir un cero debajo
del 1 principal de la primera fila (resaltado debajo). Calculamos lugar a lugar la Fila 2 menos el
doble de la Fila 1, y lo reemplazamos en la segunda fila:

1 -1 2|1 1 -1 21
2 0 3|12|RhR—-2-F—=5K10 2 -1|0
0 -2 1|1 0 -2 1|1

La segunda matriz todavia no esta escalonada, pero podemos repetir el procedimiento para
conseguir que la tercera fila empiece con més ceros que la segunda. Con la misma notacién que
antes operamos sobre la tercera fila:

1 -1 2|1 1 -1 2|1
0 2 -1|0|RB+R—-FE|0 2 -1|0
0 -2 11 0 0 0]1

Ahora si, la matriz resulta escalonada (no exigimos un 1 en el lugar principal). Veamos a qué
sistema estd asociada:

1 -1 2|1 X1 — x + 2x3 = 1
0 2 =110 — 2%y — x3 = 0 .
0 0 ©0]1 0 =1
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La dltima ecuacion de este sistema proviene de reconstruir 0-x; +0-x24+0-x3 = 1, que es
equivalente a 0 = 1. Esta ecuacién en las incégnitas x1, x2, x3 no tiene solucién. Por lo tanto, el
sistema S (que es equivalente a éste) no admite solucion: ninguna terna (x1, X2, x3) lo satisface.
Decimos que es un sistema incompatible o S.1. para abreviar.

‘ Respuesta: El sistema no tiene soluciones. ‘

Habiamos mencionado que una ecuacién de 3 incégnitas se podia relacionar con la ecuacién
implicita de un plano. Un sistema de tres de estas ecuaciones, como el del ejemplo anterior, se
puede reinterpretar como la interseccién de tres planos, ya que buscamos puntos que satisfagan
las tres ecuaciones. En este caso, la interseccion es vacia.

Ejemplo 3. Resolver el sistema

—  2x3 + 7x5 = 12
S: 2x1 + 4xp, — 10x3 + 6x4 + 12x5 = 28
2x7 + 4xp, — bxzg 4+ 6x4 — bxs = -1

\. J

Solucién. La matriz ampliada de este sistema es

00 -2 0 7 |12
2 4 -10 6 12 | 28
2 4 -5 6 —5|-1

No esta escalonada, pero mejora si intercambiamos sus dos primeras filas. Anotamos esta ope-
racién como se muestra:

00 -2 0 7|12 2 4 -10 6 12| 28
2 4 -10 6 12 | 28| F < FKRL|(0 0 -2 0 7 |12
2 4 -5 6 -5|-1 2 4 -5 6 -5|-1

Para ir hacia la forma escalonada necesitamos que la tltima fila empiece con 0, para lograr esto
la modificamos “usando”la primera fila:

2 4 —10 6 12|28 2 4 -10 6 12 | 28
00 -2 0 7 |12|KB-F>Kl00 -2 0 7 |12
2 4 -5 6 —5|-1 00 5 0 —17|-29

Queremos que la tltima fila empiece con al menos tres 0. Para lograrlo, observamos que debe-
mos recurrir a la fila 2 (si involucramos a la fila 1 arruinamos todo lo hecho).

2 4 -10 6 12 | 28 2 4 -10 6 12|28
00 -2 0 7 12 | 2K +5KL—+FK (0 0 -2 0 7 |12
00 5 0 —-17|-29 00 0 0 1|2

(Este ttimo paso es una combinacién de la propiedad (3), 2Fs — F3, y la propiedad (2), F; +
5F, =+ F.)
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Si bien dijimos que no ibamos a ser tan estrictos, esta vez vamos a buscar cémo llegar a los 1
principales. Podemos cambiar cada fila por un multiplo de ella misma:

2 4 —10 6 1228 IR - R (1 2 =53 6|14
00 -2 0 7|12 00 1 0 —-%|-6
oo o0 o0 1(2) -1 = B \0o 0 0 0 1]2

Ahora que tenemos la matriz escalonada, reconstruimos el sistema y lo resolvemos despejando
de abajo hacia arriba:

1 2 -5 3 6 14 X1 + 2xp — bxz + 3x4 + 6x5 = 14
00 1 0 —-%|-6] — X3 — Ixs = —6 .
00 0 0 1 2 X5 = 2

Reemplazamos x5 = 2 en las primeras ecuaciones y obtenemos

x1+ 2x— b5x3+ 3x4+ 62 = 14 X1+ 2xp— bxz+ 3xy+ 12 = 14
x3— 7.2 = -6 — x3— 7 = —6
X5 = 2 X5 = 2

Después de despejar la variable x3, también se la puede sustituir en la primera ecuacién:

X1 + 2x — 51 4+ 3x4 4+ 12 = 14 X1 = —2xp—3x4+7
X3 = 1 — X3 =1
X5 = 2 X5 = 2

Si bien hubiéramos podido despejar de otras formas, siempre se prodran despejar en funcién
de las demads, aquellas variables que se corresponden con los unos principales. Las variables x,
y x4 que no estdn despejadas, estdn libres, es decir, pueden tomar cualquier valor en R. Asi, las
soluciones de S; son de la forma:

X = (x1,x2,x3,%4,x5) = (—2xp — 3x4 + 7,x2,1,x4,2) con x,x4 €R.

Si cambiamos las variables libres por los pardmetros s y t, la forma paramétrica del conjunto
solucién es

X =(-2s—3t+7,51,42) =s(—2,1,0,0,0) + £(—3,0,0,1,0) + (7,0,1,0,2), con’s,t € R.

El sistema tiene infinitas soluciones, es un S.C.I.

Respuesta: El sistema es compatible indeterminado y su conjunto solucién es

{s(—2,1,0,0,0) +(-3,0,0,1,0) + (7,0,1,0,2), cons,t € R}.

Ejemplo 4. Resolver el sistema

X + 4x3 = 3

S X1 + 2x3 = 5
’ 2xq + 3x3 = 8
—x1 + x» 4+ 3x3 = 0
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Solucién. La matriz ampliada asociada a este sistema es

—_ N = O
[ R R
W W N
© Ul W

Como en los ejemplos anteriores, para resolver el sistema escalonamos su matriz ampliada

01 4|3 1 0 2|5 1 0 2 5
1 0 2|5 E o F 01 4|3 01 4 3
20 381772 20 38| B—2F — F |00 —-1]-2
-1 1 310 -1 1 3]0 FF+F — EFE \0 1 5 5
1 0 2 5 1 0 2 5
01 4 3 01 4 3
F4 — Fz — F4 00 —1|-2 F4 + Fg — F4 00 —1]—2
00 1 2 00 O 0
Ahora volvemos al sistema de ecuaciones
1 0 2 5 bl + 2x3 = 5
01 4 3 N Xo + 4x3 = 3
0 0 —-1]-2 - x3 = =2
00 O 0 0 = 0

Observemos que la dltima ecuacién (que es la ecuacién 0 - x; + 0 - x2 + 0 - x3 = 0) no impone
ninguna restriccién en las variables, y entonces la podemos omitir. En particular, vemos que
el sistema de cuatro ecuaciones que vinculaba estas variables contenia informacién redundan-
te, ya que el sistema resulta equivalente a otro con tres ecuaciones. Ademads, en este caso, al
despejar de abajo hacia arriba no queda ninguna variable libre:

X1 + ZX3 = 5 X1 + 2-2 =5 X1 = 1
X + 4x3 = 3 = X + 42 = 3 — X2 = =5
— X3 = -2 X3 = 2 X3 = 2

El sistema tiene una tnica solucion, la terna X = (1, —5,2). Se trata entonces de un sistema
compatible determinado o S.C.D. para abreviar.

Respuesta: El sistema es compatible determinado y su tinica solucién es X = (1, —5,2).

Resolucion simultinea de sistemas

Ejemplo 5. Resolver los sistemas lineales asociados a las matrices (A|b1), (A|b2) y (A|b3)
con:

1 1 -1 1 1 0 0
A=1|12 -1 01 ; by = O |;bb=|3]|;bs=]|0
2 4 20 -2 2 0
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Solucién. A partir de las matrices ampliadas, construimos los sistemas a resolver:

X1 + X2 — X3 + X4 = 1

S 2x1 — X2 + x4 = 0
2x1 — 4xp, + 2x3 = -2

X1 + x2 — x3 + x4 = 0

SH : le — X2 + x4 = 3
2x1 — 4xp + 2x3 = 2

X1 + x — x3 + x4 = 0

S 2x1 — X2 + x4 = 0
2x1 — 4xp, + 2x3 =0

Si bien estos sistemas son distintos, se resuelven (respectivamente) escalonando las matrices
ampliadas dadas por:

(Alb1) (Alb2) (Albs)
11 -1 1|1 1 1 -1 1]0 1 1 -1 1]0
2 -1 0 1[0 ; [2 -1 0 13| ; [2 -1 0 1]0
2 4 2 0]-2 2 4 2 0]2 2 4 2 00

En la tercera matriz, observamos que, como la tiltima columna tiene todos los coeficientes igua-
les a 0 (el sistema era homogéneo), cualquier operacién que hagamos en las filas daré lugar a
una matriz cuya tltima columna tendra todos 0. Por este motivo, al escalonarla podemos omitir
esta dltima columna y trabajar simplemente con la matriz A. (Esta observacién es valida para
cualquier sistema homogéneo.)

Para conseguir matrices equivalentes que sean escalonadas, podemos ver que basta hacer las
mismas operaciones para las tres matrices anteriores. Por ejemplo:

1 1 -1 1]1 1 1 -1 1|1
(Alby) |2 =1 0 1|0 | BR-2R>FR [0 -3 2 -—1|-2
2 —4 2 0|-2 2 —4 2 0 |-2
1 1 -1 1]0 1 1 -1 110
(Alb) |2 -1 0 1|3| EB-2R—>FE [0 -3 2 -1]|3
2 —4 2 0|2 2 —4 2 0 |2
1 1 -11 1 1 -1 1
A 2 -1 0 1 F, —2F — F 0 -3 2 -1
2 —4 2 0 2 —4 2 0

Los cambios en las matrices coinciden en los tres casos, excepto por la tltima columna. Para
resumir la resolucién de estos tres sistemas anotamos:

1 1 -11] 1]0
(Albb) = |2 =1 0 1| 03],
2 —4 2 0|-2|2
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(no escribimos la columna b3 de resultados que estd formada sélo por 0) y llevamos a cabo las
operaciones sobre las filas simultdneamente:

1 1 -1 1] 1/0 1 1 -1 1] 1]o0
2 -1 0 1| 0|3|BR-2FR—>K[0 -3 2 —-1|-2]3
2 -4 2 0]-2]2 2 -4 2 0 |-2]2
1 1 -1 1] 1]o0 1 1 -1 1| 1|0
FB-2F sFK|0 -3 2 —1|-2[3|K-2=FK[0 -3 2 —1[-2]|3
0 -6 4 —2|-4|2 00 0 0| 0f-4

Finalmente al ver la matriz escalonada se reconstruyen los tres sistemas asociados S}, S,y S,
equivalentes a los sistemas que se quiere resolver:

1 1 -1 1 1 X1 + X2 — X3 + X4 = 1
0 -3 2 —-1|-2| — & — 3xp + 2x3 — x4 = -2
0 0 0 01O 0 = 0
1 1 -1 1 0 X1 + X2 — Xx3 4+ x4 = 0
0 -3 2 -1]| 3 — S — 3x + 2x3 — x4 = 3
0 0 0 0|4 0 = —4
1 1 -1 1 x1 + x — x3 + x4 = 0
0o -3 2 -1 — S}H : — 3x + 2x3 — x4 = 0,
0 0 0 O 0 =0
y cada uno de ellos se resuelve sustituyendo de abajo hacia arriba:
X1 + x2 — X3 + X4 =
S} : X2 = %x?, - %X4 + %
0 =0
Podemos omitir la tltima ecuacién y sustituir hacia arriba
xi + Gxa—ixu+3) — x4+ ox = 1
X2 = %xg, — %x4 + % ’

y al terminar de despejar nos queda
X1 = Ix3—3x+13
Xy = %X3 — %X4 —|—%
es decir,
X = lx 2x—|—12x 1x—i—zxx x3,x4 €R
—33 34 3/33 34 3/3/4 3,44 .

Concluimos escribiendo las soluciones de S; en funcién de dos pardmetros s y t:

12 2 1 12
X_S(3,3,1,0>+t<—3,—3,0,1>+(3,3,0;O> S/tER.
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Al proceder con el segundo sistema,

X1 + X — x3 4+ x4 = 0
/H: — 3xy + 2x3 — x4 = 3
0 = —4
vemos que su tltima ecuacién ”0 = —4”no se satisface para ninguna 4-upla, y asi concluimos

que no tiene solucién o, dicho de otra forma, que su conjunto de soluciones es vacio. Es decir,
el sistema Sy es incompatible.

El sistema S};; es homogéneo:

X1 + x — x3 + x4 =0
e — 3x + 2x3 — x4 = 0 .
0 =20

Su tltima ecuacion se puede omitir y tendrd, como en el caso de Sy, infinitas soluciones. Queda
como ejercicio hallarlas y verificar que una expresion posible para dichas soluciones es

12 2 1
X—S<3/311/0>+t<_31_31011> S’teR'

2.2. Matrices

Una matriz es un arreglo rectangular de ntiimeros reales. Consideramos el conjunto R"™*" de
todas las matrices de m filas y n columnas (siempre anotamos filas x columnas en ese orden).
Mostramos algunos ejemplos:

L 2 0 3 5 —1 1 -4 387
(0 0 1 4> ER¥; [0 0] eR¥™; | -4 -5 -6 9 0| eR>.
2 2 2 7 8 96 2

Distinguimos las matrices fila y las matrices columna:
15 1
(7 =2 0 4) eR; (0 1) eRY; 2 6R3X1;<0>6R2X1.
-5

Las matrices cuadradas son aquellas que tienen la misma cantidad de filas que de columnas:

1 0 0 —4
1 4 E]RZXZ' _02 _32 (]j €R3X3' 0 -1 0 7 ER4X4
2 V7 o W 1o 0 0 3

0 0 0 10

En cada conjunto R™*", tenemos la matriz cero, que notamos O, x,, con todos sus lugares igua-
les a 0. En R"*", la matriz identidad, por ejemplo:

1000
100

10 0100

]12_(0 1>’H3_ 83(1) =19 01 0

0001
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Estas matrices cumplirdn un papel importante respecto de las operaciones entre matrices.

Para referirnos a los lugares de una matriz, usaremos subindices dobles: el primero para indicar
la fila y el segundo para la columna. Veamos un ejemplo,

2 -7 3 0 -1 a;1 =2 coeficiente de la fila 1 y la columna 1
A=10 1 4 1 0 | = apn=4 coeficiente delafila 2 y la columna 3
5 -2 6 0 0 azs = 0 coeficiente de la fila 3 y la columna 5.

Operaciones con matrices

Suma y resta. La primera operaciéon que presentamos es la suma (y la resta) de matrices de
R™*", que se calcula lugar a lugar tal como para vectores.

1 2 10 -2
Por ejemplo:siA= [ -2 0] y B= 1 1 | entonces,

3 3 -2 3
1041 2+ (-2) 11 0

A+B=[ —2+1  o0+1 |=[-1 1},
3+ (-2) 343 1 6
10-1 2—(-2) 9 4

A—B=| —2-1 0-1 =|-3 -1
3—(-2) 3-3 5 0

Observamos que para poder sumar dos matrices A y B, deben tener la misma cantidad de filas
y de columnas.

La matriz O es elemento neutro de la suma de matrices, es decir M + O = M para cada matriz
M.

Producto por un escalar. El producto de una matriz por un niimero real también se efectta
lugar a lugar, como en el caso de vectores. Por ejemplo, para las matrices A y B anteriores,

110 1-(-2) 5 —1
3.1 32 3 6 ,
1 1
3A=13:(=2) 30| =|-6 0], ;B= 1.1 lg | =] 1 1
3.3 3.3 9 9
3 (=2 33 -1 3

Producto de matrices. El producto A - B de dos matrices A y B esta definido tinicamente si la
cantidad de columnas de A es igual a la cantidad de filas de B.

Por ejemplo, podremos calcularlo para A € R3 y B € R**1, una matriz fila por una matriz
columna. Recurrimos al producto interno o producto escalar de R® para definir este producto
de matrices:

-1

(123-[0]=(0123-(-1,02=1-(-1)+2-0+3-2=5
2
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Caso general:

si A € R™ky B € RF" podemos calcular A - B, que serd una matriz de tamafio m x 7.

Ejemplo 1. Sean

1 0 1
1 -1 0 2 -1 1 3

A= (3 0 4 _2) , B= 2 4 1 = se puede calcular A - B.
0 0 5

2x4 4%3 2%3

Solucién. Para calcular A - B, multiplicamos cada fila de A por cada columna de B; mds pre-
cisamente,

para obtener el lugar ij de A - B, multiplicamos la fila i de A por la columna j de B.
Por ejemplo, para obtener

el lugar 11 de A - B, multiplicamos la fila 1 de A por la columna 1 de B,
el lugar 12 de A - B, multiplicamos la fila 1 de A por la columna 2 de B, etc.

De esta forma resulta

1
-1
2
0

(A-Bju=(1 -1 0 2)- =(1,-1,0,2) - (1,-1,2,0) = 2.

Continuamos calculando cada uno de los lugares de la matriz A - B:

101

1 -10 2 -113 ]| _ [2

(304—2)' 241_< )
005

(1,-1,0,2) - (1,-1,2,0) =2

Para obtener el elemento en la fila 1 columna 2 del producto multiplicamos la primera fila de
A por la segunda columna de B, y queda

101

1 -10 2 -1 13| (2]-1

<304—2>' 241‘( )
005 '

(1,-1,0,2) - (0,1,4,0) = —1
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Para obtener el elemento de la fila 1 columna 3, calculamos:

1
1 -10 2\ | -1 ([ 2]-1]8
3 0 4 -2 2 -

0

(1,-1,0,2) - (1,3,1,5) = 8

OB~ O
Ul W

Y ahora trabajamos con la segunda fila de A, para calcular similarmente los elementos de la
segunda fila de A - B:

10 1

1 -10 2 —113]| [(2]-1]|8

(3 04—2) 2 41 _(11 )
005

101
1 -10 2\ [-113]|_[(2]-1]8
3 0 4 —2 241 | \11]16
005
(3,0,4,—2) - (0,1,4,0) = 16
101
1 -10 2\ |[-113]|_ (2]-1]|38
3 0 4 —2 2 4 1 1116 | -3
005

(3,0,4,—2)-(1,3,1,5) = —3

2 -1 8
A'B_<11 16 —3)'
Notemos que en este caso no se puede calcular (no esta definido) el producto B - A, ya que la
cantidad de columnas de B no coincide con la cantidad de filas de A.

Hemos calculado:

Observaciéon. Al considerar la primera columna de B como una matriz de 4 x 1 y multiplicar
resulta

1
1 -10 2 -1 _ (2
<3 0 4 —2> ’ 2 | (11).

0
2x4 4x1 2x1
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De la misma manera, las demds columnas de A - B son el resultado del producto de A por la

columna correspondiente de B:

1 -10 2\ I -1 0 2\
3 0 4 -2 3 0 4 -2

O bk = O
Il
N
= L
N———

Ejemplo 2. Calcular el producto M - N y el producto N - M para

1 1
M= (é _(1) ?) N= [-2 2
3 0

Solucién. Observemos que

2 -1 0
M= (3 01>' N= (

2x3 3x2

WN =
SN =

) = podemos calcular M- N.
2x2

Procedemos como en el ejemplo anterior:

(I (33)-0)
wa- (390 (28)-(0)
(39 (53) -0
wn-(350)(22)-(39)

Volvemos a copiar las matrices M y N para calcular N - M

3 01

11 2 -1 0
N = -2 2|, M= ( > = podemos calcular N - M.
30

3x2 2x3 3x3
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Repitiendo el procedimiento (agrupamos algunos pasos) tenemos

11 5 -1
N-M = | —2 2 -<§_01(1)):
30

—_
N————

1 1 5 -1 1
N-M = -2 2 -<§_01(1)>: 2 2 2

30

1 1 5 -1 1
N-M = -2 2 -<§_01(1)>: 2 2 2

30 6 -3 0

40 5 -1 1
Respuesta:M~N:<6 3>yN‘M: 2 2 2.

Ejemplo 3. Calcular el producto S - T y el producto T - S para
7 —1 10
= () 7= (o)

Solucién. Si S y T son matrices cuadradas de n x n podemos calcular S - T, que serd una
matrizde n X n,y también T - S, que serd del mismo tamafio. Haciendo los célculos obtenemos:

s1=(3 1) (o2)=(5 2),
(30 (0 D-(21)

7 =2 7 -1
Respues’ca.S-T—(3 2)yT-S-<6 2).

Podemos observar que S- Ty T - S no son iguales. Como muestra este ejemplo, el producto de
matrices no es conmutativo.

Para terminar, sefialamos la relacién entre la matriz identidad y el producto: para cada matriz
A se tiene que

A-IT=1.-A=A.

Decimos que la matriz [ es el elemento neutro del producto de matrices (como lo es el nimero 1
para el producto de ntiimeros reales).
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2.3. Ecuaciones matriciales

En esta seccion trabajaremos con ecuaciones donde la incégnita a despejar es una matriz.

Ejemplo 1. Resolver

1 1 2 1
2A -3 0 -1 |]=10 3 | -3A
-2 0 11

Solucién. Debemos hallar todas las matrices A que satisfacen la ecuacién. En primer lugar
determinemos qué tamafo debe tener A. Vemos que en el primer miembro se debe poder sumar
2A con una matriz de tamafio 3 x 2 por lo tanto 2A también debe ser de tamafio 3 x 2. Se deduce
entonces que A € R3*2,

La ecuacion planteada para resolver establece una igualdad entre matrices de R3*2. Usamos
las propiedades conmutativa, asociativa (y otras) de la suma y el producto por escalar, junto
con la propiedad distributiva, para despejar.

1 1 21
2A -3 0 -1 = 0 3 |-3A —
-2 0 11
3 3 2 1
2A — 0 -3 = 0 3 |-3A —
-6 0 11
2 1 3 3
2A+3A = 03 |+ 0 -3 —
11 -6 0
5 4
(24+3)A = 00 =
-5 1
5 4
1 1
-5 1
4
15
A = 00
1
-1 1
4
15
Respuesta: La ecuacion tiene una tnica solucion A = 00
-1 1
5
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Ejemplo 2: Hallar todas las matrices X € R2*? tales que
10 10
(27)x=x(21)

Solucién. Ya que el enunciado establece que X € R?*2, proponemos X = (

a b calcu-
cd )Y
lamos los productos

<—§ (1))X: (—i (1)><i Z)Z(—zsw —2bb+d)
()= (ea)(21)=(00)

Para que estos productos coincidan, debe ser

a b ([ a=2b b
—2a+c¢ -2b+d ) \c—2d d )’

y entonces las matrices deben coincidir lugar a lugar:

a = a—2b lugar 14
b = b lugar 1
—2a+c = c—2d lugar »;
d = -2b+d lugar 2,

Este es un sistema lineal con incégnitas 4, b, c, d. Agrupando estas incégnitas en el miembro de
la izquierda, resulta ser un sistema homogéneo:

2b

o O O O

0 =
—2a + 2d =
2b =

Podemos ver (atin sin escalonar) que se trata de un sistema con infinitas soluciones, equivalente

al que sigue:
a=d
{—Za o —|—2d:8 N b—0
o c,deR

A pesar de haber hallado estos valores mediante la resoluciéon de un sistema, no tendria sentido
escribir la solucién como una 4-upla dado que la incégnita X es una matriz. Damos la forma
paramétrica de la solucién recordando que a, b, ¢, d eran los coeficientes de X. Escribimos

a b d o0 00 10
()= Yl ) e

para describir todas las soluciones de la ecuacién.
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Respuesta: La ecuacion tiene infinitas soluciones, X = ¢ <(1) 8) +d ((1) (1)) ,conc,d € R.

Ejemplo 3. Resolver la ecuacién

1 2 0 -1 2
2 1 1 3 X=\|7
0 -3 1 5 3

Solucién. El primer paso es determinar qué tamario tiene X para que la igualdad tenga sen-
tido:

1 2 0 -1 2
2 1 1 3 X = 7
0 -3 1 5 3

3x4 mxn 3x1

Vemos que m, la cantidad de filas de X, queda determinada para poder calcular el producto y
debe ser igual a 4. Obtenemos en el miembro izquierdo de la igualdad una matriz de 3 x n que
solo puede ser igual al miembro de la derecha si 7, la cantidad de columnas de X, es 1. Es decir,
X es una matriz columna (de 4 x 1). Proponemos

X1 1 2 0 —1
X = ;Cz y calculamos 2 1 1 3 - X
xi 0 -3 1 5
1 2 0 -1 il X+ 2% — x4
2 1 1 3 xz = | 2x1 +x2 + x3+ 3x4
0 -3 1 5 xz —3xy + X3 + 5x4

Estamos buscando x1, x2, x3, x4 € R que cumplan

X1+ 2x — x4 2
2x1+xp+x3+3x4 | = 7
—3x2 + x3 + 5x4 3

Al igualar estas matrices tenemos que x1, X2, x3, x4 deben ser soluciones del sistema

x1 + 2x - xy = 2
2x1 + X 4+ x3 + 3x4 = 7 .
— 3x + x3 + b5x4 = 3

Para resolverlo, pasamos a su matriz ampliada para luego escalonar

1 20
2 11
0 -3 1

g1 W =
W NN
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Si nos tomamos un momento para releer la ecuacién que queremos resolver, vemos que tiene
la forma A - X = by que para hallar X vamos a escalonar la matriz ampliada (A|b). Es decir, si
b es una matriz columna entonces

A - X = b seresuelve escalonando la matriz (A|b).

Hagamoslo para este caso:

1 2 0 —1/2 1 2 0 —-1]2 1 2 0 —1]2
2 1 1 37| porsp |0 31 5 (3| ppor [0 -31 53
0 31 53 0 31 5|3 0 0 0 010

Hemos terminado de escalonar; ahora reconstruimos el sistema para despejar:

X1 + 2xp — x4 = 2
— 3xy + x3 + b5xg = 3
X1 + 2xp — x4 = 2
<~
{ X2 = -1+ %X3 + gx4

x1 4 2(-1+3x3+3xs) — x = 2
{ 1 ( 3%3 + 3%4) + = : .
X2 = —l+3x3+3x

2 7
X1 = 4- §X3 — §X4
= = 141 5
Xy = SX3 3X4

Para expresar la soluciéon recordamos que la incégnita X era una matriz columna:

4- %f% - %;‘4 4 - 3 - 4
_ | lhax x| 3 3
X = s = 0 + x3 1 + x4 o |’ x3,%x4 € R.

X4 0 0 1

2 7

41 BE g

Respuesta: Tenemos infinitas soluciones, X = _0 +s % +t 8 ,s,teR
0 0 1

Ejemplo 4. Hallar todas las matrices X € R2*? que satisfacen

(g ;).X:@ g>.x+(—22 }).
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X1
X2 Y2
tando de que la incégnita X aparezca en un solo miembro de la igualdad (como harfamos en

una ecuacién de ntiimeros reales):
3 4 1 3 -2 1
L2)xG3)x-(T1) =
. 3 4 1 3 (=21
(prop. del producto de matrices) [( 0 2> - (2 3>} X = < 5 1) <—

(&)= ()

Ahora si, escribimos X = (zl Zl> y entonces debe valer
2 Y2

(2 1>'<x1 y1>:<2x1—|—x2 2y1+y2>:<—2 >
-2 -1 X2 Y2 —2x1—x2 —2Yy1 — Y2 2 )

Nuevamente esta igualdad de matrices conduce a un sistema (de incdgitas x1, x2, y1,2)

Solucién. Proponemos X = < > Antes de reemplazar manipulamos la ecuacién tra-

—_

2x1 + x» = —
21+ y2 =
—2x1 — X =
- 2y — yp =

—_ N =N

Vemos que las variables x1, x; (que corresponden a la primera columna de X) aparecen “separa-
das”de las variables y1, > (que corresponden a la segunda columna de X). Podemos aprovechar
esta caracteristica para considerar dos sistemas independientes

S - 2x1 4+ xp = =2 S - 2y + y2 = 1
e —2x1—x2: 27 U —Zyl—y2:1'

Pasamos a las matrices ampliadas asociadas y vemos que

S s 2 1]-2 S 2 1)1
* -2 =12 ) 7 -2 —1|1 )"
Al estar asociadas a la misma matriz podemos resolver simultdneamente:
2 1(-2]1
-2 =12 |1)°
L 2 1 -2 1 .
Notar que para resolver la ecuacién X = tenemos que escalonar la matriz

-2 -1 2 1
2 1 1
-2 -1 1

-2

5 ) . En en el caso general

A - X = B se resuelve escalonando (A|B).
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Volviendo a la resolucion, escalonamos:
2 1] -211 2 1| -2]1
(2 al7h) memoe (0] 7]2)

Recordemos que despejamos cada columna de la solucién X segtin la columna correspondiente

que amplia el sistema,
!/ 2 1 _2 / 2 1 1
(5000 ) %= (50lz)

El sistema S, tiene infinitas soluciones (es decir, hay infinitas posibilidades para la primera
columna de X), pero el sistema S;, es incompatible (no existe segunda columna para X). Con-
cluimos que:

‘ Respuesta: La ecuacién no tiene solucion. ‘

2.4. Inversa de una matriz

En esta seccion trabajaremos tinicamente con matrices cuadradas. Hemos mencionado que la
matriz identidad I, es el elemento neutro del producto en R"*". Ahora queremos averiguar si
una matriz A € R"*" tiene inversa, es decir, si existe una matriz B € R"*" que cumpla

B-A=A-B=1I,.

En caso afirmativo, en lugar de B escribimos A~! para notar a la inversa de A, y decimos que A
es inversible. Para ver si existe y, en caso afirmativo hallarla, planteamos la ecuacién A - X = I,
y buscamos resolverla.

Ejemplo 1. Hallar, si existe, la inversa de la matriz A = (g (1)> .

Solucion. Planteamos

31 10
A-X=I <+ (2 O)-X_(O 1).

Segun lo estudiado en la seccion anterior hallamos (las columnas de) X escalonando la matriz
ampliada:

3 1|1 0 3 1 1 0 6 0 0 3
(2 0lo 1> 3F, —2F — K <0 ol o 3) 2FE+F — F (0 DY 3>

procurando llegar al 1 principal en cada fila:

N —

3

—IiBb = b 0 1|1 —3

& ol 0 3 sh—=h (1 0]0
(o ~2| -2 3)
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La ecuacién tiene (una tnica) solucién. La soluciéon X € R2*2 tiene primera columna
1) 7Y

1

segunda columna 23 . Verificamos que esta matriz X también cumple que X - A = I y, por

2
lo tanto, es la inversa de A. Concluimos que:

1

0 =
Respuesta: La matriz A es inversibley A~1 = 23
1 -2
2

Observaciéon. Se puede demostrar (aunque no lo haremos) que, para una matriz A € R"*",
si existe una soluciéon de A - X = I,, la matriz solucién tambien es solucion de X - A = I, es
decir, es la inversa de A. En este caso A resulta equivalente a I, y su inversa puede hallarse
escalonando

(AlL) ~ (@A

-1 -1 1
Ejemplo 2. Mostrar que lamatrizA = [ 1 3 9 | no esinversible.
1 2 4

Solucién. Planteamos la ecuacién A - X = I3 y escalonamos la matriz ampliada (A|I3) hasta
reducir,
-1 -1
1 3
1 2

Para hallar cada columna de la solucién X debemos estudiar las matrices ampliadas

= O =
OO =

-1 1]1
2 101
1 5|1

O = O
_ O O

0 0 -1
1 0 EF+F—F 0
01 FE+F —FK 0

-1 -1 1]1 00

2 —-FK —+ K 0 2 101 10
0 0 0|1 -1 2

-1 -1 1|1 -1 -1 1| 0 -1 -1 1|0
0 2 101 0 2 10| 1 0 2 1010
0 0 01 0 0 0]-1 0 0 02

que corresponden a sistemas incompatibles. No es posible hallar X: esto implica que A no es
inversible.
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Rango de una matriz

El rango de una matriz M, que notamos rg(M), es la cantidad de filas no nulas de una matriz
escalonada a la que es equivalente M. Recordemos que dos matrices son equivalentes si se
puede llegar de una a la otra aplicando las operaciones entre filas con las que hemos trabajado.
Para las matrices de los Ejemplos 1y 2 de la seccién anterior:

31 31 . 10
rg (2 O) =2, yaque (2 O) es equivalente a (0 1)

-1 -1 1 -1 -1 1
=2, yaque 1 3 9 | esequivalentea [ 0 2 10].
1 2 4 0 0 0

1 410
. .. 22 20 »
Ejemplo 3. Hallar la matriz inversa de C = 022 0|7 verificar que rg(C) = 4.
0 0 01
Solucién. Escalonamos la matriz ampliada
1410|1000 1 4 10 1 000
222 0/0100 0 -6 00(-2100
0220(0010]|5222210 220/ 0010
000 1/0 0 01 0 0 01 0 0 01
1 4 10 1 000
0 -6 00(-2100
Shth=E g 06 0]—2 1 3 0
0 0 01 0 0 01

Vemos que la matriz estd escalonada y podemos afirmar que rg(C) = 4. Para reducir, ahora
vamos a conseguir ceros arriba de los lugares principales:

1 410 1000 6 06 0|-2 40 0
0 -6 00/-2100 0 -6 00/-2100
0 06 0[-2130]|%%™>h | o 060[-2130
0 00 1] 00 0 1 0 00 1| 0001

6 00 0] 03 =3 0

0 -6 00/-21 00

h=B=h 9 06 0/-21 3 0

0 001 00 01

1 1

1000/ 0 = —— 0

%FlﬁFl 1%2

RPN 0100 g—é SO

1p—F

CEIEE 0010|/-—= = =0

3 6 2

0001 0 0 01
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Hemos calculado

1 1
03 a
-l i e )0
— = 20

3 6 2
O 0 01

Podemos ver en los ejemplos que una matriz M € R"*" es inversible si y solo si rg(M) = n.
Observamos que si M es inversible, la ecuaciéon M - x = b tiene una tnica solucioén. Despeja-
mos dicha solucién multiplicando ambos miembros de la ecuacién por la inversa de M (por
izquierda),

M-x = b
M1 M-x = M 1-b
IL,-x = M1.p
x = M1.b

A su vez, si para una matriz cuadrada M, cada sistema M - x = b tiene (tinica) solucién, enton-
ces M resulta inversible.
Resumimos las propiedades de las matrices cuadradas respecto de su inversa:

Propiedad.

Si M € R*™", son equivalentes:

» M es inversible.

M - x = b es un sistema compatible determinado.

s M- x = 0 tiene tinica solucidn trivial.

M es equivalente a I,,.

El rango de M es n.

2.5. Sistemas lineales asociados a una matriz A

Dada una matriz A € R™" y b € R"™*!, considerar la ecuacién A - X = b es equivalente a
considerar el sistema asociado a la matriz ampliada (A|b), un sistema de m ecuaciones en n
incégnitas. Identificamos las soluciones de la ecuacién, que son matrices columna de R**! y
las soluciones del sistema, que son n-uplas.

Usando la notaciéon matricial para sistemas lineales, vamos a deducir algunas propiedades que
relacionan soluciones de A - X = b con soluciones del sistema homogéneo asociado A - X = 0.
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1 2
Ejemplo 1. Sean A € R**3 y b € R?¥!, b £ 0. Se sabe que ( -1 ) y ( 0 ) son

1 1
0
soluciones de A - X = b,y que | 2 | essolucién de A - X = 0. Verificar que:
1

0 0
(@ | 6] =3|2] essolucibnde A- X =0,
3 1
—1 1 2
(b) -1 = -1 ]- 0 | essolucionde A - X =0,
2 1 —1
1 1 0
(c) 1 | = -1 |+ 2 | essolucibonde A-X =,
2 1 1
-1 0 -1
(d) 5 =6 |+]| —1 | essolucionde A-X = 0.
5 3 2

Solucién. En cada caso, para ver que la matriz columna dada es una solucién de la ecuacion,
reemplazamos X por dicha matriz y vemos que se cumple la igualdad.

0 0 0 0
(@) A- (6) A-3(2> =3.A- (2) =3-0=0=> (6) es soluciéonde A - X = 0.
3 1 1 3

0
Observar que en la pentaltima igualdad usamos que (2) es solucionde A - X = 0.

1

De la misma manera se puede deducir que:

Los multiplos de una solucién de un sistema homogéneo A - X = 0 son también solu-
ciones del sistema homogéneo.

ou () {(4)-(3)

—1
= ( -1 ) essolucibonde A - X = 0.
2

1 2
Observar que usamos que ( -1 ) y ( 0 ) son dos soluciones de A - X = b.
1 -1
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En forma similar a lo hecho en este ejemplo, se puede verificar que:

La diferencia entre dos soluciones de un sistema A - X = b es una solucion del sistema
homogéneo asociado A - X = 0.

1 1 0 1 0
QA-[1 |=A -1 1+ 2 =A-| -1 |+A-| 2 | =b+0=0.
2 1 1 1 1
1
= | 1 | essolucibonde A-X =1b.
2
1 0
En este caso usamos que | —1 | essolucionde A-X = by [ 2 | es solucién de
1 1
A-X=0.

De la misma manera se puede mostrar, en general, que:

Al sumar una solucién del sistema A - X = b con una del sistema homogéneo asociado
A - X = 0 se obtiene una solucién de A - X = b.

-1 0 -1 0 -1
(d) A- 5 | =A- 6 | +| —1 =A-| 6 |+A- | -1 | =0+0=0
5 3 2 3 2
-1
= 5 ] essolucionde A - X = 0.
5
0 -1
En esta verificacion usamosque | 6 | y [ —1 | sonsolucionesde A - X = 0 (lo sabe-
3 2

mos por los incisos (a) y (c) respectivamente).

Con una verificacion similar, se puede probar que:

La suma de dos soluciones de un sistema homogéneo A - X = 0 es una solucién del
mismo sistema homogéneo.

Sea A € R"™*" Paracada b € R"*!, anotamos como Sy, al conjunto de las soluciones del sistema
A - X = b; en particular, escribimos Sy para el conjunto de soluciones del sistema homogéneo
asociado a A. Resumimos las relaciones entre los elementos de estos conjuntos vistas a partir
del ejemplo:
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D veSy, A€eR=A-veS
I v,weSog=v+weSs
I v,weS,=v—weS

IV) veS,, weSy=v+wEeSs,

De estas propiedades se deduce que si v es una solucién particular de A - X = b, entonces:
Sb:SO—i-V:{h-i-V‘hESo}

es decir, que todas las soluciones del sistema A - X = b son las soluciones del sistema ho-
mogéneo asociado sumadas con una solucién particular.

Resolvamos algunos ejercicios para familiarizarnos con estas propiedades.

1 0
Ejemplo 2. Sean A € R¥>3y b € R¥*1L.Si (0] y [ 2] son soluciones de A - X = b,
0 1

hallar:
(a) Tres soluciones del sistema homogéneo asociado a A.

(b) Tres soluciones, distintas de las dadas, del sistema A - X = b.

Solucioén.

(a) Por la propiedad (III), la resta de dos soluciones del sistema A - X = b serd solucién del
sistema homogéneo asociado A - X = 0:

-6-(4)-

Segtin la propiedad (I), cualquier multiplo de h; sera otra solucién del sistema homogéneo.

Proponemos
1 2
hy=2-hy=2-| =2 | =] -4 | €5
-1 -2
1 —4
h; = (—4) h; = (—4) -2 = 8 € Sy
-1 4

Mas atin, podemos hallar infinitas soluciones del sistema A - X = 0:

1
h)\-(2), A eR.
-1
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(b) Por la propiedad (IV), para obtener una solucién de A - X = b podemos sumar una so-
lucién de ese sistema con una solucién del sistema homogéneo A - X = 0. Considerando

1
v= [ 0] €5y las soluciones hj, hy, h; del inciso (a), proponemos:
0
1 1 2
uy=v+h; =10+ -2 = -2 € Sy
0 -1 -1
1 2 3
w=v+hy=|(0|+| 4 | = -4 | €5,
0 -2 -2
1 —4 -3
u3=v+h3=10]| + 8 = 8 €Sy
0 4 4

De hecho, a partir de las infinitas soluciones de A - X = 0 que hallamos en el inciso
anterior, podemos exhibir infinitas soluciones del sistema A - X = b:

1 1
u=v+h=|0]+A-| =2 |, AeR
0 -1

Como en el ejemplo anterior, a partir de dos soluciones distintas vy w del sistema A - X = b,
podemos dar infinitas soluciones:

X=v+A-(v—w) €5, VAeR

Algunas veces se hace referencia a este conjunto como una recta de soluciones del sistema A - X =
b aunque X no sea de R? ni de R? (porque su expresién recuerda la ecuacién paramétrica de la
recta que pasa por vy w).

Ejemplo 3. Sea A € R¥*3. Se sabe que (1,1, —4) es solucién del sistema 2AX = b y
(0,1,4) es solucién del sistema AX = —b. Hallar una recta de soluciones del sistema
AX = by, si es posible, alguna solucién con tltima coordenada nula.

Solucién. Como vimos, podemos formar una recta de soluciones del sistema AX = b si cono-
cemos dos soluciones distintas de dicho sistema. En este ejercicio las soluciones que conocemos
no son soluciones del sistema AX = b. Sin embargo podremos trabajar a partir de la informa-
cién dada:

1
(1,1, —4) es solucion del sistema 2AX =b <= 2A- 1 |=0b
4
0
(0,1,4) es solucion del sistema AX = —-b <«<— A-| 1 | =-b
4
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En la primera identidad podemos reescribir el producto 2A.X = A.2X y obtener

1 1 2
24-| 1 |=4A2| 1]|=4-| 2|=b = v=(22-8)€S,.
—4 —4 -8

En la segunda identidad podemos multiplicar ambos miembros por —1 y obtener

0 0
(1)A-(1)(1)-(b) = A-(l)b = w=(0,-1,-4) €S
4 —4

Podemos afirmar que la recta que pasa por v y w estd contenida en el conjunto solucién Sy:
A(2,2,-8)—(0,—1,—4)]+(2,2,—8) = A(2,3,—4) + (2,2,-8), AR

Buscamos entre estas soluciones un valor del parametro A de modo que la coordenada x3 re-
sulte ser nula:
Xx3=0 << —4A—-8=0 < A =-2

Luego,
X =(-2)(2,3,-4)+(2,2,-8) = (—2,—4,0)

es una solucién del sistema con tltima coordenada nula.

Respuesta: A(2,3,—4) + (2,2,—8), con A € R, es una recta de soluciones del sistema y
(—2,—4,0) es una solucién con tltima coordenada nula.

Ejemplo 4. Sean A € R>** y b,c € R?*! tales que

son soluciones de AX = by es soluciéon de AX = c.

— O N =
~<

S = = O

W N OO

Hallar tres soluciones del sistema AX = b + 2c.

Solucién. Comencemos hallando una solucién de AX = b + 2c. Para esto, observamos que si

—_ O N -
W N OO

entonces

+2A- = b+ 2c.

—_ O N =
W N OO
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Como

+2A- +2

_ O N =
W N OO
—_ O N =
W N OO

deducimos que

=N =

=b+2c,
7

es decir, que (1,2,4,7) es una solucién del sistema AX = b + 2c.
Podemos obtener otra solucién de AX = b + 2c repitiendo este procedimiento con la otra
solucién que conocemos de AX = b. Pero necesitamos hallar tres soluciones.

Otra forma de construir mds soluciones de AX = b + 2c es hallando soluciones del sistema
homogéneo asociado a A. Para esto, restamos las dos soluciones que conocemos del sistema
AX = by tenemos

1 0 1 1
2 1 1 1
ol 11171 4 €S = A 1 € Sy VA e R.
1 0 1 1

Concluimos que X = A(1,1,—1,—-1) 4+ (1,2,4,7) € Spo. para todo A € R. Entonces, consegui-
mos tres soluciones del sistema asignandole distintos valores a A. Por ejemplo,

n A =0=X=(1,2,4,7) € Spia
m A=1= X=1(23,36) € Spa
m A=-2=X=(-1,0,69) € Sy

2.6. Sistemas con parametros

Llamamos sisternas con pardmetros a aquellos sistemas donde algunos de los coeficientes depen-
den de uno o mas parametros. Por ejemplo,

X1 — X2 + X3 = 5
S: (k2 —Dxp + 3x3 = 3 .
(k — Z)X3 = -3

es un sistema con un pardmetro k € R.

Usamos esta expresion para describir muchos sistemas, uno para cada valor de k € R. Por
ejemplo para k = 0, el sistema es

X1 — X2 + x3 = 5
— X2 3X3 = 3
— 2x3 = -3
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y, para k = —2, resulta

X1 — X2 + x3 = 5
3x, + 3x3 = 3.
— 4X3 = -3

Cada uno de estos sistemas tiene su correspondiente conjunto solucién. Buscamos clasificar es-
tos sistemas, para cada valor del parametro k, respecto de sus conjuntos solucién como: sistema
incompatible, sistema compatible indeterminado o sistema compatible determinado.

Tendremos como herramienta primordial el Teorema de Rouché-Frobenius y sus consecuen-

cias:

Teorema

El sistema lineal de matriz ampliada (A|b) es compatible si y solo si el rango de (A|b) es igual
al rango de A. Ademas, el sistema es compatible determinado si y sélo si los rangos de
(A|b) y de A son ambos iguales a la cantidad de incégnitas (que coincide con la cantidad
de columnas de A).

Podemos visualizar las posibilidades en el siguiente diagrama:

Ac Rmxnl be Rmxl
rg(A) = rg(A[D) rg(A) # rg(A[b)
[
\ Ax=1
I'g(A) =n I‘g(A) <n incompatible
[ [ S.I
Ax=1b Ax=Db
compatible determinado compatible indeterminado
S.C.D S.ClI

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1. Clasificar el sistema para cada valor de k € R:

X1 — X2 + X3 = 5
S: (kz — 1)XQ ol 3x3 = 3.
(k — Z)X3 = 3

Solucién. Para cada valor de k, debemos estudiar rg(A) y rg(A|b), es decir debemos esca-
lonar estas matrices para determinar la cantidad de filas no nulas en una matriz escalonada
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equivalente. Trabajamos sobre el ejemplo, pasando a la matriz ampliada (A|b)

1 -1 1 5
0 k*—-1 3 3
0 0 k—2 | -3

Esta matriz parece estar escalonada; sin embargo, esto no es cierto para algunos valores de k.
Solo podemos afirmar que si k2 —1 # 0y k—2 # 0, la matriz estd escalonada y rg(A) =
rg(A|b) = 3. Entonces, el sistema

xX1— X2 + Xx3= b5
(kz - 1)X2 + 3x3= 3
(k — Z)X3 = -3

es compatible determinadosi k> —1 # 0y k —2 # 0.

Falta analizar rg(A) y rg(A|b) para los casos en que k> —1 =06k —2 = 0.
k=-1

1 -1 1 5 , 1 -1 1|5
(Alp)=1 0 0 3 3 | noestdescalonada 0 0 3|3 | estdescalonada.
0 0 —3|-3) BTRZE 4 o oo

Como rg(A) = rg(A|b) = 2, se trata de un sistema compatible indeterminado.
k=1

1 -1 1 5 ) 1 -1 1 5
(Alp)={ 0 0 3 3 | noestdescalonada. 0 0 3| 3 | estdescalonada.
00 -1/-3)BTE2E g o o] -6

Podemos afirmar que rg(A) = 2y rg(A|b) = 3, luego se trata de un sistema incompatible.

k=2

1 -1 1 5

(Alb)=( 0 3 3| 3 | estdescalonada,
0 0 0|-3

entonces rg(A) = 2 y rg(A|b) = 3. El sistema es incompatible.

Hemos clasisficado este sistema para cada posible valor del parametro k, segiin sus posibles
conjuntos solucion.

Respuesta:
compatible determinado Yk € R — {—1,1,2}.
/\
Sesunsistema — incompatiblesik =106k = 2.
pN
compatible indeterminado si k = —1.
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Ejemplo 2. Clasificar, para cada valor de a € R, el sistema asociado a la matriz ampliada

1 1 -1 1 2
-3 -2 1 a -5
6 5 -3 5 10 |~

a 0 a —Ba+2)|-1

y resolverlo para aquellos valores de a € R para los que resulte ser un sistema compatible
indeterminado.

Solucién. Para clasificar el sistema debemos hallar el rango de la matriz ampliada (en fun-
ciéon del pardmetro a). Tendremos que escalonar la matriz. Recordamos que las operaciones
permitidas para obtener una matriz equivalente en las filas son

(1) F & F
(2) FE+aF —F VacR

(3) ﬁFl’ — F  si ,3 75 0

Al escalonar procuramos usar la propiedad (2) antes que la propiedad (3) ya que esta tltima

tiene la restriccion g # 0 (hay que tener cuidado de no multiplicar una fila por cero). Comen-
zamos

1 1 -1 1 2 1 1 -1 1 2
-3 -2 1 a -5 E+3F — B 0O 1 -2 a+3 1

6 5 -3 5 10 F—6F — F 0O -1 3 -1 -2

a 0 a —Ba+2)|-1 F,—aF, — F, 0 —a 2a —4a—-2|-1-2a

Observamos que la operacion Fy — aF; — Fy es licita ya que sigue la forma de la propiedad (2).
Continuamos escalonando:

1 1 -1 1 2
0o 1 =2 a+3 1 E+F — F
0 -1 3 -1 -2 Fy+aF — F
0 —a 2a —4a-—-2|-1—2a

1 1 -1 1 2

o 1 =2 a+3 1

0 0 1 a+2 -1

0 0 0 a2 —a—2 —1—a

—_——N— ——
—4a—2+a(a+3) —1-2a+a2

La matriz estd escalonada. Como en el ejemplo anterior, analizamos primero el caso en que
a? —a — 2 # 0: para los valores de a que cumplen esto, rg(A) = rg(A|b) = 4.

Concluimos que (A|b) resulta ser un sistema compatible determinado sia # 2, —1 (soluciones
de la ecuacién a> —a — 2 = 0).
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Estudiamos los casos @ = 2 y a = —1 por separado volviendo a la matriz escalonada
a=2
11 -1 1 2 11 -1 1|2
01 -2 a+3 1 101 =251 B _
00 1 a+2 | -1 |T|loo 1 4 1|7 BA=I Al =1
00 0 a2—a—2|-1—a 00 0 0]-3
Para a = 2 el sistema es incompatible.
a=—1
11 -1 1 2 11 -1 12
01 -2 a+3 1 101 -2 2]1 _ _
00 1 a+2 | 1 |Tloo 1 1 1|7 BA=mMAL)=3<4
00 0 a2—a—-2|-1—a 00 0 0[O
Para a = —1 el sistema es compatible indeterminado. Hallamos sus soluciones despejando del
sistema escalonado
X1 + x2 — x3 + x4 = 2
X — 2x3 + 2x4 = 1
x3 + x = -1
De la tercera ecuacién despejamos la variable x3 = —1 — x4 y reemplamos esta expresién en las
ecuaciones superiores
v+ v — (-l1—-x4) + x4 = 2
X2 — 2(—1—X4) + 2x4 = 1
X3 = e X4
Reescribimos el sistema:
X1 + x + 2x4 = 1
Xo + 4x4 = -1
x3 = —1—0xy4
De la segunda ecuacién despejamos la variable x, = —1 — 4xy4, la reemplazamos en la primera
ecuacion
x1 + (—1—4xq) + 2x4 = 1
X2 = —1—4x4 .
x3 = —1—x4
y, finalmente, despejamos x; en funcién de x4:
X1 = 2+2x
Xp = —1—4dxy = X=(2+42x4 —1—4xy, —1—x4,x4).
X3 = e X4
Escribimos las soluciones del sistema correspondiente a 2 = —1 en forma paramétrica

S: X=A2-4-1,1)+(2,-1,-1,0), AR
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Resumimos la clasificacion del sistema para los distintos valores de a € R:

Respuesta:
compatible determinado Va € R — {—1,2}.
a
S esunsistema — incompatible sia = 2.
¢
compatible indeterminado sia = —1.
Para el valor a = —1, para el cual es compatible indeterminado, las soluciones del sistema
son X =A(2,-4,-1,1)+(2,-1,-1,0), A€R.

Ejemplo 3. Hallar todos los a y b € R tales que (—3,1,0) es una de las infinitas soluciones
del sistema

—2x — ay + 2z = 4
S: —-x + y — bz = 4
2y + 5z = 2

Solucién. En primer lugar veamos como tienen que ser a y b para que (—3,1,0) sea soluciéon
de este sistema, es decir, que cumpla todas las ecuaciones

—2.(=3) — a-1 + 2.0 = 4
—(-3) + 1 — b0 =4 <<= a=2.
2.1 + 50 = 2

Entonces, (—3,1,0) es solucién para a = 2 y para cualquier valor de b. Ahora si, con 2 = 2 ana-
lizamos para qué valores de b resulta ser un sistema compatible indeterminado (con infinitas
soluciones). Lo hacemos buscando que el rango de la matriz del sistema sea menor que 3 (es
decir, que se anule alguna fila al escalonar),

—2x — 2y + 2z = 4 -2 =2 2 |4

S:¢ —x + y — bz =4 —=| -1 1 -b|4

2y + 5z = 2 0 2 5|2
-2 -2 2 4 -2 =2 2 4
2h-F—=FK| 0 4 -2v-2|4 |2B-FK—+ R 0 4 -2v-2|4
0o 2 5 2 0 0 12+42b |0

Para que el rango de (A|b) seaigual al de A y menor que 3, la tinica posibilidad es que la tercera
fila sea nula; esto solo ocurre si b = —6.
Por lo tanto,

Respuesta: (—3,1,0) es una de las infinitas soluciones del sistema si ysolosia=2yb = —6.
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Ejemplo 4. Clasificar el sistema para cada c € R:

c -1 1 1 1
0 ¢2—1 ¢c+1 -1 |X=1{0
c 2—-1 1 0 2

Solucién. Pasamos a la matriz ampliada para estudiar su rango

c -1 1 1 |1 c -1 1 1 |1
0 -1 ¢+1 —-1|0 | E—F—FK| 0 -1 c+1 —-1]0
c 2—1 1 0 |2 0 2 0 -—111

Para seguir escalonando, si 2—1#0, podriamos hacer
(> —1)F; — ¢*F, — F

y conseguir un 0 en el lugar 32 de la matriz. Observemos que ésta es una combinacién de la
operacién (3) con B = ¢? — 1 (para aplicarla es necesario que ¢> — 1 # 0) y la operacién (2) con
a = —c2.Si procedemos de este modo, tendriamos que analizar, separadamente, los valores de
c tales que 2—1=0, para los cuales la operacién anterior no es valida.

Mostramos una alternativa que, si bien en el primer paso no logra escalonar la matriz, en el
segundo si. Procuramos que el parametro no aparezca en el lugar principal de la segunda fila

c -1 1 1 |1 c -1 1 1|1
0 -1 ¢c+1 -1|0 |E-FKE—>FKRL|[ 0 -1 c+1 0 |-1 |,
0 2 0 —-111 0 2 0 -1]1

y ahora si operamos usando la propiedad (2) para escalonar

c -1 1 1 1
FE+c2h —FK| 0 -1 c¢+1 0] -1
0 0 A+ —1|1-¢

Podemos asegurar que la matriz esté escalonada si ¢ # 0y ¢® + ¢? # 0. Para estos valores de ¢
tenemos que rg(A) = rg(A|b) = 3y asi el sistema resulta compatible indeterminado.

Los valores que nos resta analizar por separado son ¢ = 0y ¢ = —1 (las soluciones dec = 0y
de c® +c2 =0).
c=—1

-1 -1 1 1|1
0 —1 0 0 |—1 | estdescalonada = rg(A) =rg(Alb) = 3.
O 0 0 —-1|0
Entonces, para ¢ = —1 el sistema es compatible indeterminado.

c=0

n ta alonada 0 -111 1
0 —1 1 0 |—1 | "OPHEEET 0 0 0 —1[-2
270 2 0 0 0 -1/ 1
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0 -1 1 1 1
FE—F —F 0O 0 0 —1]-=-2 .

0 0 0 0| 3
Para ¢ = O resultarg(A) = 2 y rg(A|b) = 3; luego, el sistema es incompatible.

Resumimos la clasificacién completa del sistema:

Respuesta:

compatible indeterminado V¢ € R — {0}.

/!

S es un sistema

h

incompatible si ¢ = 0.
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