En esta primera parte sugiero que estudien las siguientes tedéricas de integrales

propuestas por la catedra de Mate 51 :
.- integral indefinida.pdf
.- método de sustitucién.pdf

.- método de integracién por partes.pdf

Para la segunada parte de 1la Practica 6 :

.- integral definida.pdf

.- cadlculo de &reas.pdf
+—+—F+—+—+—-F+—+—-F—F+—-F+—-F—F+—+—-F—F+—-F—F+—F+—-F—+—-F+—F—F+—-F—F+—F+—-F+—-+—+
Comentarios tedéricos previos :

Llamaremos Primitiva 6 integral indefinida de una funcién f (x) a una funcién F (x)

talque F' (x) = £ (x)

"la derivada de F grande de x da como resultado f chica de x"
Notacién - un nuevo simbolo :

Vamos a usar el simbolo J.f (x) dx parahablar de integrales indefinidas 6

Primitivas es decir :

F (x) = J.f (x) dx siysélosi F' (x) =f (x)

jf (x) dx debe leersecomo: "la integral de f(x) diferencial x"

como también se sueledecir "integral de f(x) d x"
Ejemplo :
Calcular laprimitiva o integral indefinidade £ (x) = x

problema que se escribe asi (reemplazamos f (x) por x) :
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F (x) = jx dx siysélosi F (x)=x

Buscamos una F (x) tal que derivada dé el integrando x

Vemos que hay infinitas primitivas que al ser derivadas dan x
. 1 2 P
Por ejemplo, — x“ esunaprimitivade f (x) = x dado que
2
2
— X =X
[~ %]

1
Es mas si sumamos un nimero real constantea — x? también es unaprimitivade x

2

1 '
esdecir laderivadade [~ x*+C|] =x+0=x , tambiéndax.

Entonces el resultado correctode hallarprimitivade f (x) = xes

1.
F (x) =jx dx = —x“+C
2
Este resultado va a pasar siempre que calculemos integrales indefinidas:

Siempre dan como resultado tener una constante C arbitraria

salvo que nos den un dato adicional para determinar el valorde C (tipo Ej. 2)

Observacién : calcular una integral indefinidade £ (x) es el proceso inverso

de derivar

2

Por ejemplo, al derivar, si teniax“, restabaunl al exponentey el exponente bajaba

como factor : es decir [xz] o 2.x>t=2.x'=2x

Ahora al calcular una integral indefinida de x por ejemplo, debo sumar un1 al

exponente y ajustar el factor que bajara al derivar es decir:

si tengo x — al integrar sumo 1 al exponente y obtengo x!*! que es x? y

como al derivar me va abajar un 2 como factor

1 1
le pongoun — a laprimitiva = — x?
2

Otra notacién que quizéas confunda un poco :
Sea g (x) una funciénderivabley g  (x) suderivada

entonces se cumple que :

jg' (x) dx =g (x) +C por ladefiniciénmismade primitiva é

integral indefinida
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Pasemos a resolver el Ej. 1 de 1la Practica 6

PRACTICA 6

INTEGRALES

;2 FRlarismteeiSh e vlan
a LICHIACHL UL AUl auan ‘}_'.', Lal Lll.lb
L E) =y ii. g'(x)=3
iii o’( ) = genl x) iv o' () = coel )
e gyl A¥r S R
joiy I S - < PR i IO .
V. gix)j=e Vi. g(X)=X
vil. g'(x)=x"+2x vili. g'(x)=3+¢"
b. Hallar una primitiva de f.
; :; ; i
i. f(x)=2sen(x) i. f(x)= 0"+ —
=
i, F(x)=3x>+x iv. 7(x)=—de*

Ejl a) hallar una funcién g (x) tal que :
i) g (x) =x

Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé x

1
Por lo que vimos anteriormente, tal g (x) = —x2+C
2

Escrito en notacién complicada para que se vayan acostumbrando :

: . 1
sig (x) = x buscamos g (x) = J-g (x) dx = J-x dx = —x?+C
2

1
Respuestadel la) i) g (x) = Exz +C

ii) g' (x) =3
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Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé 3

entonces g (x) = 3x+C porque si la derivamos

[3x+C] =[3x] +[C] =3[x] +0=3-1=3

Escrito en notacién complicada para que se vayan acostumbrando :

sig (x) = 3 buscamos g (x) =Jg' (%) dx=J3 dx=3x+C

Respuestadel 1a) ii) g (x) =3x+C

+—+—-+—+—-+—-F+—+—-+-—+
De este ultimo resultado podemos observar 2 cosas :

Asi como al derivar, las constantes son transparentes a la derivacién también

lo son con la integracion :

(quiero decir que al derivar [3x] =3[x] =3.x laconstante3

sale afuera de la derivacién)

En el casode la integraciénes similar;
j3 dx=3j1 dx=3-x+C

ademas algo para recordar es que jl dx =x+C
Propiedadl :

Jk . £ (x) dx=k-Jf(x) dx keR

iii) g' (x) = sen (x)
Buscamos una funcién g (x) tal que derivada dé sen (x)

entonces g (x) = -cos (x) + C porque si la derivamos

[-cos (x) +C] = -[cos (x)] +[C] =-(-sen (x)) +0 = sen (x)

Escrito en notacién complicada para que se vayan acostumbrando :

sig (x) = sen (x) buscamos g (x) = Jg' (x) dx = jsen (x) dx =
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g (x) = -cos (x) +C

porque si la derivamos

[-cos (x) +C] = -[cos (x)] +[C] =-(-sen (x)) +0 = sen (x)

Respuestadel 1a) iii) g (x) =-cos (x) +C

iv) g' (x) = cos (x)
Buscamos una funcién g (x) tal que derivada dé cos (x)

entonces g (x) = sen (x) + C porque si la derivamos

[sen (x) +C] = [sen (x)] + [C] = (cos (X)) +0 = cos (x)

Escrito en notacién complicada para que se vayan acostumbrando :

sig (x) = cos (x) buscamos g (x) = Jg' (x) dx = jcos (x) dx =
g (x) =sen (x) +C

porque si la derivamos

[sen (x) +C] = [sen (x)] +[C] =cos (x) +0 = cos (x)

Respuestadel 1la) iv) g (x) =sen (x) +C

v) g (x) =e*
Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé e

entonces g (x) = e +C porque si la derivamos

Escrito en notacién complicada para que se vayan acostumbrando :

sig (x) = cos (x) buscamos g (x) = Jg' (x) dx = jex dx <

g (x) =e*+C
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porque si la derivamos

[e*+C] = [e*] +[C] =e*+0 =¢e*

Respuestadel 1la)v) g (x) =e*+C

vi) g' (x) =%°

Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé x°

1
entonces g (x) = — x* +C porque si la derivamos
4

Escrito en notacién complicada para que se vayan acostumbrando :

sig' (x) = x* buscamos g (x) = jg' (x) dx = [x® dx =

1 .
g(x) =—x"+C
4

porque si la derivamos

[£x4+C]‘ =i[x‘l]‘+[C]'=£-4-x3+0=x3
4 4 4

1
Respuestadel 1la) vi) g (x) = Z xt+cC

Nota; como regla general cuando tenemos que calcular la integral indefinida

de un funcién de x elevado a una potencia entera o fraccionaria hacemos lo siguiente :
sumamos un 1 al exponente y el resultado del nuevo exponente 1o ponemos

como factor en el denominador

xp+1
Ejemplo : jxp dx = +C es claroquep # -1 para que valga la igualdad
p+l
4+1 x5 1 1
jx“ dx = +C= —+C=—x°+C porquealderivar — x°bajael 5 se simplifica
4+1 5 5 5

con el 5 del denominador y queda x? y 1a C constante da cero al derivar
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Ejemplo2 :
1

j\/x dx=jx:_dx= X

L1
2

1

+C =

Njw | =
%
+
Q
I
|
E]
N
+
Q
I
|
»
w
+
Q

porque al derivar
2 vo2 . a0 , 2 3 3 L
[ZNx +c] = Z[x7] +qcl' == = x7'+0=1-x7=Vx
3 3 3 2
Sigamos conelEj1l a) Vii) :
Antes escribamos esta otra propiedad :

Asi como la derivada de una suma 6 resta de funciones era igual

a la suma de las derivadas de cada funcién, estoes
[£(x) £g (x)] = [£(x)] = [g(x)]

con las integrales pasa lomismo

Propiedad 2 :

J{ f (x) £ g (x) }dx:Jf (x) dx + Jg (x) dx
Esta propiedad nos viene bien para las polinémicas :

1 2 1
j(x3+2x2—x)dx=jx3dx+j2x2dx— xdx=—x'+—x3-—%%:C
4 3 2

Usemos esta propiedad paraelEj 1l a) vii) :

vii) g (x) =x°+2x
Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé x°+2x

16

entonces g (x) = — x% + x? + C porque si la derivamos

1 ' ' 1
[—x6+x2+C] =—[x6] +[x2] +[C] = —-6-x°+2x+0=x>+2x
6
Escrito en notacién de integrales para que se vayan acostumbrando :
sig' (x) =x°+2x buscamos g (x) = jg' (x) dx = j(xs +2 x) dx <

x2

5 1 s 1 s 1 6.2
=g(x)=Jx dx+j2xdx=—x +2dex=—x +2 — dx+C=—x"+x"+C

6 6 2 6

| 7
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porque si la derivamos

[£x6+x2+c]'=£[x6]'+[x2]'+[C]'=£-6-x5+2x+0=x5+2x
6 6 6

1
Respuestadel 1a) vii) g (x) = E x+x%2+C

Nota : eneste ejercicio apareceriandos constantes, C; de integrar primero

jxs dx y otraCz de integrar jZ x dx pero pueden agruparse en una anica que

terminamos llamando Cy seriaC = C; +C2

viii) g (x) =3+e*
Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé 3 +e*

entonces g (x) = 3x+e*+C porque si laderivamos

[3x+e*+C] =3[x] +[e*] +[C] =3-1+e*+0=34+¢e*

Escrito en notacién de integrales para que se vayan acostumbrando :

sig (x) = 3+e* buscamos g (x) = jg' (x) dx = j(3+ex) dx <

= g (x) =J3 dx+Jé" dx=3j1 dx+e*=3-x+e*+C=3x+e*+C

porque si la derivamos

[3x+e*+C] =3[x] +[e*] +[C] =3-1+e*+0=3+¢e*

Respuestadel 1la) viii) g (x) =3x+e*+C

+—-+—-+—-+—-+-+-—+t—-F+—-F+—F+—-F+—-F+—-F+—-+—-F+—-F+—F+ -+ -+ —F+—F+—F—-F—-F -+ -+ -+ -+ -+ -+ -
Ej 1l b) hallar unaprimitivadef (oseahallarF (x) talqueF (x) =f (x))

Vean que nos cambiaron la notacién, pero es lo mismo que antes

i) £ (x) = 2 sen (x)
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Buscamos F (x) = Jf (x) dx

F (x) = j2 sen (x) dx = 2jsen (x)dx =2 (-cos (x)) +C

porque :
F' (x) = [2 (-cos (x)) +C] =2 (-1)[cos (x)] +[C] =

=-2(-sen (x)) +0=2sen (x) = £ (x)

Respuestadel 1b) i) F (x) =-2cos (x)) +C

Buscamos F (x) = jf (x) dx unaprimitivadef

3, 1 3 1 1,
F(x):jx+— dx:jx &+j—dx=—x +1n |{x} +C
x x 4

porque :

' 1 ' 1 1
F (x)=[—x4+ln{x}+c] . - L 4x®+Z4+0=%x3+—
4 4 x %

1
Respuestadel 1b) ii) F (x) = ZX4 +1n |x}| +C

1
Leandebajo la explicacién de porqué la primitivade —esel 1ln |{x}| +C

X
+—+-+—+—-+-—F+—F+—F—F—-F+—-F -+t -+ —F+—-F—F—F+—F—F+ -+ -t —F+—F—F—F+ -+ —+—
Nota importante :

Recordemos la funcién médulode x :

|x|={ x six=20
-x six< 0

Por estadefinicién para calcular | -2} usando la parte de abajo

de la férmulaporquex =-2 es -2<0 da - (-x) = - (—2) =2>0

Y si x = 5 entonces para calcular |5} usamos la parte de arriba de la

definiciénporquex=5es5>0 da x=5>0

Ysix =0 entonces |0} =0

| o
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La funciénmédulode x = |x| es derivableen todoxenR salvoenx =0
porque ahi enx = 0 "pincha"

x six=20

sficodel |x| = {
graficodel |x| x six<0

R e e e e e e e e B B s s s e I |

1
~

|
N
o
N
N

La derivada del méduloes :

1 six>0
-1 six< 0

xi] = {

enx = 0 la derivada del médulo no esta definida

1 six>0

graficode [|x|]’ = { Lo

2k

+t—t—t—t—t—Ft—F—F—F—F -t -t —t—Ft—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—F -+ —
Observemos cuanto da la derivadadel 1n | x| :

six>0 six>0

[lnlx}]'={[1n(x)] six>0 _

1
[ln (-x)]' six<O0 i(_1) six<0

six<0

LI N
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es decir:

1
six # 0 peroentoncesln |x| esunaprimitivade —
X

[1n |x}] =

%=

paratodox # 0 (yno séloparalosx > 0)

Este es un resultado nuevo para Uds !

Lo que deben recordar es :

[1In (x)]' vale para x > 0 porque se debe poder sacar el logaritmo

[1n |x}]’

X P X [P

vale para todo x # 0 porque se puede sacar el logaritmo
Pero entonces :

1
J— dx = 1n | x| + C porque debe poder considerar tanto losx > 0 comox < 0
X

(Observacién : sino tomaramos el 1n |x| nos estariamos perdiendo la rama

1
de los x negativos de — , porque como el logaritmo esté definido para argumentos
x

positivos, al poner el médulo, podemos tomar logaritmo a los x > 0 como a los x < 0)
+—+—F+—+—+—F+—+—F—F+—F+—-F—+—F+—F—F+—-F—F+—F+—F—+—+ -
iii) £ (x) = 3x2++x

Buscamos F (x) = Jf (x) dx unaprimitivadef

F (x) =j(3x2+v;)dx=3jx2dx+jv;dx=3-§x3+jx:_dx=

1 3
—+1

X2 X2 2 3 2
=x3 4+ +C=x>+—+C=x+—x2+C=x3+—1x% +C
1 3
=+1 =
2 2
porque :

, 2 ' 2 3 1 1
F (x)=[x3+—\/x3 +C] =3x%+— . —x2+0=3x%2+x2=3%x2+Vx
3 3 2

2
Respuestadel 1b) iii) F (x) =x>+ 3 \/ x3 +cC

[ 11
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Buscamos F (x) = Jf (x) dx unaprimitivadef

F (x) =j-4exdx=—4jexdx=—4ex+c

porque :

F (x) = [-4e*+C] =-4[e*] +[C] =-4e*+0=-4¢*

Respuestadel 1b) iv) F (x) =-4e*+C

t—t -ttt -+ttt —Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t —F—F—F—F—F—F—F—+—

Ejercicio 2.- Hallar la funcion g tal que

2. g(x)=8x y g(0)=4
b: g()=—o y g)=3
c. g/(x)=—2cos(x) y #()=3

En este ejercicio 2 el cdlculodeg (x) es similar al Ej 1 pero
como nos dan el dato adicional de que g evaluada en un x da un resultado

podremos determinar el valordeC

Hallar "la" funcién g tal que :
Ej2a) g (x)=8x y g(0)=4

Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé 8 x

2
X

entonces g (x) =8 - — +C = 4x% +C porque si la derivamos
2

[4x2+C]'=4[x2]'+[C]'=4-2cx+0=8x
Ycomog(O) = 4 evaluamos enx = 0 para determinarC
g(0)=4-02+C=0+C =4 = C =4

Entonces g (x) = 4x%+4
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Escrito en notaciénde integrales :

sig (x) = 8x buscamos g (x) =Jg' (x) dx=f8x dx o
1. 2

= g (x) =8dex=8-—x +C=4x“+C
2

Ycomog (0) =4

g(x)=4-02+C=0+C=4 = C=4

Por lo tanto g (x) = 4x%+4

Respuestadel 2a) g (x) =4x?+4

Hallar "la" funcién g tal que :

Ej2Db) g (x)=-x> y g(l)=5

Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé - x°

4
X
entonces g (x) = - — +C porque si la derivamos
4
x4 ' 1 ' ,
[__.,_c] = ——[x4] +[C] =-=-4-%x%+0=-%°
4

Ycomog (1) =5 evaluamos enx = 1 para determinar C

14 1 1 21
g(1)=-Suc=-tices = c-s5.1- 2
4 4 4 4

1 21

Entonces g (x) =-—x'+ —

4 4

Escrito en notaciénde integrales :

sig' (x)

= g (x)

1
—jx3 =-=—x%+C
4
Ycomog (1) =5
1 1 1 21

g(l):——14+C=——+C=5 = C=5+—=—
4 4 4 4

-x3 buscamos g (x) = Jg' (x) dx = J—x3 dx <

| 13
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1, 21
Por lotanto g (x) = - —x" + —
4

4

1 21
Respuestadel 2b) g (x) =- Zx + T

Hallar "la" funcién g tal que :

Ej2c) g (x) =-2cos (x) y g(§)=3

Buscamos una funcién g (x) tal que derivadadé - 2 cos (x)

entonces g (x) = -2 sen (x) +C porque si la derivamos

[-2sen (x) +C] =-2[sen (x)] +[C] =-2cos (x) +0 = -2 cos (x)

b b
Ycomog (—) = 3 evaluamos en x = — para determinarC :
2 2

T Tt

g(—) =—2$en(—)+c=—2‘1+c=3 = C=3+2=5
2 2

Entonces g (x) =-2sen (x) +5

Escrito en notaciénde integrales :

sig (x) = -2 cos (x) buscamos g (x) = jg' (x) dx = J—2 cos (x) dx <

= g (x) —2jcos (x) dx = -2 sen (x) +C

T
Y comog (—) =3
2

7
g(—) =—2$en(—)+c=—2‘1+c=3 = C=3+2=5
Por lo tanto g (x) = -2 sen (x) +5

Respuestadel 2b) g (x) =-2sen (x) +5

t—t -ttt -+ttt —Ft—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t —F—F—F—F—F—F—F—+—
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Ejercicio 3.- Calcular las integrales.

a. [xdx b. [xdx

e [@+vr)dx d. [ (6x* +sen(x))dx

e. [(*+2)dx £ 271+ Vx)dx

g [ (e-"+1%)dx h. [ (3cos(x)-2sen(x))dx

Ej 3 Calcular

Ej3 a) szdx= =

1 o1 ' 1
(Verificacién : [— x3 +C] = — [x3] +[C] ==-3-x2+0=x% , Ok
3 3 3

x123+1 1
Ej3 b) Jx123&= —+Cc= —x,C
123 +1 124
o . . 1 12 ' 1247 ' 1 123 123
Verificacién: [— x'*+C] = —[x**] +[C] = — -124 . x*+0=x , Ok
124 124
la
L X2
Ej 3 c)j(2+\/x)dx=j2dx+ij dx=2j1dx+jx2dx=2x+1 +C =—aADD
=+1
2

3

1 3 2
= j(2+'\/x)dx=2x+—x2_+C=2x+—'\/x3 +C
3

N

Por lo tanto

J(2+V;)dx=2x+§\/x7+c

[Verificacién: [2x+3’\/x3 +C]‘ = [2x]'+[3'\/x3]‘+[C]' =2+3- i-x:_+0=
3 3 3 2

Ej3 d) j(6x2+sen (x)) dx=j6x2dx+jsen (x) &=6Jx2dx+jsen (x) dx

n
o

| 15
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1
=6.-—x3+ (-cos (x)) +C=2x3-cos (x) +C
3

Por lo tanto

J(6x2+sen (%)) dx = 2 %3 - cos (x) +C

(Verificacién: [2 x3 - cos (x) +C]' = [2 x3] '~ [cos (x)] +[C] =

=2.3x%%- (-sen (x)) +0 = 6x? +sen (x) , Ok)

1 1
Ej3 e) j(x3+2)dx=jx3dx+j2dx= —x4+2J1&= —x'+2x+C

4 4

Por lo tanto

J(x3+2)dx= %x4+2x+c

(Verificacién: [£x4+2x+C]' = i[x‘l]‘ + [2x] +[C] =
4 4

1 3 ' 3
=—-4.x°+2[x] =x+2, Ok
4

Ej3 £) sz (1+«/?)dx=j(x2+x2«/?)dx:f(x2+x2x§)u=

1]
—
——
X
N
+
X
N
+
\:I/
1]
—
X
N
+
—
%
1
w |k
X
w
+
=
%
lu'
+
a
1]

Por lo tanto

sz (1+‘\/?)dx=£x3+3 x’ +C

n
wr
w
»
N
+
g N
N |
%
(S
n
»
N
+
»
NG
n
»
N
—_—
[
+
»
¥I/
n
»
N
[
+
D
[°]
A
~—
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1 1
Ej3 g) j[ex+—4]dx=jexdx+Jde=jexdx+Jx_4dx=
X X

1 -441 -3
e+ —— x4 C=e*-—x"+C=e*- +C
(-4+1) 3 3x%3
Por lo tanto
1 1
J. e*+ — | dx = e* - +C
x4 3 x3
. o .. 1 ' 1.1 .
(Ver1f1cac1on: [e* - +C] =[e*]'- =[=] +1Ic] =
3x3 x3
1 -3-1 -3-1 -4 1
=e*- — (-3)xPr+0=e*+x T = +x =¥+ —, Ok
3 x4

Ej3 h) j(3cos (x) -2 sen (x)) dx = chos (x) dx—j2sen (x) dx =

=3jcos (x) dx—2jsen (x) dx = 3sen (x) -2 (-cos (x)) +C =

=3 sen (x) +2cos (x) +C

Por lo tanto

J.(Bcos (x) -2sen (x)) dx=3sen (x) +2cos (x) +C

(Verificacién: [3sen (x) +2cos (x) +C] = [3sen (x)] +[2cos (x)] +[C] =
=3[sen (x)] +2[cos (x)] +[C] =3cos (x)+2 (-sen (x)), Ok)
+—-+—-+—-+—-+-+-—+t—-F+—-F+—F+—-F+—-F+—-F+—-+—-F+—-F+—F+ -+ -+ —F+—F+—F—-F—-F -+ -+ -+ -+ -+ -+ -
Comentario tedérico :

Ya hemos visto que si a una igualdad aplicamos en ambos miembros la misma

funcién la igualdad se mantiene

Esta afirmacién sélo vale si la funcién que se aplica en ambos miembros es

creciente

Por ejemplo, si x? = 9 sabemos que las solucionessonx=-3 é x=3

Esto es asi porque si aplicamos en ambos miembros la raiz cuadrada :
Vx? =V9 = |x}=3 = x=-36x=3 ok

pasardex?=9 a '\/ x?> =49 siguemanteniendo la igualdadporque la

raiz cuadrada es una funcidén creciente
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ficode W x : semuestraque es estrictamente creciente

'S

Gr

w
o

2.0

0.5

ool — oy
0

Esmas, las funciones estrictamente crecientes preservan las desigualdades !
Sabemos que 4 < 16 si aplicamos la raiz cuadrada a ambos miembros :

\/T < '\/ﬁ vemos que la desigualdad se mantiene porque 2 < 4

Lo mismo sucede con el simbolo mayor é mayor 6 igual

Por ejemplo si tenemos 3 > 2 qué sucede si aplicamos a ambos miembros de la desigualdad

la funcién elevar al cuadrado?

como 3>2 = 32522 = 9>4 siguemanteniendo ladesigualdad

porque la funcién que aplicamos en ambos miembros de la desigualdad es la raiz cuadrada
que es estrictamente creciente en (0, +x)

Graficode x? : semuestra que es estrictamente creciente en (0 , + oo)
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10 -

3%2=9
|
i l
8- l
|
r si3>2 = 3222 !
L I
I
I
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6L I
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N |
|
L |
| |
224 |
) |
’ |
|
L \ ‘
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L ! I
! I
! I
| |
2+ ! I
! I
! |
L i !
! |
L I \
! |
L | |

(T T R O S R R ‘d T SR
1 2 3 4

Lo mismo sucede con el logaritmo natural 1n (x) y todos los logaritmosdebasea > 1
Como 2< 3 es ciertoque ln (2) <1n (3) (semantiene ladesigualdad)

Graficode ln (x) : semuestra que es estrictamente creciente en (0 , +oo)

20

si2<3 = In(2) <In(3)
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Similar con la funcién exponencial e* y todos las exponencialesbasea > 1 (a*)

como -1<2 es ciertoque e! <e? (semantiene ladesigualdad)

Graficode e* : semuestra que es estrictamente creciente en todo R

si-1<2 = e '<é?

.

-3 -2 -1 1

-2+

No pasa lomismo con la funcién — porque es estrictamente decreciente
x

1
Aplicar la funcién — a una desigualdad es dar vuelta los numeros
X

1 1
Por ejemplo, si — <3 = 2> — (no semantiene la desigualdad)
2

1
El cambio en la desigualdad se debe al decrecimiento de la funcién —
x

1
Graficode — : semuestra que es estrictamente decreciente en todo R
X
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Qué sucede si aplicamos la derivada a ambos miembros de una igualdad?
Veamoslo con un ejemplo :

sea f (x) =e* , f : R—Rso

y £fl(x)=1n(x) , £f!:R,0>R

Por la propiedad £f1,f (x) =x comotambién f,f ! (x) =x

tomemos la 1 era identidad £, £ (x) = x

x=f£f1,f (x) = £ (£(x)) (%)

Qué pasara si derivamos a ambos miembros?

[x] =2 [£5%E (x)] =2 [£! (£ (x)]

Por un lado del lado izquierdo de la igualdad derivamos x queda [x] =1

por otro lado derivamos el lado derecho usando la regla de la cadena [£7! (£ (x)) ] '

[£2 (£ )] = (£Y) () - £ (%) (+%)

Conf=e*y £ =1n (x) tenemos que

1
f (x)

(f_l)' (x) =

X R

= (f'l)' f (x) = i
ex
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el otro factor £' (x) = e*

Simultiplicamos como pide (**) tenemos :
' . . 1

[£2 (£ (x)] = (f7') (£(x) £ () = —-e*=1
e

Es decir que derivando a ambos lados de 1la igualdad (*) da1l

en ambos lados de 1la igualdad

Por lo tanto no cambia la igualdad al derivar en ambos miembros

Esto no es una prueba y no era la intencién demostrar que la igualdad no cambia

al derivar ambos miembros de una igualdad

Sin embargo, podemos estar tramquilos de que al derivar ambos miembros de una igualdad

la igualdad no cambia

Derivada de la funcién inversa f1 (x) :

Resultado interesante que surge de la 2 da identidad

partimos de la 2 da identidad de £ compuesta con su inversa £ :

£ £ (x) = £ (£ (x)) =x

Si derivamos ambos miembros tenemos :

[f (f‘1 (x) ) ] = [x] = aplicando lareglade lacadenaal derivar el lado izquierdo
= £ (£1(x)) £ (%) =1 (s%%)

el lado izquierdo es laderivadade f evaluadaen £! (x) multiplicada

por laderivadade £! que escribimos como £ (x)

Despejando £1' (x) de (##*%) queda :

1 ot
£l (x) = (&&)

Ejemplo :
Sea f (x) = x? definida como f : Ryo—Rso

nos quedamos con la rama derecha de la parabola para que tenga inversa
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entonces

f! (x) =Vx definidacomo f:R;;—R;oes la funcidén inversade £

Queremos aplicar la férmula de la derivada de 1la funcién inversa ( &&) :

£ (%) = ——————
* £ (£ (%))

sifesx? — £ =2x —f (£ (x))=£ («/?) =2.4x

reemplacemos en la férmula :

I’ 1 1 1
£ (x) = =

£ ) £ (Vi) 2w

Efectivamente, por un camino independiente podemos obtener la derivadade £7! :

yaque £! (x) = Vx
1 1
2x:_ 2Vx

La férmula que da la derivada de la funcién inversa ( && ) esmuy Gtil cuando f es algo

1,

[ 0] = [Va] = [x] - 2xi -

complicada

Qué sucede si aplicamos la integral a ambos miembros de una igualdad?
Podemos quedarnos tranquilos que la igualdad no cambia

Es decir si:
£(x) =g (x) = Jf (x)dx=jg(x)dx

Estudien el Método de sustitucién, teoria sugerida por la catedra de Mate 51
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Método de sustitucion

Método de integracion por sustitucion
Recordemos cdmo se calcula la derivada de |la compesicidn {Regla de |la cadena):
Si I'y £ son funcicnes derivables, entonces
(Fog(x)) = (F(g(x))) = F'{(g(x)).8'(x).

Nos queda entonces que |a derivada de |” compuesla con § en un valor x es [/ evaluada en y(x) multiplicada por la
derivada de £ eny.

Integremos a un lado y al otro:

/II-' og(x))dx = /I-"{gi.r}'ln.g'{x Jdx.
Obtenemos:

Fog(x)+C= /F'l g(x)).g"(x)dx.

Luego, si gueremos integrar i (glx) }_'.\H' { x ), nos basta con calcular [ porque ya conocemos £,

E| método de sustitucién nos ayuda a integrar una funcion que proviene de haber derivado una composicion de
funciones, simplificande |a notacion a través de |a sustitucion de ¢ (v) por una nueva variable 1. y ¢'(x)dx por dy
i ('IrJ'.‘ i
[} ( ax) ) QX jix =,E-{ 2(x) )_._(_“

Mos sugiere gue nos "olvidemos” de § y de .\’"_.‘ nos concentremos en hallar [,

Para comprender en qué consiste este métedo, veamos unos ejemplos:

Ejemplo 1. Caloular [ 2vy/x? + 1dx,

La funcion fif v ] =2xv 12 4 ] no esta en tabla, v no es ni una suma ni una resta de funciones, Podriamos sacar el 2 que

esta multiplicando, pero esto no nos facilitaria |a tarea,

Lo que podemos apreciar es que hay una composicion: |a funcion oy ) = v . | esta "adentro” de |a funcién raiz
cuadrada. Y, mas aun, también vemos que esta |a derivada de § multiplicando: y'( 1| 2. Si la funcién que esta dentro
de |a integral viniera de |a derivada de una compesicidn, tenemos identificadas muchas partes:

(Fog(x))' = Fl(g(x)).g'(x).

Mos faltaria identificar |’ y deducir quién es |, Este método nos ayuda a simplificar la notacidn para poder finalizar el
céleulo de |a integral.

Vamos a sustituir ¢( v} por una nueva wariable que llamaremos g1, Y sustituiremos ‘q'l x)dx por di.
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1 1 |

J2xev/x 4+ 1 d = [ Vudu = J uZdu = —1“: ec

4 }
H=x2+1 integral
du = (x? +1)"dx por tabla
= 2xdx
1 3 2 3 2 3
= gh‘z +C = 3“3 +C = 5{.1‘2—-135--1:

Cuando terminamos de integrar, volvemos a |a variable original (que en este caso es X).

Verifiguemos gue realmente llegamos a la solucién buscada, Para esto, tenemos que derivar v ver si nos da |a funcidn de
adentro de la integral:

(x? u—] {n-e—[}} +[C)' = 2[112*1}”] +0=
2 +1)22x=vV2+1.2x =2xvV2 +1

. o

{1"-'-1J- (a2 + 1) _EE{ 2

Il
Lal g
RO WM

coma gueriamaos,

Ejemple 2, Calcular f — 2 ,h-.

:r3 - 3x- 4+
La funcion a integrar no estd en tabla, no hay sumas ni restas, ni constantes que podamos "sacar afuera”, A diferencia del
ejemple anterior, la composicion aqui no es tan evidente. Pero el hecho de que haya una funcidn polindmica de grade 3y
olra de grado 7 pedria hacermos sospechar gue |la segunda puede estar relacionada con |a derivada de |la primera,
Propongamos j = y* — 3x% + 7. Entonces du = (x? = 3x% + 7)/dx = (3x% = 6x)dx = 3(x2 = 2x)dx. Y esta dltima
expresion es el numerador, salvo por un 3 que esta multiplicando, Para poder ulilizar el métode de sustitucion, vamos a
agregar este J de |a siguiente manera:

/ ¥ - /’1 2 =-2x ;b.— 3 »¥-2x & 1 3(x*—2x) Iy
a0+ P 3327 30 -a2+7

1 ; =,
Ahora "sacamos afuera™ el 3 y aplicamos sustitucidn como antes:

-

32 - 2x) _ 171 - 1 T O e
3/1‘_ T2 L7 dx = 3,[11 dui = 3lnu.'} C= 3ln{.1 3x*+ 7))+ C
1} |
u=x3—3247 integral
du = {x* =322 + 7)dx por tabla
= 3(x? — 2x)dx

Pasemos a resolver el Ejercicio 4 de la Practica 6

t—t -ttt -ttt -ttt —F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F—F -t -t —F—F—F—F—F—F—F— 4 —

| 25
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Ejercicio 4.- Calcular aplicando el método de sustitucion.

a. [ v b. [4sen(4x)dx
ol

c. Jcos(s‘lx)dx d. '{xigdx

e. Jx X" +3dx f. _{%

ot g o [
X sen’ (x)
g In’(x)
i. [e®dx j. | ——=dx
] L e
k. J. x” cos(x” )dx L J Ma’x
5
-3 g 2
= Jhl( 2x+3) % - J' 44,\ +6:\ 2
—Ax+6 3x G —9
0. J.\\j x+2dx p- Jx(3x+ 1)’ dx

o]

ST

q. [xe" Sdx [ 5™ g
9 J

Ej 4 Aplicandométodo de sustitucién calcular las siguientes integrales

Ej4 a)

x
j dx
x2+1

el método de sustitucidén nos sugiere encontrar en el integrando

una funciénu (x) y suderivada u' (x) amenos de alguna constante que pueda

arreglarse
Si ello sucede bastaréa con sustituir la funciénde xporuy llamar a sudiferencial

du=u' dx

La idea es tranformar la j dx enotra integral jg (u) du

x2+1
en una nueva variable u que sea sencilla de resolver
fijense que sielegimosu=x*+1 = du=u dx=2x dx
pero en el integrando no aparece 2 x sino x

Entonces hacemos aparecer el 2 que faltamultiplicando y dividiendo por 2 y arreglando

el integrando convenientemente

b4 1 2x 1 2xdx
j dx: _— dx:—j =
x2+1 2 x2+1 2 x2+1
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llamando entoncesu =x?+1 y du=2xdx sustituyendoen lanueva variableu :

1 du

2 u

1
Pero esta integral tiene primitiva inmediataquees — 1ln |u} +C
2

1
= —1n {u} +C
2

volviendo a lavariablex y comou = %2 +1 me quedara :

=£ln|x2+1|+c
2

por lo tanto :

X 1
J—dx:—lnix2+l|+c
x2+1 2

Verificacién:

1
Si derivamos — 1ln |x2 +1 | +C como resultado tenemos que obtener
2

X

el integrando
x2+1

Veamos :

[Zaa 1] sc] = [Zaxe1]] s (e = 2[1n]x41]] -

1
2
Ej 4 b)
j4 sen (4 x) dx

en este caso llamamos
u=4x = ycomodu=-u dx = du=-u dx=4dx

sustituyendo quedara :

j4sen (4 x) &:jsen (4 x) 4dx=Jsen (u) du=-cos (u) +C=-cos (4x) +C

por lo tanto :
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J4 sen (4x)dx=-cos (4x) +C

Verificacién:

Siderivamos -cos (4x) +C como resultado tenemos que obtener

el integrando 4 sen (4 x)

Veamos :
[-cos (4%) +C] = [-cos (4%x)] +[C] =-[cos (4x)] +0 =
=-(-sen (4x)) -4=4sen (4x) , ok

Ej 4 c)

jcos (4 x) dx

. 1
sillamamosu=4x ycomo du=u dx = du=4dx = —du=dx
4

sustituyendo quedara :

1 1 1 1
jcos (4 x) u:fcos (u) —du-= —jcos (u) du= —sen (u) +C= —sen (4x) +C
4 4 4 4

por lo tanto :

1
Jcos (4 x) dx = Zsen (4x) +C

Verificacién :

1
Siderivamos — sen (4x) +C como resultado tenemos que obtener
4

el integrando cos (4 x)

Veamos :

1 Co1 , o1
[= sen (4x) +C] =Z[sen(4x)] + [C] =Zcos(4x).4+o=
4
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Ej 4 d)

1
j dx
x+3

llamemosu=x+3 y como du=u dx = du=1dx=dx

sustituyendo quedara :

1 1
j dx=j—du=1n|u|+c=ln|x+3}+c
x+3 u

por lo tanto :

1
J dx=1n|x+ 3} +C
X+ 3

Verificacién:

Si derivamos 1ln {x+ 3} +C como resultado tenemos que obtener

el integrando
x+3

Veamos :

[ln|x+3}+C] =[1n|x+3}] +[C] =

Ej4 e)
jx ‘\’x2+3 dx

. 1
llamemosu=x>+3 ycomo du=u' dx = du=2xdx = —du=xdx

2
sustituyendo quedara :
1 1
jx \/x2+3 &:J\/x2+3 xdx:jVu —du=—jVu du =
2 2
L 1 1 1a 1 1 = 1 2
=—ju2du=— u:z +C = — ?uz+C=—.—uz+C=
1 3
2 2 (;,,1) 2,2 2.3
1 1
= — u3 +C = — (x2+3)3 +C
3 3

por lo tanto :
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Verificacién :

1
Si derivamos — '\/ (x2 + 3) 3 +C como resultado tenemos que obtener
3

el integrando x \ x?+3

Veamos :
2 14/ 2 37’ ' 2 i
[— (x +3) +C] =[— (x +3) ] + [C] = —[(x +3)2] +0 =
3
1 3 1 L
= — —(x2+3)21 2x = —(x2+3)2 2x=x\x%+3 , ok
3 2 2
Ej4 £)
J" dx
(3x+1)2
llamemosu=3x+1 ycomo du=zu dx = du=3dx = —du=dx
3
sustituyendo quedara :
dx 1 du 1 1 1
j —=j— =, —ju'zdu= s ——u?l.c-
(3x+1)? 3 w2 3 3 (-2+1)
1 1 1 1 1 1
=—.———u +C=-—. —4+C=- +C
3 (-1) 3. u 3(3x+1)
por lo tanto :
dx 1
= - +C
(3x+1)2 3(3x+1)
Verificacién:
1
Si derivamos - —  + C como resultado tenemos que obtener

3(3x+1)
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el integrando L
(3x+1)2
Veamos :
1 1
- cl] =-= cl'=-=[(3x+1)'] +0=
[ 3(3x+1)+] 3[(3 +1)]+[:I [(3xe2)]
=-£ (—1) (3x+1)'2-3= —i (—1) 3 (3x+1)'2= = , ok
3 3 (3x+1)
Ej4 q)

1
como — es laderivadadel 1ln (x) conviene llamar
X

, 1
u=1ln(x) ycomo du=u dx = du= —dx
x

sustituyendo quedara :

1n (x) 1 1,
j—dx:fln(x) —dx = udu=—u“+C-=
x X 2

1 1
== (1n (x))2+C= —1n? (x) +C
2 2

por lo tanto :

J wdx: i1n2 (x) +C
X 2

Verificacién:

1
Si derivamos — 1n? (x) +C como resultado tenemos que obtener
2

. 1n (x)
el integrando —
X

Veamos :

[ilnz (x) +C] =£[ln2 (x)]‘+[C]'=£-2-ln (x). 5 40=
2 2 2
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- 1n (x) ok
% r
Ej 4 h)
J‘ cos (x) dx
sen’® (x)

como cos (x) es laderivadadel sen (x) conviene llamar

u=sen (x) y como du=u dx = du-=cos (x)dx

sustituyendo quedara :

cos (x) 1 1
j —dx:j — — cos (x) dx=J— du =
sen’® (x) sen’® (x) u®
1 1
=J‘u'5 du= ——u>tic= ut+C=
(-5+1) (=4)

1 1 1
=-Z.—4+C=-———cC
4 ut 4 sen? (x)

por lo tanto :

cos (x) 1
J—dx - _.c

sen® (x) 4 sen? (x)

Verificacién :
1
Siderivamos - — +C como resultado tenemos que obtener
4 sen* (x)
i cos (x)
el integrando ——
sen® (x)
Veamos :
1 ' 1 1 ' . 1 '
-————+C] =-=[———] +I[C] ' =-—"-[sen* (x)] +0=
4 sen? (x) 4 " sen? (x) 4
1 5 5 cos (x)
=-—.(-4) sen™ (x) - cos (x) =sen™” (x) -cos (x) = —— , ok
4 sen’® (x)
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j e ®*dx

conviene llamar

' 1
u=-6x ycomo du=u dx = du=-6dx = -—du=dx
6
sustituyendo quedara :
6 1 1
je‘ "dx:f e" (——) du = [——] Je“ du =
6 6
1 6
=-—e'+C=-—e"*+C
6 6
por lo tanto :
1
J e ®*dx=-—e®* +C
6
Verificacién:
. . 1 6
Si derivamos - — e °* +C como resultado tenemos que obtener
6
el integrando e %%
Veamos :
-6 ' 1, 6x7’ ' 1 -6
[——e x +C] =——[e x] +[C] =-—.e°% (—6) +0 =
6 6
=e®* | ok
Ej4 j)
1n3 (x
j (x) dx
x

1
como — es laderivadadel 1ln (x) conviene llamar

X

. 1
u=1ln(x) ycomo du=u dx = du=—dx =

X

| 33
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sustituyendo quedara :

1n3 (x 1 1
J‘#dx=J‘ln3(x)—dx=J‘u3du=
X X 3+1

1 . 1 4 1 4
=—u"+C=—(ln(x))"+C=—1n" (x) +C
4 4 4

u3+1 +C =

por lo tanto :

1n3 (x) 1,
J—dx:—ln (x) +C
X 4

Verificacién:

1
Si derivamos — 1ln? (x) + C como resultado tenemos que obtener
4

. 1n? (x)
el integrando ———
x
Veamos :
4 ' 4 ' o1 3
[=1n* (x) +C] = —[1n* (x)] +[C]'=—-4-1n®(x) - —+0=
4 X
1 1n3 (x
=1n3 (x) - — = (x) , ok
X X
Ej 4 k)
j x? cos (x3) dx
conviene llamar
u=x> ycomo du=zu'dx = du=3x>dx = —du==x*dx

sustituyendo quedara :

1

sz cos (x3) dx:jcos (x3) xzdx=j cos (u) —du-= ij cos (u) du =
3

3
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1 1 s
= —sen (u) +C = — sen (x)+C
3 3

por lo tanto :

J x? cos (x3) dx = isen (x3) +C

Verificacién :

1
Si derivamos — sen (x3) + C como resultado tenemos que obtener

el integrando x”cos (x°)

Veamos
[ sen () vc] - %[sen (x*)] +[Cl" = = cos (x*) - 3x2+0 =
- cos (x%) - ¥ = w2 cos (), ok
Ej4 1)
j cos (In (%))
x

1
como — es laderivadadel 1ln (x) conviene llamar
X

u=1ln(x) ycomo du=u dx = du= —dx
x

sustituyendo quedara :

cos (1n (x)) 1
j—dx:jcos (In (x)) — dx=Jcos (u) du =

X X

=sen (u) +C = sen (1n (x)) +C

por lo tanto :

J cos (1n (x))

X

dx =sen (1n (x)) +C
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Verificacién:

Si derivamos sen (1n (x)) + C como resultado tenemos que obtener

i cos (1n (x))
el integrando ————
x

Veamos :

[sen (1n (x)) +C] = [sen (1n (x))] + [C] =cos (1n (x)) - i+0=
X

cos (1n (x)) X
= — , O

Ej 4 m)

J~ 1n (—2x+3) ax

-4x+6

primero observemos que el denominador es el doble del argumento del logaritmo

-4x+6=2(-2x+3)

En este ejerciciohay una doble sustitucién

. 1
llamemosu=-2x+3 ycomo du=u dx = du=-2dx = - —du=dx
2

sustituyendo quedara :

1n (—2x+3) 1n (—2x+3) 1n (u) 1
JECE e P e T (e
-4x+6 2 (—2x+3) 2 (u) 2
i,

4 u

Ahora hacemos una nueva sustitucién, comoenel Ej 4 g) :

1
como — es laderivadadel 1n (u) conviene llamar
u

, 1
w=1ln(u) ycomo dw=w du = dw= —du
u

con esta nueva sustitucién quedara :
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1 1n (u) 1 1 1
——j—du:——fln (u) —du=——jw dw =
4 u 4 u 4

reemplazandow = 1n (u)

1 2
= -—1n" (u) +C
8

reemplazandou = -2x+3

=—£ln2 (-2x+3) +C
8

por lo tanto :

1n (-2x + 3) 1 2
J dx=-—1n“ (-2x+3) +C
-4x+6 8

Verificacién:

1
Si derivamos - — 1n? (— 2x+ 3) + C como resultado tenemos que obtener
8

1n (—2x+3)
el integrando ——
-4x+6
Veamos :
1 ' 1 . '
[-—1n® (-2x+3)+C] = -—[1n® (-2x+3)] +[C] =
8 8
1
=-=-2-1n (-2x+3) -2)+0=
8 -2x+3
=—ln(—2x+3) 1 —iln(—2x+3) 1 =
8 -2x+3 2 -2x+3
1in (- -
) n( 2x+3) ) ln( 2x+3) ok
2(—2x+3) (—4x+6)
Ej 4 n)

4x3+6x2
j—dx
3x*+6x3-9
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Como en el integrando deben estar u y u' conviene llamar :

u=3x"+6x3-9 y como du=u'dx =
3 2 3 2 1 3 2
= du=(12x +18x)dx=3(4x +6x)dx = —du=(4x +6x)dx
3

sustituyendo quedara :

4x3+6x? (4x3+6x2)dx 1 1
o e e 2
3x*+6x3-9 3x*+6x3-9 u 3

1 1 1 1 4 3
=—j—du=—ln|u|+c=—ln|3x +6x —9|+C
3 u 3 3

por lo tanto :

4x3+6x2 1 4 3
J dx=—1n|3x +6x°-9| +C
3x*+6x3-9 3

Verificacién:

1
Siderivamos — 1n |3 x?+6x3- 9| +C como resultado tenemos que obtener
3

4x3+6x2

el integrando —————
3x*+6x3-9

Veamos :

1 4 3 o1 4 3 ' '
[;ln|3x +6x—9|+C] =;[ln|3x +6x—9|] + [C] =
=£‘;‘(12x3+18x2)+0=£.3(4x3—+6x2)=

3 3x%+6x3-9 3 3x‘+6x3-9

4x3+6x2

3x*+6x3-9

Ej 4 o)
jx Vx+2 dx

truco : sumamos y restamos 2 y distribuimos :
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j(x+2—2) mdx=j(x+2) Vx+2 dx - 2[@ dx (%)

calculemos la l era integral :

j(x+2) x+2 dx

llamamos u=x+2 y como du=u dx = du-=dx

sustituyendo quedara :

calculemos la 2 da integral:
-2 j Vx+2 dx

llamamos u=x+2 y como du=u dx = du-=dx

sustituyendo quedara :

1
—ZJW/u du=—2ju2_ du=-2. w:'l4Cr=-2. —uz+Cp =
l+1 3
2 2
2 4 >
=-2.—uz+Cy=-—uz +Cs
3 3

reemplazandou = x+ 2

4 3
= - — 2)z
3(x+ )2

+C2

Entonces :

j(x+2—2) mdx=J(x+2) mdx—ij dx =

1
oN

(x+2)z_+C1—i (x+2)z_+C2= 3'\/(x+2)5 —i'\/(x+2)3 +C
3 5 3
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por lo tanto :

Jx Vx+2 dx:%'\/ (x+2)5 —%'\/ (x+2)3 +cC

Verificacién :

2 4
Si derivamos — '\/ (x + 2) R—— '\/ (x + 2) 3 +C como resultado tenemos que obtener
5 3

el integrando x Vx+2

eV (xe2)" - SV (e 2) ] = 2V (e 2)* ] - SV (xe2) ] e

-2 2 xe2)t T 2 (xe2) 0= (xe2)t -2 (xe2) -

I
—_
»®
+

N
~
—_

»

+

N

1

N
~

n
—_

»®

+

N
~

X= X Vx+2 , ok

Ej4 p)

jx (3x+1)° ax

Conviene desarrollarel integrando :

(3x+1)°=(3x+1)? (3x+1)? (3x+1) = (9x*+6x+1) (9x*+6x+1) (3x+1) =
= (81x*+54x>+9x*+54%x°+36x°+6x+9x*+6x+1) (3x+1) =

= (81x"+108x>+54x%+12x+1) (3x+1) =

=243x>+324x*+162x3+36x>+3x+81x*+108x%+54x%?+12x+1 =

=243x%+405%x*+270x>+90x%+15x+1

Faltamultiplicarpor x :

x (3x+1)°=243x°+405%"+270%*+90 %> +15x% +x

Entonces :

jx (3x+1)5 dx:j(243x6+405x5+270x4+90x3+15x2+x) dx =

=j243x6 dx+j405x5 dx+f270x4 dx+j90x3 dx+j15x2 dx+jx dx =
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243J‘x6 dx+405J‘x5 dx+270J‘x‘1 dx + 90J‘x3 dx+15J‘x2 dx+Jx dx =

1., 1 6 1. 1., 1.5, 1,
243 - — x"+405 . —x°+270- — x> +90 .- — x® +15. —x° + —x° +C = sxsxa
7 6 5 4 3 2

243 135 45 1
= — x+ x6+54x°+ —x*+5x3+ —%% +C
7 2 2 2

por lo tanto :

5 243 . 135 s 45 , 1,
X (3x+1)° dx= x'+ X°+54x°+ —x"+5x>+ —x° +C
7 2 2 2
Verificacién :
. . 243 , 135 | s 45 , s 1,
Siderivamos — x' + x°+54x°+ —x"+5%x°+ —x° +C como resultado tenemos que obtener

7 2 2 2

el integrando x (3 X+ 1)5 =243x°5+405x°>+270x* +90x3+15x% +x

Veamos :
243 135 45 1 '
[ x + x6+54x°+ —x*+5x%+ — %2 +C] =
7 2 2 2
243 s 135 5 . 45 5 , 1 ,
= — . 7x°+ -6x°+54 .5x"+ — -4x°+5-3x°+—.-2x+[C] =
7 2 2 2

243x%+405x%x°+270x* +90x3+15%x% +x+0 =

243x%+405x°+270x*+90x3+15%x*+x , ok

Otra manera de resolver el Ej 4 p)
basadosenel Ej 4 o) en el integrando vamos a hacer que aparezca, en vez de

x (3x+1)° algodel tipo (3x+1) (3x+1)°parallamar u=3x+1

Veamos trucomagico :

1
Para que aparezca un 3multiplicando a x hacemos aparecer — - 3 = 1 asi no cambio
3

el integrando

jx (3x+1)5 dx=j§-3x (3x+1)5 dx

me falta que aparezca3x+1, entoncessumoO = +1 -1 asi sigo sin cambiar
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el integrando

1
== j (3x+1-1) (3x+ 1)5 dx y aplicando propiedaddistributiva :
3

(3x+1-1) (3x+1)°=(3x+1) (3x+1)°-1 (3x+1)° queda
1

- [(exen) (3xe1) ax- - [ (1) (3x02)° ax-

3 3

El problema se transformé en calcular estas dos integrales :

[x (ax+1)° =£j(3x+1) (3x+1)° dx-ij(l) (3x+1)° ax

3 3

Calculemos la 1l erade las integrales :

1

—J(3x+1) (3x+1)5 dx =

3

' 1
llamamos u=3x+1 y como du=u dx = du=3dx = —du=dx
3

sustituyendo quedara :

1 1 1 1 1 1 1
=—ju -u —du=—‘[u6 du=—-—u"+Ci=—u’+C; = —(3x+1)7+C1
9 7 63 63

Calculemos la 2 da de las integrales:

1

——j(l) (3x+1)° dx =

3

' 1
llamamos u=3x+1 y como du=u dx = du=3dx = —du=dx

sustituyendo quedara :

1 1 1 1 1
——jus —du=-—-—ub+Cr=-—ub+Cr=-— (3x+1)5+Cz
3 9 6 54 54

sumando los resultados de ambas integrales :

jx (3x+1)° dx = %j(3x+1) (3x+1)° dx—ij(l) (3x+1)° dx =

3

= iu7+C1—iu6+C2= i (3x+1)7—i (3x+1)6+C=
63 54 63 54
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1
sacando factor comin — (3x+1) ¢ queda :
9

%(3“1)6 %(3“1)-% e % (3x+1)6i (6 (3x+1)-7) +c=

1 1 1
Z (3x+1)® — (18x-1)+c= — (3x+1)° (18x-1) +C

por lo tanto :

1
Jx (3x+1)5 dx=—(3x+1)® (18x-1) +C
378

Verificacién:

1
Siderivamos —— (3x+1) 6 (18 x-1) +C como resultado tenemos que obtener
378

el integrando x (3x+1)5 =243x°5+405x°>+270x* +90x3+15x% +x

Veamos :
[—— (3x+1)% (18x-1)+c] = —[(3x+1)% (18x-1) ] +[c] =
378 378
1 6 . :
= —[(3x+1)°] - (18x-1 3x+1)%. [(18x-1 0=
378[( x+1)°] - (18x )+378(x+) [(18x-1)] +
=—3:8-6-(3x+1)5-3-(18x—1)+378 (3x+1)° .18 =
1 18
= — .18 . (3x+1)°. (18x-1 3x+1)¢=
p— (3x+1)°. (18x )+378(x+)
1 1
= — . (3x+1)%. (18x-1) + — (3x+1)°®
o (3xe1)® - (18x-1) 4 o (3x01)
sacando factor comuin i . (3 X + 1) 5
21
=i-(3x+1)5-(18x-1+3x+1)=
21
=i (3x+1) (21x)=(3x+1)5 x , ok
21
Ej4 q)
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. 1
llamamos u=x?>+5 ycomo du=zu'dx = du=2xdx = —du=xdx

sustituyendo :
245 %x2+5 u 1 1 u 1 u
jx e* u:fe xdx:fe —du=—je du=—e"+C
2 2 2

volviendo a lavariablex:
— ey

T2

por lo tanto :

1
Jx e*’*5 dx = ; eX*3 L ¢

Verificacién:

X

1 .
Si derivamos — e**5 4+ C como resultado tenemos que obtener

2

. 2
el integrando x e**5

Veamos :

1 v 1 ' 1
[—ex2+5+C] =—[e"2+5] +[C] =—e¥®.2x+0=e"%.x=x > |, ok
2 2 2

Ej4 r)
je“s (®) sen (x) dx
llamamos u =cos (x) ycomo du=u dx = du-=-sen (x) dx

= -du = sen (x) dx

sustituyendo :

jecos (®) gen (x) dx = jeu (-du) = _Je“du = _e'+C

volviendo a lavariablex:

= -e= (0 4
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por lo tanto :

Je“s *) sen (x) dx = -e®°% (®) 4 C

Verificacién :

Si derivamos - e®* (*®) 4 C como resultado tenemos que obtener

el integrando % () sen (x)

Veamos :

[_ecos (x) +C]' - _[ecos (x) ]'+ [C]' =-e%5 ™ (_sen (x)) +0 = e (*) gen (x) , ok
t—t—dt—F—t—F—t—F—F—t—F—t—F—F—F—F =t —F—Ft—F—F =t —F—F—F—F =t —F—F—F—F+—F -+
Para resolver el Ej 5 hace falta estudiar el Método de inttegracién por partes

sugerido por la cdtedra de Mate 51

Meétodo de integracion por partes

Recordemos como se calcula la derivada del producto de dos funciones:
8i [y g son funciones derivables,

(fx)g(x)) = fl{x)glx)+ fx)g'(x).
|ntegremos ambos miembros:
J(f(x).g(x))dx = [[f'(x).g(x) + f(x).g"(x)]dx.

El miembro izquierdo nes da (por definicién de integral indefinida), f{x).g(x) + C;y en el miembro derecho podemos
escribir |a integral de [a suma comao |a suma de |as integrales:

flzx)glx)+C = f Fx)g(x)dx + Iff{x].g'{x}dx.

Si pasamos restando uno de |os términos, obienemos |a siguiente expresion:

fxlglx) = [ flx)glx)dx + C= [ flx).g'(x)dx.

De estas cuentas que acabamos de hacer surge el método de integracion por partes que nos indica que

/ flx)g (x)dx = f(x).g(x) —./ Fiix)glx)dx

Veamos en un ejemplo cdmo nos es alil este método:
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Ejemplo 1, Calcular [ xcos(x}dx,

Csta integral no estd en tabla, no tiene ninguna suma (o resta), no tiens ningdn ndmero que pueda "sacarse afuera”, ni tiens
ningure compasicien evidente. Intertamoes entonces caleularla wilizando ol méloda de integracian por partes, Entro Jos
laclores, X y co5{x }, elegiros uno que llamaremos [ x) y otro cue jugari o rol de 3'{1}. Tormemos f(x) = xy

g'(¥) = cos(a). Para aplicar el método, teremos gue obtener (1), que en estecasoes ' x) = Ly g(r} que es una
primitiva de S’{x} y on eete case vamoe en la kb a que pueds ser g (v} = sen( ). Entonces noe queda;

| xcoslx)dx = vsen(x) — [ Lsen{x}dx = xsen{x) — [ sen(x}dx
|
Hr)=x— flly)=1
_\""'1-1'3 = fos{x, -+ g(x) =senlx)
= xsen{r) = {(=cos(x)) +C = xsen(x) + cos(x)+ C
4
Integral por abla

Algunas observaciones:

= Este método nes reduce 2l cdloulo de una ntegral al de otra mas sencilla, En este gjempla, pasamos de integrar
xcos(x}ainlegrarsen(x}, que estd on tabla.

» La constante de integracion (~ la sumamos una vez que ro tenemas jue calcular mas integrales, Hay ofras formas
correctzs de fratar la surma de estas corstantes, pero sumara en esta instancla es unz de |as formas mas
convenienies

* Lafuncion g puede ser izxiof{cualguier} primitiva de la funcon que llamamos Jq" En genera, conviene elegir aquelia
cuya constane de integracian s cers,

= Mo hay una ferma cldsica de elegir gué funcidn jugard el papel de f}' cudl el de ﬂg’. M pesar de gque exisien algunas
reglas practicas gue indican qué eleccién conviene hacer la mejor manera de aprender a elegir o5 a ravés de la
praciica, calculando muchas integrales, En este sjsmpla, si hukiéramos slegido | r) = cos{xjyg'(x) = x
habriames llegade a una integral gue tampoceo sabemos rasolver con los métedos anteriores:

wiw,recorticss matke,coc, kba anmociwikiipettywiew, phppageic=64

Wi
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3 ; 3
/xccﬁ{x}dx = JLT;—sen{x'rj —J(—sen{x}}%d:
- -l < -

Hx =cos(x) =+ F'{1) = —sen(x)
o

. x
Fx)=x—gx)= 5

v

= —J;—._:sl:m_.ll + % I!I' -i’wll{-‘}“‘-‘

Ejemple 2. Calcular [ x%sen(x)dx,

Esta intagrza| tampoceo esta en tabla, no tiene ninguna sums (o resta), no tene ningldn ndmero gue pueda "sacarse afuera’, ni

tiene ninguna composicion evidente. Intentamos, nuevamente, resolverla utilizando metncn da integracion por partes, Entrz

los factores, y2 ysem\x} slegmes uno que lamaremos f(x )y otro que jugara e ro| de g x} Toremos (x| = 1ty
(J) = sen( 1} (cque pasata si |o lomabamos al reves?),

I risen({x)dx = 2 —cos(x}) - J 2x(—cos(x))dx = —xloos{x) +2 | xcosix)d:
|
fx)=x* = f(x) =
gx)=sen(x) = g(x) = — cos(x)

Esta ultrma integra gqus nos aparece no esta en labla, pero|a calculamos en 2| e emalo anterior {lambien Lllizando €| métoda
de integracién por sarles), Az, utlizande el método de nitegracién por parte dos veces, resclvemeos nuestra integral original:

| x%sen(x)dx = —rfeps(x) +2 [ xcos{x)dx
]
=2t 5 fx) =2
&'(x) =sen{x) — g{x) = — cos(x)
= —r*cos(x) + 2(_1:5211{1} -I sen(;’}dx)

fr]—':—f\l"{xj—l

&%) = cos{x| = glx) = sen{x)

= — ¥ cos{x) + 2xsen(r) + cos(x)) + C

Ejemplo 3, Calcular | &*(5x + 1)dx,

La funcion adentro de esta integral no esté en tabla pero, si disiribuimos, s |s integral de una suma. Sin embarge, separar
esta suma no nzcesariaments nos va a simplificar las cuentas (es'o se aprende después de mucha ejercitacion),

Aungue vames la composicidn de la funcidn " mn-ﬁ{ x} = 3x, no encentramos relacion entre Sx < 1 y'[ﬂ‘h }" 3 _uegg,
pedemes ver si 3¢ resuslve con el méledo de inlegracon por partes, Vames atomar fix| — 53 + 1y por lo tanto saré
f’{ x}) — 3 ¥ aitomamoa g {:r] ¢ (que no esth en la tabla), para haller £ tenemes que aplicar el métoda de sustitueidn,
porla meﬂamu&r gue acabamos de mencionar,

¢ 3 5 1 1 14,
e dx = —etdr==[fMdu=="+C==¢*+C
J 1 ] 3 3
i
ir = 3x
dir = 3dy
Entonces, para resolver nuestria integral procademos de & sigulente manera;
[ e3%(52 + 1idx = LBx+1) — [ 5285 = l{:,‘- +1)e™ - 2 [erdx =
; j 3" ' 3 ar" ! 3ar
Fix) = (Px+1 J——F{rj =5
flx =e" = gix) -—_l‘r
51,4 . 3
= -{fn—ueh—ii e C = (x4 1) — e
como arrba
weaw, recorridos matz,che,uba armodiwik/pratlyview, php Ppags d=68 43

ottt —t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—t—F—t—t—t—Ft—t—t—t—F—F—t—t—t—Ft—t—t—+—+
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FEjercicio 5.- Calcular aplicando el método de integracion por partes.

a. J xcos(x)dx b. J. xetdx
C. j X x+ 2dx d. J. +° In(x)dx
1 g o
e. |x’In [ — j dx . |z gk
Ja'in| < J
g. j x” sen(x)dx h. Jf (> + x)(x—2) " dx

El método de integracién por partes deducido de 1la derivacién del producto de
funciones sugiere encontrar en el integrando funcionesuy v que hacen que

la integral a resolver se transforme en una mas sencilla
Usaremos esta notacién :

seanu, v dos funciones reales de x , derivables e integrables
entoncescomo (u-v) =u -v+u-v

si integramos en ambos miembros :
j(u-v)'dx:f(u' -v+u-v')&=fu' -de+ju-v' dx (*)

del lado izquierdo de la igualdad, la integral es de resolucién inmediata
por definiciénmisma de primitiva 6 integral indefinida

(la integral de la derivada de una funcién es lamisma funcién)

j(u-v)’dx:u-v +C

Reemplazandoj(u -v) ' dx=u-v +C : en

j(u-v)'dx:fu'-vdx+fu-v' dx
=u-V+C=ju'-vdx+ju-v' dx

despejando ju -v dx:

el método de integracién por partes sugiere entonces que :

ju-v' dx:u-v—fu'-vdx+C



Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 1 a 5 Practica 6 - Integrales y calculo de areas.nb

Apliquemos el método al Ej 5

Ej 5 a) Calcular
jx cos (x) dx

en el integrando hay un producto de 2 funcionesde x :
X y cos (x)

mirando las integrales del método de integracién por partes :

como del lado derecho aparece - Ju' - v dx
sillamamosu=x y como u =1 segurolaintegral - ju' - v dx

va a ser mas sencilla de resolver

( 1le bajamos un grado a uno de los factores del integrando)

Probemos eso .

En la integral a resolver jx cos (x) dx

llamamos u=x y VvV =cos (x) entonces:

si u=x =

si v =cos (x) = v = jcos (x) dx = sen (x)

(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)

reemplacemos todo esto para ver como queda la integracién por partes :

ju-v' dx:u-v—f . v dx

jx -cos (x) dx = x - sen (x) —j - sen (x) dx

aca ya vemos que el método funcioné porque - jl . sen (x) dx es

mas sencilla de resolver

finalmente :

jx - cos (x) dx = x - sen (X) —jl-sen (x) dx =

= x - sen (x) —Jsen (x) dx =x-sen (x) - (-cos (x)) +C =
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=x - sen (x) +cos (x) +C

por lo tanto :

Jx cos (x) dx=x-sen (x) +cos (x) +C

Verificacién:

Siderivamos x - sen (x) +cos (x) + C como resultado tenemos que obtener

el integrando x cos (x)

Veamos :
[Xx-sen (x) +cos (x) +C] =[x-sen(x) ] +[cos (x)] +[C] =

=[x] -sen(x) +x- [sen (x)] + (-sen (x)) +0 =

1l-sen (x) +x-cos (x) -sen (x) =

sen (x) +x - cos (x) - sen (x) = x cos (x)

Ej 5 b) Calcular

jx e* dx

en el integrando hay un producto de 2 funcionesde x :
X

X y e

mirando las integrales del método de integracién por partes :

ju-v' dx=u-v—J‘u"vdx+C

X

llamamos u=x y V =e* entonces:

si u=x = u =1
si v =e* =>V=J‘e"dx=ex

(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)

reemplacemos todo esto para ver como queda la integracién por partes :

ju-v' dx=u-v—J‘u"vdx+C
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jx-e"dx:x-e"—fl-e"dx =Xcex—Jex&=Xcex—ex+C

= e* (x—l) +C
por lo tanto :

Jx e*dx=e* (x-1) +C

Verificacién:

Si derivamos e* (x - 1) + C como resultado tenemos que obtener

el integrando x - e*

Veamos :

[e* (x-1) +C]' = [e* (x-1) ]'+[C]' =

1]
—
0

®
—

. (x—l) +e¥ . [(x—l)]'+0=ex (x—1)+ex-1

]
(1]

Ej5 c¢) Calcular
jx Vx+2 dx

en el integrando hay un producto de 2 funcionesde x :

x y Vx+2

mirando las integrales del método de integracién por partes :
ju-v' dx=u-v—Ju' -vdx + C

llamamos u=x y VvV =+VYx+2 entonces:

si u=x = u =1

si v =Vx+2 = v =j‘\/x+2 dx=f(x+2)§u=3(x+2)%
3

(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)

reemplacemos todo esto para ver como queda la integracién por partes :
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ju-v' dx=u-v—Ju"v&+C

X - Vx+2 &:x-a(x+2)§—J1 E(x+2)2_dx=
3 3
3 2 3 2 3 2 5
== 2)z - = 2)zdx = — 2)z-=. = 2)z +C=
x (x+2)7 3J(x+)z _x (x+2)7 - 5(x+)z+
x(x+2)F - (x+2)7 vc= 2 x4 (xe2)° (x+2)° +C
= — + 2 - — + 2 +C= — + - — + +
3 15 15

por lo tanto :

Jx Vx+2 dx=§x‘\/ (x+2)3 -14—5\/ (x+2)% +C

(Nota : enel mediodel cdlculo hemos usadométodo de sustitucién

llamandom=x+2 = dm=1dx etc etc)

Verificacién:

2 4
Si derivamos — x4/ (x+2) 3 .= '\/ (x+2) 5 +C como resultado tenemos que obtener
3 15

el integrando x Vx+2

Veamos :
[%xm—f—sm+c]‘=[%x(x+2)z_-14—5(x+2):_]‘+[C]'=
=[gx(mz)i-]'_[:—5(x+2)2-]'+o=

=[§x]'.(x+2)i-+§x [(x+2)2—]'-14—5[(x+2)2’—] _
=§.(x+2)§‘+§x.z.(x+2):‘_f—5 ; (x+2)2‘=

=§-(x+2)z_+x (x+2)i—-§.(x+z)i-=

—x- (x+2)7 =, x Vx+2 , ok

Ej5 d) Calcular

jxg 1ln (x) dx



Comentarios Teoricos y Resolucion Ej 1 a 5 Practica 6 - Integrales y calculo de areas.nb

en el integrando hay un producto de 2 funcionesde x :

x° y 1ln (x)

mirando las integrales del método de integracién por partes :

ju-v' dx=u-v—J‘u"vdx+C

llamamos u=1ln (x) y v =x° entonces:

1
si u=1n (x) = u = —
x
: ' 9 j 9 1 10
si v =%x = v = |x"dx=—x
(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)
reemplacemos todo esto para ver como queda la integracién por partes :

ju-v' dx=u-v—J‘u"vdx+C

1 1 1
jln (x) - x% dx = 1n (x) - — x*° —j—-—xlodx =
10 x 10

1 1
= — x'%1n (x) ——ngdx
10 10

1
= —x¥1n(x) -— . —x +C=
10 10
1 1
= —x%1n(x) -— %% +C =
10 100

1 1
= —x (ln(x)——] +C
10 10

por lo tanto :

1 1
9 _ 10 _
Jx 1n (x) dx = 10 x (1n (x) ) +C

Verificacién:

1 1
Si derivamos — x!° (ln (x) - —] +C como resultado tenemos que obtener
0 1
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el integrando x° 1n (x)

Veamos :

[ixlo (ln (x) - LJ +C]
10 10

[Lxlo]‘ . (ln (x)-i)+ix1°- [(ln (x)-i)]'+[c1‘ =
10 10 10

L 10x (1n (x)—iJ+ix1°- ([1n (x)]‘-[i]')+°=
10

10 10 10
1 1 1
=x%. (ln (x)——]+—x1°c (——0] =
10 10 x
1 1 1
=x°.1n (x) -x° . —+ —x10. (—) =
10 10 X
1 1
=x°.1n (x) - —x°+ — x° =
10 10

Ej 5 e) Calcular

Jo 2o

en el integrando hay un producto de 2 funcionesde x :
1

x} y 1n (—]
X

mirando las integrales del método de integracién por partes :

ju-v' dx:u-v—fu'-vdx+C

(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)

reemplacemos todo esto para ver como queda la integracién por partes :

ju-v' dx=u-v—Ju"v&+C
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n
PN
%
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'_l
]
—_——
%=
N ———
+
PN
%
%
w
1

R (m(i) i) e

por lo tanto :
3 1 1 4 1 1
Jx ln(—)dx:—x (ln(—)+—) +C
X 4 X 4

Verificacién:

1 1
Si derivamos — x* (ln (—] + —) +C como resultado tenemos que obtener

n
—
= |
%
-y
—
—
'_l
]
—_——
% |
N
+
PN
N ————
+

I
|
[~
E
w
—_——
l—l
=]
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+
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Ej 5 f) Calcular

sz e *dx

en el integrando hay un producto de 2 funcionesde x :

x2 y e*

mirando las integrales del método de integracién por partes :

ju-v' dx=u-v—J‘u"vdx+C

2 ! -X

llamamos u=x“ y Vv =e entonces :

si u==x? = u =2x

si v =e* = v =je_de=_e_x

(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)
reemplacemos todo esto para ver como queda la integracién por partes :

ju-v' dx=u-v—J‘u"vdx+C

sz e *dx=x%. (-e™¥) -j2x' (-e™) dx =

calculo auxiliar:

calculemos por partes tambien fx e *dx
jf-g' dx=f-g—ff' .gdx + C

' -X

llamamos f=x y g =e entonces :
si f=x = f' =1
si gi=e* = g = Je"‘ dx = -e™ (aca usamos sustitucién)

u=-x du=-1ldx=-dx = je‘x&=Je“ (-du) = -e" = -e™* )
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reemplacemos todo esto para ver como queda la integracién por partes del

calculo auxiliar :

(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)

jf-g' dx:f-g-ff'-gdx

jx -e ¥ dx=x- (-e™) —jl - (-e™) dx

1]

1
X
m|

»®

+

—
m|
»
&
1

n
|
»
ml
%
+
T
ml
L]
n
I
ml
L]
»®
+
=

reemplazando el cdlculo auxiliar en (%)

-x?e¥ +2Jxe"‘dx = (*)

-x%e™* +2 (—e'x (x+1)) +C =
=-x?e* -2e¥ (x+1) +C =ze™* (—x2—2x—2) +C =
= -e™* (x2+2x+2) +C

por lo tanto :

sz e¥*dx=-e* (x2+2x+2) +C

Verificacién :

Siderivamos -e™ (x*+2x+2)+C como resultado tenemos que obtener

2 x

el integrando x“ e~
Veamos :
e (x2+2x+2) sC] = -[e (x*s2x22)] +1CT" -

=-{[e™]" - (x*+2x+2) + e*. [x?+2x+2] }+0=
=-{-e™. (x*+2x+2) + ™. (2x+2)} =

=fe™. (x*+2x+2) - e™*. (2x+2)} =
=e*{x*+2x+2 -2x-2} =

= e¥ {xz} =x2e* , ok
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Ej 5 g) Calcular
sz sen (x) dx

en el integrando hay un producto de 2 funcionesde x :

x2 y sen (x)

mirando las integrales del método de integracién por partes :

ju-v' dx:u-v—fu'-vdx+C

2

llamamos u=x> y v =sen (x) entonces:

si u=x?> = u =2x

si v =sen (x) = v = jsen (x) dx = -cos (x)

(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)

reemplacemos todo esto para ver como queda la integracién por partes :
ju-v' u=u-v—Ju' -vdx +C

sz . sen (x) dx = x? - (-cos (x)) —ij- (-cos (x)) dx =

= -x? cos (x) +2 fx cos (x) dx = (%)
cdlculo auxiliar :

calculemos por partes tambien fx cos (x) dx
jf-g' dx:f-g-jf' .gdx + C

llamamos £f=x y g =cos (x) entonces:

si £=x = £ =1
si gi=cos(x) = g =jcos (x) dx = sen (x)

reemplacemos todo esto para ver como queda la integracidén por partes del

calculo auxiliar:

(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)
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jfg' dx:f-g—J‘f'.gdx

Jx-cos (x) dx = x - sen (x) —jl-sen (x) dx

x sen (x) - (-cos (x)) =

X sen (x) +cos (x)

reemplazando el cdlculo auxiliar en (*%)

-x%? cos (x) +2 fx cos (x) dx = (*%)

-x? cos (x) +2 (x sen (x) +cos (x)) +C =

-x?cos (x) +2x sen (x) +2cos (x) +C

por lo tanto :

sz sen (x) dx = -x?> cos (x) +2x sen (x) +2cos (x) +C

Verificacién :

Si derivamos -x?cos (x) +2x sen (x) +2cos (x) +C como resultado tenemos que obtener

2

el integrando x“ sen (x)

Veamos :

2

[—x cos (X) +2x sen (x) +2 cos (x) +C]‘ =

-[x?cos (x)] +2[x sen (x)] +2[cos (x)] +[C] =

-{[xz]' -cos (x) + x? - [cos (x)]'}+2{[x] -sen (x) + x- [sen (x)]'}+2 (-sen (x)) +0 =

-{2x-cos (x) + x* - (-sen (x))} +2 {1 -sen (x) + x-cos (x)}+2 (-sen (x)) =

2

-{2x-cos (x) - x* - sen (x)} +2sen (x) +2x - cos (x) -2sen (x) =

2

-2x-cos (X) + xX* -sen (x) +2sen (Xx) +2x-cos (x) -2sen (x) =

x? . sen (x) -2x -cos (X) +2x - cos (x) +2 sen (x) - 2sen (x) =

2

n
»

- sen (x) , ok

Ej 5 h) Calcular
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j(x2+x) (x_z)-de=Jﬂdx

(x-2)°
en el integrando hay un cociente de 2 funcionesde x :
x2+x y (x—2)3=x3—6x2+12x—8

mirando las integrales del método de integracién por partes :

ju-v' dx=u-v—fu’-vdx+C (%)

En estos casos nos conviene ir bajando el exponente de x? + x usando partes :

2

llamamos u=x’>+x y V = (x—2)'3 entonces :

si u=x?+x = u =2x+1

si v'=(x—2)'3 = V=J.(x—2)'3dx=
usamos sustituciénpara hallarv:
seay=x-2 = dy=y dx=1dx-=dx

sustituyendo :

v :J-(X—Z)_adx=Jy_3dy= 31 1y_3+1=—§y_2=—§ (x—2)_2
-3+

(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)

reemplacemos todo esto para ver como queda la integracién por partes (**) :

ju-v' dx=u-v—Ju’-vdx

j(xux) C(x-2)Cdx= (x2ex) - (% (x—2)_2) -j(2x+1) . (E (x—2)_2) dx =

calculo auxiliar :

calculemos por partes también j(Z X+ 1) . (x - 2) 2 ax

jf-g' dx:f-g—jf'-gdx+c

llamamos £ =2x+1 y g = (x-2)? entonces:

si £f=2x+1 = f' =2

si g = (x—2)_2 = g =j(x—2)‘2dx=
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1 -
=Jy-2dy= y'2+1=—y'1=—(x—2) 1 =g
-2+1

reemplacemos todo esto para ver como queda la integracidén por partes del

calculo auxiliar:

(las constantes de integracién las juntamos todas en una C inica al final)

jf-g' dx:f-g-Jf' . g dx
j(2x+1) (x-2)? ax= (2x+1) - (-(x-z)‘l) -fz. (-(x-z)‘l) dx
=-(2x+1) - (x-2)7" +2J(x—2)'ldx =

=-(2x+1) . (x-2)7" +2J

(x-2)

=—(2x+1) . (x—2)_1 +2J£dy =—(2x+1) . (x—2)_1 +21n |y} =
y

=-(2x+1) - (x-2)" +21n|x-2}

=-l(x2+x)-(x—2)_2+£j(2x+1)-(x—2)_2dx= (+#%)
2 2
1 ) 2 1 -1
S (@ex) - (x-2) e (- (2xe2) - (x-2) T e2nxo2i} c -
2
1 2 -2 1 -1
=——(x +x)-(x—2) —;-(2x+1)'(x—2) +1n |{x-2} +C =
2
2 2 1
=_i (x +x) -i( xr )+1n|x—2}+C
2 (x—2)2 2 (x—2)

por lo tanto :

1 (%% +x) (2x+1)

(x2+x) (x-2)3dx=-— —i +1ln|x-2} +C
2 (x-2)2 2 (x-2)

Si derivamos - — —— - — . —= 4+ 1n |x-2} +C como resultado tenemos que obtener
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el integrando (x2 + x) (x - 2) -3

Veamos :

L(®ex) 1 (2x+1) L
2 e T2 ey

_i (x2+x) T (2x+1)

2 (x_z)z] -5 (x-2)

] +[inix-2j]"+[C] =

1 en] - (am2)? () (o2)7]
2 (x-2)°
1 [2x+1] (x-2)-(2x+1)[(x-2)]'}+ 1,
2 (x—2)2 x-2

2 (x-2)* 2 (x-2)°
1 (2x+1)-(x2—4x+4)—2(x2+x) (x—2) 1 2x-4-2x-1
-2 : b2 e
(x-2) 2" (x-2)

1 1 1
=-—{ (2x3—8x2+8x+x2—4x+4)—2(x3+x2—2x2—2x)}——{
2 (x—2)‘1 2
1 2x3-8x2+8x+x%2-4x+4-2%x3-2x2+4x2+4x 1 -5
= : L ri

(x—2) 2 (x—2)
_ 2
=_£{ 5x +8x+4}+£{ 5 }+ 1 -
2 (x—2)‘1 2 (x—2)2 x-2
=_;{—5x2+8x+4—5(x—2)2—2(X—2)3}=
2 (x-2)°
=-;{—5x2+8x+4—5(x2—4x+4)—2(x3—6x2+12x—8)}=
2 (x-2)°
=-;{—5x2+8x+4—5x2+20x—20—2x3+12x2—24x+16}=
2 (x-2)°
1
=——{—2x3+2x2+4x}=
2 (x-2)°
=_;x4{x2_x_2}= , {xz—x—2}= : (x+1) (x—2) =
2 (x-2) (x-2) (x-2)




